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Jensenova nejednakost

ILiA ILISEVICH

Sazetak. U ovom radu dokazana je Jensemova nejednakost. Na
osnovi velikog broja razlicitih primgera tlustrirane su njezine primjene.
Takoder dano je mnostvo zadataka za vjeZbu.

Kljuéne rijeci: Jensenova nejednakost, konveksne funkcije
Jensen’s inequality

Abstract. In this paper Jensen’s inequality si proved. Its applica-
tion is illustrated by means of several elementary tasks. Furthermore, a
large number of tasks are given for exercise.

Key words: Jensen’s inequality, convex functions

Jensenova nejednakost je svojevrsna generalizacija nekih, manje ili vise poznatih,
nejednakosti. Dobila je ime po danskom matematicaru Johanu Ludwigu Jensenu
(1859.-1925.) koji ju je dokazao. Iz Jensenove nejednakosti proizlaze mnoge poz-
nate nejednakosti kao §to su nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine,
Cebisevljeva nejednakost, Cauchy-Schwarz-Bunjakovskijeva nejednakost itd.

Dokazat ¢emo Jensenovu nejednakost, pokazati njenu primjenu na nekoliko za-
dataka, te dati nekoliko zadataka za vjezbu.

Pri rjesavanju zadataka potrebno je poznavanje nejednakosti o sredinama (vi-
djeti primjerice [3]).

Definicija 1. Realna funkcija f je konveksna na intervalu {a,b) C R ako je

p(m5) <L e 1)
Definicija 2. Realna funkcija f je konkavna na intervalu {(a,b) C R ako je
f(aCl ;m) = Hen ;L flea (1,22 € (a,0)). (2)
Teorem 1 [Jensenova nejednakost]. (i) Ako je realna funkcija f konveksna
na intervalu {a,b) CR i x1,22,...,2, € {(a,b), onda vrijedi nejednakost
f<a:1+a:2;m+xn>Sf(x1)+f(xz)n+-~-+f(xn). 3)
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10 ILiA ILISEVIC

(ii) Ako je realna funkcija f konkavna funkcija na intervalu (a,b) CR i

X1,T2,..., %, € {a,b), onda vrijedi nejednakost
f<w1+xz+---+wn)Zf(w1)+f(w2)+“'+f(wn)_ (@)
n n
Dokaz.

(i) Metodom matematicke indukcije najprije dokazimo tvrdnju za n = 2%, k € N.
Za k = 1 nejednakost vrijedi prema (1). Pretpostavimo da nejednakost vrijedi za
n = 2% tj. da za sve t1,ta,...,tor € (a,b) imamo

f<t1+t2 }Q'”Qk) SRS (ESRES (Y -

i dokazimo da vrijedi i za n = 2F+1. Stavimo li | = 2%, tada je n = 2. Za sve
X1,T2,...,Tn € (a,b),

1 n 1 21
1Ge) = @) -
ac1+-l--+mz + IL+1+I---+121> (1)
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Ako (3) vrijedi za neki n € N, tada vrijedi i za n — 1. Naime, tada je

n—1

<

R R RS e sl A
/ n

f(fEl)Jr"'wa(xn,l)Jrf(M)

n—1

n

odakle se sredivanjem dobije

f<:v1+---+wn—1) < J@) -+ fan-1)

n—1 n—1

Tako smo tzv. povratnom ili regresivnom indukcijom dokazali Jensenovu nejed-
nakost za svaki n € N.
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(ii) Iz definicije 1 i definicije 2 izravno slijedi da je f konkavna na intervalu {(a, b)
ako i samo ako je —f konveksna na intervalu (a,b). Stoga je dovoljno primijeniti
(3) na funkciju —f.

Navest ¢emo, bez dokaza, neke dovoljne uvjete za konveksnost i konkavnost.
Dokaz se moze vidjeti u [2].

Teorem 2. Neka je realna funkcija f dva puta derivabilna na intervalu {a,b) C
R.

(i) Funkcija f je konveksna na (a,b) ako i samo ako je f"(x) > 0 za svaki x € (a, b).
(it) Funkcija f je konkavna na (a,b) ako i samo ako je f"(x) < 0 za svakiz € {(a,b).

Korolar 1. Neka je realna funkcija f dva puta derivabilna na intervalu {(a, b)
R. Tada je f
(i) konveksna na intervalu {(a,b) ako se za bilo koji xo € {(a,b) sve tocke grafa
funkcije f nalaze iznad tangente grafa povucene u tocki (:Eo,f(:zco)), iskljucujuci
tocku (o, f(w0));

(i) konkavna na intervalu (a,b) ako se za bilo koji xo € (a,b) sve tocke grafa
funkcije f nalaze ispod tangente grafa povucene u tocki (wo,f(xo)), iskljucujuci
tocku (o, f(w0)).

Ovaj korolar nam je potreban poglavito zbog citatelja (ucenika) koji jos ne
poznaju diferencijalni racun, ali poznaju grafove eksponencijalne, logaritamske i
trigonometrijskih funkcija.

Zadatak 1. Neka su «, 3,7 kutovi trokuta. Dokazite da vrijedi nejednakost

1 1 1

— - — >
sin & sm% sin 3

N

Rjesenje. Prema nejednakosti izmedu harmonijske i aritmeticke sredine je

. . ﬁ s
1 ? 1 <s1n%+sm§+s1n§
sin%+sin§+sin% 3
odakle slijedi
1 1 1 9
2 P anZ T2 T sme tsmf reml (6)
3 sin 5 2 sin 5 +sin 5 + sl 3

Kako je funkcija f(z) = sinz konkavna na intervalu (0, %), to je prema Jensenovo]
nejednakosti

(SIS

+5+3 - sin § + sin 5 4 sin 2
- 3
Kako su «a, 8,y kutovi trokuta, odatle slijedi

sin

[JSEIN] e

sin%qtsinngsinl

2 <sinz—l
3 -6 2
pa je
9
6 (7)

o . ﬁ S
81n2+sm2+81n2



12 ILiA ILISEVIC

Iz (6) i (7) slijedi nejednakost koju je trebalo dokazati. Jednakost vrijedi za sin § =

s1nﬁ:sm— odakleJengzﬁodnosnoafﬂffyfg

Zadatak 2. Neka su «, 3,7 kutovi trokuta. DokaZite da vrijedi

OOl*—‘

(1 —cosa)(l —cosfB)(1 —cosy) <

Rjesenje. Prema nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine,

(1 —cosa)(l —cosB)(1 — cosy) = 2sin? 5 281n2ﬁ 281112;
2 sin € + si ﬁJrS' 7\ 6
:8(sin%sin§sin%> §8-<m2 122 1n2) .

Kako je funkcija f(z) = sinz konkavna na intervalu (0, 7), to je prema Jensenovoj
nejednakosti
Jr

[\

in Q@ in B in X
sm2+sm2+sm2

3

24

W ol

< si 1
sin =,
- 2
Stoga je

(1 —cosa)(1 —cosfB)(1 —cosy) <

0| =

Jednakost vrijedi za a = =~v= %

Zadatak 3. Neka su «, 3, kutovi trokuta. DokaZite da vrijedi

v _3V3

COS%COS§CO §< T

Rjesenje. Rabimo nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za pozi-

tivne brojeve cos g, cos g,cos 7, a zatim Jensenovu nejednakost za funkciju f(z) =

cos koja je konkavna na intervalu (0, ). Imamo

a ol cos § + cos 5 +cos; 3
CO8 o CO8 - €OS 5 < 3 <

5 =
< cos?’i%ngjL%:(\/5)32_3\/3
= 3

2

w

Jednakost vrijedi za cos § = cosg =cosgtjzaa=p=vy=7%.

Zadatak 4. Neka su «, 3, kutovi Siljastokutnog trokuta. Dokazite da vrijedi

tg? o+ tg” 5+ tg®y > 9.
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Rjesenje. Prema nejednakosti izmedu kvadratne i aritmeticke sredine je

tga+tgﬂ+tg'y)2

tg2a+tg2ﬁ+tg2723'< 3

Funkcija f(z) = tgr je konveksna na intervalu (0, %), pa je prema Jensenovoj
nejednakosti

t t t
ga+tgf+tgy Ztga+6+7:tg§:\/§.
3 3 3
Stoga je tg? a + tg? B +tg2 v > 3(v/3)? = 9. Jednakost vrijedi za tga = tg 3 = tgy
tjzaa=p=vy=3%.

Zadatak 5. Neka je P unutarnja tocka trokuta ABC. Dokazite da je bar jedan
od kutova /PAB, /PBC, ZPCA manji ili jednak 30°.

C

¥
v

Ol

Slika 1.

Rjesenje. Oznac¢imo kutove ovako: oy = ZPAB, 0y = ZPBC, y1 = ZPCA,
ag = LCOAP, By = LABP i vy, = ZBCP (slika 1). Pretpostavimo suprotno tj. da
su kutovi ag, (1,71 veéi od 30°. Kako je a1 + 81 + 71 + ag + (B2 + v2 = 180°, tada
je zbog a1 > 30°, B1 < 150° i 3 < 150°. Analogno, zbog 1 > 30° je ay < 150° i
v1 < 150°, a zbog 1 > 30° je ay < 150°1 81 < 150°. Dakle, 30° < a, 81,71 < 150°,
pa je

. . . 1

sin 1 sin 3y sin~y; > g (8)

Dalje slijedi ay + 81 + 71 > 90° i ag + B2 + v2 < 90°. Prema nejednakosti izmedu
aritmeticke i geometrijske sredine i Jensenovoj nejednakosti je

. . . 3

S S S
sin g sin Gg sinye < < mos + H;ﬂQ * m’h) <
sin® @2 + B2+ 72

<
- 3

1
<sin®30° = =
< sin 3

odakle je

1
sin a sin By sinyg —
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Mnozenjem (8) i (9) dobivamo

sin a; sin Gy siny;

> 1. (10)

sin g sin Oy sin vy,
Primjenom sinusovog poucka na trokute ABP, BC P, CAP, redom dobivamo

sina; sinfB; siny;  |PB| |PC| |PA] 1
sinf3y siny, sinay |PA| |PB| |PC|

§to znaci da (10) ne vrijedi. Dakle, medu kutovima a1, 81, 71 postoji barem jedan
koji nije ve¢i od 30°, ¢ime smo dokazali tvrdnju zadatka.

Zadatak 6. DokaZite da za pozitivne brojeve aq, as,...,an vrijedi

a1+a2+'“+a">,"/aa a
> /araz...an

n

(nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine).
Rjesenje. Kako je funkcija f(x) = Inz konkavna na intervalu (0, +00), to je prema
Jensenovoj nejednakosti

a1 +as+---+an >1na1+1na2+---+1nan
n
n - n

|

)

tj.

nal+az+"'+an
n

1 > 1n Yaras...a,

odakle dobivamo trazenu tvrdnju.
Zadatak 7. Dokazite da za svaki x € [0, +00) vrijedi nejednakost
o+ (1-2)°> L
16

Rjesenje. Za x = 0 dana nejednakost ocigledno vrijedi. Kako je funkcija f(z) = 2°
konveksna na intervalu (0, 400}, to je prema Jensenovoj nejednakosti

<x+(1:17))5§x5+(1:17)5

2 2 ’
odakle slijedi

1
5 5
+(1— > —
T ( x) 2 15

Zadatak 8. Neka su a,b,c pozitivni realni brojevi takvi da je a + b+ ¢ = 1.
Dokazite da vrijedi nejednakost

1\2 1\2 1\? 100
a+—) +(b+-) +{c+-) >—.
a b c 3
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Rjesenje. Promotrimo funkciju f(z) = (z 4+ 1)%. Kako je f/(z) = 2(z — Z5), to je
f"(z) =2(1+ 2) > 0 za svaki z € R\ {0}. Dakle, f je konveksna na ¢itavoj domeni
(a ne samo na intervalu (0, +00)). Prema Jensenovoj nejednakosti je

2 2 2 2
1 1 1 a+b+c 1
(a-l—a) +(b+g) +(C+E) 23( 3 +a+g+c) =

1 2 100 100
= 3'<§+3) =g T3

Zadatak 9. Neka su a,b, c pozitivni realni brojevi. DokaZite da vrijedi nejedna-
kost

a®b’c® > (abc) B

Rjesenje. Dana nejednakost ekvivalentna je sa

b
alna+blnb+clnc> %M(abc).
Promotrimo funkciju f(z) = zlnz. Kako je f'(z) = Inz +11i f’(z) = 1, to je
f"(x) > 0 za x > 0, pa je f konveksna na intervalu (0, +oc0). Prema Jensenovoj
nejednakosti je

a+b+c1 a+b+c < alna+blnb+clnc

n

3 3 - 3

odakle dobivamo redom

b
(a—i—b—i—c)ln% <Ina®+4Imnb® +1Inc,

b a-+b+tc
In (%) <1In (a*b°c°),

b a+b+c
(#) < aobhe,

Kako je prema nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine

b
% > v abe,

konac¢no dobivamo

a®bbct > ((abc)%)aJFbJrc = (abe) 5"

Zadatak 10. Neka su a,b,c duljine stranica trokuta, a s mjegov poluopseg.

Dokazite da vrijedi nejednakost
a? b? c?

> s.

b+c+c+a+a+b =
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z? 4sx—a>

Rjesenje. Promotrimo funkciju f(z) = 57—. Kako je f'(z) = GrEE; if"(x) =
ﬁ, to je f”(x) > 0za 0 < x < 2s. Stoga je f konveksna na intervalu (0, 2s).
Prema Jensenovoj nejednakosti je
b 2 2 B2 2
(=) TR T A T
25 — %b‘*‘c - 3

odakle sredivanjem dobivamo

a? b2 c?

> s.
b+c+a+c+a—|—b_$

Jednakost vrijedi za jednakostranican trokut.

Zadatak 11. Neka su a,b,c duljine stranica, a P povrsina trokuta. DokaZite
da vrigedi nejednakost
a?+bv2 42> 4PV/3.

Rjesenje. 1z
(a—b2+(b—c)P+(c—a)P>0

slijedi
a? + b2+ % > ab + be + ca.
Kako je
p_ absiny acsinf8 _ besina
2 22
to je
1 1 1
ab+bc+ca:2P<, + — + — )
sina  sinf  sinvy
Stoga je
9 9 9 1 1 1
a®+b"+c" > 2P| = + = + = .
sina  sinf  sinvy
Promotrimo .flinkcij.u f(x2) = 2z e R\ {kr: k € Z}. Vrijedi f'(z) = — 3L
i f(x) = sot2siprcos & Kako je f’(x) > 0 za x € (0,7), to je funkcija f
konveksna na (0, ), pa je prema Jensenovoj nejednakosti
1 1 1
1 sina+sinﬁ+sinv
sin —O‘+§+7 - 3

Odatle dobivamo
1 1 1
+ + > 2v/3.

sina  sinf  siny T

Stoga je a? + b% + ¢ > 4P+/3.
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Zadatak 12. Neka su a,b,c duljine stranica, «, 3,y nasuprotni kutovi, a R
polumger opisane kruznice Siljastokutnog trokuta. DokaZite da vrijedi nejednakost

2 b2 2
2 © >18R2
cosa  cosf  cosvy
Rjesenje. Kako je prema poucku o sinusima
a b c
= = 2R,

sina  sinf  sinvy

dana nejednakost je ekvivalentna sa

sinfa  sin’® g " sin?y _ 9
cosae  cosf3  cosy — 2
1 i1 — Sin2 X 3 ! i M sin3 €T 3 1 —
Promotrimo 2funkc1ju4f(:1c) = 222 Kako je f'(zr) = 2sinz + 2L i f(x) =
2cosx 4 BL 4 2SN L 46 je f(z) > 0 za x € (0,%), pa je f konveksna na (0, J).
Prema Jensenovoj nejednakosti je
-2 - 2 -2 - 2 atfB+y 27
sin“a  sin“f  sin®y _sin 5, sin" % 9
- - - )
cosa  cosfB = cosvy cos %5”7 cosT 2

§to je i trebalo dokazati.

Zadatak 13. Neka su «, 3, kutovi trokuta, te neka je n prirodan broj. DokaZite
da vrigedi nejednakost

e B ¥ nt2
tg” = + ctg” = + ctg” £ > 372
eig e TRy =

Rjesenge. Promotrimo funkciju f(z) = ctg” z, x € (0, §). Kako je f'(x) = —%
i f"(x) = n(n—14sin2zctgz) ctg" 2 —2—, to je f’(x) >0 za z € (0, %), pa je f
konveksna funkcija na (0, 5). Prema Jensenovoj nejednakosti je

ay B4

5 + 5 + 5} n

ctg” % + ctg” g + ctg” % > 3ctg” % = 3ctg” % =3(V3)" = 3",

Zadatak 14. Neka je |x| <1 i |y| < 1. DokaZite da vrijedi nejednakost

2
\/1—$2+\/1—y2§2\/1—(x;y) :

Rjesenje. Promotrimo funkciju f(z) = v1 — 22. Kako je f/(z) = —\/1?7 if'(x)=
_WW’ toje f"(z) < 0zaxz € (—1,1), pa je f konkavna na intervalu (—1, 1).
Prema Jensenovoj nejednakosti za sve x,y € (—1,1) vrijedi

2
\/1—:172+\/17y2§2\/1—(x;y) .
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Izravno se provjeri da dana nejednakost vrijedi i ako je |z| =1 ili |y| = 1.

Zadatak 15. Neka su ay,as,...,a, pozitivni realni brojevi (n > 2) takvi da
vrijedi a1 + ag + - - - + ap, = 1. Dokazite da tada vrijedi nejednakost
a a
! + 2 ot
l+as4+as+---+a, l4+ar+az+---+ay
an S "
l14+a1+as+--4+ap_1  2n—1"

Rjesenje. S obzirom da je >, _, ar = 1, danu nejednakost mozemo zapisati u obliku

- Qg n

g > .
2 —ay 2n—1

k=1

Promotrimo funkciju f(z) = 3% na intervalu (0,1). Kako je f'(z) = =57 i
(x) = ﬁ, to je f(x) > 0 za x € (0,1), pa je f konveksna na (0,1). Prema
Jensenovoj nejednakosti je

1
lzn: Ak o & Q=1 Tk _
nk:12*ak_2*iZZ:1ak
1 1 1
_ o_xt w1
2-L.1 o1 =l 9pn 1
n n

odakle slijedi

Zadaci za vjezbu

1. Dokazite da za pozitivne realne brojeve a i b takve da je a +b = 1 vrijedi

+1 2+ b L 2>25
a+ — —- —.
a b - 2

2. Neka su «, (8,7 kutovi siljastokutnog trokuta i n € N. Dokazite da vrijedi

nejednakost

nejednakost

tg"a-tg" B+ tg" o tg" y +tg" B tg"y >

Z 3n—1

(tgatg B +tgatgy +tgBtgy)".
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. Neka su x1, s, ..., x, nenegativni realni brojevi. Dokazite da vrijedi nejed-

nakost

\/1+x§+\/1+x§+---+\/1+x%2\/2n(x1+x2+---+xn).

. Neka su realni brojevi 1, x2, ..., 2, € (0, %] Dokazite da vrijedi nejednakost

Wz TG, (1 - )
i)™ ~ (X, —)"

. Neka su z1, 9, ..., z, pozitivni realni brojevi takvi da vrijedi 1 + z2 +--- +

z, = 1. Dokazite da tada vrijedi nejednakost

1 1 1 n?2+1\"
xr + — Lo+ — ) ...\ xzp +— Z .
Z2 x3 T n

. Dokazite da za pozitivne realne brojeve x1, 2, ..., x, takve da je z% + 23 +

-++ 422 =1 vrijede nejednakosti:

3
3

(a) T8y 4 22, 4 ... 4 ffa < IR

1+a? 142 1+z2 — ntl’
T1 T2 T ny/n
(b) 1—a? + T—a3 RIS 1723 ST
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