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Cebisevljeva nejednakost

ILgA ILISEVICH

Sazetak. U radu je dokazana Cebisevljeva nejednakost. Na velikom
broju zadataka koji su prilagodeni ucenicima srednjih skola pokazane su
razlicite primjene te nejednakosti.

Kljuéne rije¢i: nejednakost, Cebisevljeva nejednakost
Chebishev’s inequality

Abstract. In the paper Chebishev’s inequality is proved. Various
applications of the inequality in question are shown by numerous tasks
adapted for high-school pupils.

Key words: inequality, Chebishev’s inequality

Cebisevljeva nejednakost se rjede primjenjuje u zada¢ama elementarne matematike,
no neke se zadace mogu rijesiti jedino pomoc¢u ove nejednakosti. Iskazat ¢emo
Cebisevljevu nejednakost, dokazati ju i pokazati njenu primjenu na nekoliko za-
dataka.

Teorem 1 [CebiSevljeva nejednakost]. Neka su (ai,...,a,) i (b1,...,by)
dvije n-torke realnih brojeva.

(i) Ako je iliar <as < ---<apib <by<---<b,
iliay >ag > --->ay i by > by >+ > by, onda vrijedi nejednakost

1 — 1 & 1 &
- . - ) < = b
(3 a)(230) <13 an )
i=1 =1 i=1
Jednakost u (1) vrijedi ako i samo ako je a1 = ag = -+ = ay ili by = by =
=D,

(i) Ako jeilia; <ag <---<apiby >by>--->0b, ili
a1 > a9 > >ap 1 by < by <o < by, onda vrijedi nejednakost

CENEE)tEm o

Jednakost u (2) vrijedi ako i samo ako je a1 = ag = -+ = ay, ili by = by =
R— .
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Dokaz.

(i) Vrijedi

E Z (akbk — akbl) = E (nakbk — Qg Z bl)
k=11=1 k:ln n =1 n (3)
= ny apby— > ar > b
k=1 k=1 =1

U prvoj od tih dvostrukih suma zamijenimo indekse k i [ i promijenimo re-
doslijed sumacija pa dobivamo

n

ZZ(CL[Z); — albk) = nZakbk — Zak Zbl. (4)
k=1

k=1 1=1 k=1 1=1
Zbrojimo li (3) i (4) te podijelimo s 2, dobivamo

n

n akbk—ZakZbl

k=1 =1

NIE

(arbk — arb; + aib; — a;by)

N =

o El o
=11 ]
— —_

T

—

»
Il
-
-
Il
-

NIE

(ar, —a)(by — b)) > 0, (5)

N =

jer je
(ar —ar)(bp — by) >0, k,l=1,2,...,n,
odakle dijeljenjem s n? dobivamo nejednakost (1).
Akojear =ay=---=ayiliby = by =--- = by, tada u (1) vrijedi jednakost.
Obratno, ako u (1) vrijedi jednakost, tada jednakost vrijedi i u (5), pa je

(ar —a))(by — b)) =0zasve k,l =1,2,...,n. Posebno je (a1 — a,) (b1 —b,) =
0, odakle slijedi ay = a, ili by = b,. Ako je a1 = a,, tada zbog uvjeta

koji zadovoljava n-torka (ai,as,...,a,) vrijedi a; = as = -+ = a,, a ako
je b1 = by, tada zbog uvjeta koji zadovoljava n-torka (b1, ba,...,b,) vrijedi
bi=by = = by

(ii) Dokazuje se analogno kao (i), uzevsi u obzir da je u ovom slucaju

(ar —ar)(bp — by) <0, k,l=1,2,...,n.

Nejednakost (1) Gesto pisemo u obliku

n

() (o) <0 a.

=1
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a nejednakost (2) u obliku

n

(3 (o) 203 i

i=1
Sada se najprije prisjetimo nekih ¢injenica o nejednakostima.

Neka je a = (aq,. .., a,) dana n-torka pozitivnih brojeva. Tada su harmonijska,
geometrijska, aritmeticka i kvadratna sredina definirane redom sa

n

H,(a) = ,

(@ 4+

Gn(a) = a1 ... an,

ar + -+ ap

Ap(a) = ;
()= 25

Poznato je da vrijedi
Hy(a) < Gpla) < Ap(a) < Kp(a).
Pri tom jednakosti vrijede ako i samo ako je a1 = ag = -+ = ay,.

Nejednakosti G, (a) > Hy(a), An(a) > Hyp(a), An(a) > Gp(a), Kp(a) > An(a),
nazivamo redom GH, AH, AG, KA nejednakost.

Neka je dana n-torka a = (a1, ...,a,) pozitivnih brojeva i realan broj r # 0.
Sredina reda r definirana je izrazom

1
Ml (a) = <7‘L1 +"'+”n> N
n

Uoc¢imo da je sredina reda 1 upravo aritmeticka sredina tj. vis (a) = A, (a). Vrijedi
nejednakost
MV a) < M (a) za —o0 <s<t< +o0.

Dokaz navedene tvrdnje moze se vidjeti u [2].

Zadatak 1. Neka su a,b,c duljine stranica, a o, 3,y mjere njima nasuprotnih
kutova (u radijanima) trokuta ABC. DokaZite da vrijedi

aa + Bb+ e ST
a+b+c T3
5 Rjesenje. Mozemo pretpostaviti da je a < b < ¢. Tada je « < 8 < 7. Prema
Cebisevljevoj nejednakosti je
(a+b+c)a+p+7) <3(aa+ b+ o),
.
(a+b+c)m < 3(aa+ Bb+ 7o),
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odnosno
aa + b+ ye ST
at+b+c T3
Zadatak 2. Neka su x;, i = 1,2,...,n, pozitivni realni brojevi. DokaZite da
vrijedi

1
(21 . .. @y @1FB2HAT) < gTrgZ2 g

RjesSenje. Bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da je x1 < xo <
coo < xp. Tada je i lnz; < lnzy < --- < Inzy,, pa primjenom Cebisevljeve neje-
dnakosti imamo redom

(x1+x2+- - 4ap)(Inzy+Inzo+---+Inz,) <n(zyInzi+xolnzg+-- -+ x, Inx,),

(r1+ 22+ 4+ xp) In(z122. .. 2y) <n(z1Inzy + zolnze + -+ + x, Inay,),

< n(lna* +Inzs? +---+Inxin)

ln($1$2---xn) 1+ a0+ -+

nin(z{'x5? ... k")

h](,’,ElZ‘Q---xn)_ 1+ a0+ -+

)

Ti+ X2+ -+ 2Tn
n

In ((.731332 c Ty)

In(zrzg...2p) < ln(aiz3?...20m"),

zitxo+-Fxn
s ) < In(a® 2l ... a%),

Ty1twot---tawn
n

R R I e

(x122 ... 2Tp) 1ty -

Zadatak 3. Neka su a,b,c duljine stranica, tq,tp, te duljine tezisnica, vq, vy, Ve
duljine visina i P povrSina trokuta ABC. Dokazite da vrijedi

(t2 + 12 +12) (v + v +v?) > 27P2

Rjesenje. Dokazimo najprije da za trokut ABC vrijedi jednakost

3
ﬁ+ﬁ+ﬁ:ﬂﬁ+#+8)

Neka su Aj, By, C; redom polovista stranica BC, CA, AB trokuta ABC' i neka je

|BC| = a, |CA| =0, |AB| = ¢, |AAi| = tq, |BB1| = tp, |CC4| = t.. Primijenimo
redom poucak o kosinusu na trokute ABC' i ABB;. Dobivamo:

cos = ————— CoSx =

b2 4 % —a? cz—l—ﬁ—tﬁ
2bc ’ 2 '

Izjednacavanjem desnih strana i sredivanjem dobivamo

417 = 2(a® + %) — V2.
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Analogno bismo dobili
412 = 2(b* + ¢2) — a?, 42 = 2(a® + b*) — 2.
Zbrajanjem ovih triju jednakosti i dijeljenjem sa 4 dobivamo

3
2+t +t2 = Z(a2+b?+c2).

Stoga je nejednakost koju treba dokazati ekvivalentna nejednakosti

%(cﬁ + 0 + ) (v2 4+ vE +v2) > 27P?,

a ova ekvivalentna nejednakosti
(a® +b* + ) (v2 + v +v2) > 36P2.

Dokazimo posljednju nejednakost. Neka je a < b < c. Tada je vqa > vp > v. pa je
prema Cebisevljevoj nejednakosti
(a®> + 0>+ )02 4+ v2 +02) > 3(a*? + b0 + Pv?)
= 3(4P?% 4+ 4P? + 4P?) = 36P2
Jednakost vrijedi ako i samo ako jea =b=c.

Zadatak 4. Neka su a,b,c duljine stranica trokuta ABC, s njegov poluopseqg, a
n prirodan broj. DokaZite da vrijedi

a” n b" n c” S (2)71_2 el
- s
b+c¢c c¢c+a a+b—

Rjesenje. Pretpostavimo daje a <b < ¢ Tadajea® <" <c"i -+ < L <

b+c — c+a —
1 e e . = . . . . . n oLn n\ . 1 1 1
+7p- Primijenimo Cebisevljevu nejednakost na trojke (a™,b™, ") i (m, ra a—er),

pa dobivamo redom

@+ eyt ——r ) <afan L
@ ¢ b+c c+a a+b) @ b+c c+a ¢ a+b)’

a” n b" n c" >a”—|—b"—|—c" 1 L 1 n 1
b+c c+a a+b~ 3 a+b b+c c+a)

Primijenimo AH nejednakost na brojeve a +b, b+ ¢, c+a:

3 (@+b)+(b+c)+(c+a)
L 1, 1 = 3 )
atb T btc " cta
3 2(a+b+c)
1 1 < )
Tt + 3
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1 1 1
2(a+b+c) + + > 9,
a+b b+c cH+a

1 n 1 n 1 S 9
a+b b+c c+a 2a+b+e)

Prema nejednakosti aritmeticke sredine i sredine reda n je

a +b" +c" S (a+b+0)"
3 - 3 '

Iz (7) i (8) slijedi

a™+b" +c" 1 1 1
3 (a+b+b+c+c+a
32 1

9 1 _
> L. n —
)2 3 (a+b+c)

Tada je zbog (6)
a” b" c

n 2\ n—2
> (=2 n-1
b+c+c—|—a+a—|—b_(3) 5

Zadatak 5. Neka su a,b, c pozitivni realni brojevi takvi da je abc = 1. DokaZite
da je
1 1 1
P+  Blera)  Bath)

3
> —.
-2

RjesSenje. Dokazimo opcenitije da uz zadane uvjete za svaki > 2 vrijedi
nejednakost

. 9)

Uvedimo zamjenu:

1 1 1
rT=—, = -, z=-.

a 4 b c

Nejednakost (9) tada poprima oblik
B—1 B—1 B—1

T 3

+ X2

y+z z4+zx Tty 2

Jednostavnosti radi stavimo o = § — 1. Tada je a > 1 i prethodna nejednakost
prelazi u nejednakost

87 (o3 [}

T Y z
+ +
y+z z+4+x T+Y

>0 ezl (10)
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Za o =1 ova nejednakost vrijedi $to dokazujemo na sljedeéi naéin:

T Y z

y+z z+x T+y
rtytz L ytate o ztrdy
Y+ z Z+T r—+vy
1 1 1
= (x+y+z)( + + >—3

y+z z+x T+y

1 1 1
= Batyte)
Kako je prema AH nejednakosti
C+y)+E+ta)+y+2) 3
= 1 1 T
3 Tty z+x m
tj.
1 1 1
2 +y+2) + + > 9,
y+z z4+2x x+Y
odnosno . L .
+ + == 3
. y+z z+x T4y > 2
(x+y+2) : >z
to je
3 3
z Y F >3.2.3=2
y+z z4+x x4y 2 2

. . -1 -1 -1;: = y 2 .
Neka je sada © > y > 2. Tada je 2% > y*= > 2¢ 1y+222+z2z+y.(13r1—

mjerice, iz x > y slijedi y+ z < x4+ z pa je yiz > Zj_m i stoga ﬁ > Zi’_r) Primije-
nimo sada Cebigevljevu nejednakost na trojke (z®~1,y®~1 227 1) i ( r Yz )

y+z? z+x’ zt+y
Imamo redom

a—1 a—1 a—1 < Y z x ya 2%
=+ <3 =+ =+ )
(= ty T2 )<y+z+z—|—x x—f—y)_ <y+z z+x x—l—y)

xoz @ Zoz 3 xa—l + a—1 + Zoz—l
+ 2y > z :
y+z z+x x4y 2 3
Prema AG nejednakosti i iz uvjeta zyz = 1 slijedi

« 3. 3
Yy o > = ,3/xa71ya712a71 — 5 3/(xyz)a71 —

+ + 2
y+z z+z T4y 2

(o3 {03

T

N W

Kako smo dokazali da vrijedi nejednakost (10), to vrijedi i nejednakost (9), a onda
vrijedi i polazna nejednakost. Jednakost vrijedi ako i samo ako je x = y = z, tj.
a=b=c

Zadatak 6. Neka su a,b,c duljine stranica, a o, 3,y mjere njima nasuprotnih
kutova u radijanima. DokaZite da vrijedi nejednakost

b+c¢c c+a a+b_ 12s
+ + > —,
Q@ I6) ¥ i
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gdje je s poluopseg trokuta.
Rjesenje. Bez smanjenja opcéenitosti mozemo uzeti da je a < b < ¢. Tada je
a<pB<y,a+b<a+tc<b+ci % < % < é Primijenimo CebiSevljevu nejednakost

na trojke (a +b,a +c,b+c) i (%, %, 1) pa dobivamo redom

((a+b)+(a+c)+(b+c))<%+%_,_l) <3<a+b+a4ﬁ—c+b;—c>7

«a Y
1 1 1 b b
2(a+b+c)<—+—+—)<3<a+ 4oty +C>,
Y B a ¥ B o
1 1 1 b b
4s(—+—+—)<3<a+ kA +C>,
yoB a ¥ B o
b+c c+a a+b_ 4 (1 1 1)
+ - >-sl—+=+—).
o g gl 3\ B «
Kako je prema AH nejednakosti
111 39
a B atf+y 7
to je
b+c+c+a+a+b2§8-g:&.
Q@ 16} ¥ 3 T

Jednakost vrijedi ako i samo ako je a = b = ¢, tj. za jednakostrani¢an trokut.

Zadatak 7. Neka su a,b,c duljine stranica, a «, 3,y mjere njima nasuprotnih
kutova (u radijanima) trokuta ABC. DokaZite da vrijedi

acosa + bcos 3 + ccosy < 1
a+b+c -2

RjesSenje. Pretpostavimo da je a < b < ¢. Tada je « < 8 < v 1 stoga
cosa > cosf8 > cos~y. Primjenom CebiSevljeve nejednakosti na trojke (a,b,c) i
(cos a, cos 3, cosy) dobivamo

(a+b+c)(cosa+ cos 4 cosvy) > 3(acosa+ beos B+ ccosy),

odakle je
acosa + bcos B+ ccosy < cos a + cos [ + cosy

a+b+ec - 3

Dokazimo sada da je cosa + cos 3+ cosy < % Imamo

a+ a—0

cosa + cos B + cosy = 2cos 5 08— +cos(7r—(a+ﬁ))
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a+ 0 a—0

= 2cos 5 08— — cos(a + )
= 2cosa+5cosa—_ﬁ— cosga——’_ﬁ—sinza——'_ﬁ
N 2 2 2 2
= 2cosa+5cosa_ﬁ+1—2c052a+ﬁ

2 2 2
= 2cosa—2h8<cosa;ﬁ— osa—;ﬁ)+1
< 2cosa+ﬂ 1 — cos +5 +1

2 2

a+f

Dakle,

acosoz+bcosﬂ+ccoyy 1
a+b+c 3

3
2

Zadatak 8. Neka su a,b,c duljine stranica, a o, 3,y mjere njima nasuprotnih
kutova (u radijanima) trokuta ABC. DokaZite da vrijedi

atgd +btg +ctg? >§
a+b+c - 3

Rjesenje. Mozemo pretpostaviti da je a < b < ¢. Tada je a < 8 < v i
stoga tg § < tg% < tg 3. Primjenom CebiSevljeve nejednakosti na tI"O_] e (a,b, ) i
(tgg.tg2,tg ) dobivamo

«a B i a B g
— =z 1) < - = L
(a+b+c)(tg2+tg2+tg2> 3(atg2+btg2+ctg2),

tj.

atgd +btgd +ctgd - tg e +tg 2 +tg2
a+b+ec - 3 '

Da bismo dokazali da je tg § +tg g +tg 3 > V/3, dokazimo najprije da je tg & 5 tg g +
7+

tgotgt+tgtgd =1.122 =2 — ($+5) slijedi tg 3 —ctg(g—i—g):@,
2 2

=
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pa je

a, f o, B, v
te 2tel 4 teLtg ) 4tgDtg )
gotey tiegtey tiggtey

« (67
= tg—tg§+tg%<tg—+tg§)

2 2
1 Q@ 8
+O‘7<tg—+tg—)
tg(5 + 5) 2 2

P te % 1 tg
tg S +tg 2 65 &5

1-tg § tg g

B @B
2

2
a, B

= gl
855

a, B
e
65 %75

+1—-tg—tg— =1

«
= tg—-tg B 5

2
Dalje je

2 2 2
B ( a p, o v B

a g 7)?
(tg—+tg—+tg—>

-+g2 +tg?l r2(teotg ttg o tg o +tgtg

=t
g’ 2 2 %3 ) 2

2

25+@—+2

= wigrt’ 2

2
odakle je

2
a B 0 a B y
tg? = +tg? S +tg? - = tg=—+tg=+tg~ | —2
g 5 tigT 5 tig g <g24-g2+g2)

Prema KA nejednakosti imamo redom

@%+¢g§+@%<:¢@ % +tg28 +tg?2
3 = 3 ’

2
g
(%%+%5+%%)<tﬁg+@%+@%
9

- 3
2 2
« Ié) ¥ « B Y
— = s < _ = s _
(tg2+tg2+tg2> 3<<tg2+tg2+tg2) 2),
2

o
—Q(tgg +tg§+tg%> < -6,

)

a B 7\?
te— +te= +tg~ )| >3
(g2+g2+g2)_,
B
2

«
tg = +tg =

v
te L > /3.
2 tigy > V3

:)
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