OSJECKA MATEMATICKA SKOLA 4(2004), 77-81 7

Bobillierova formula

AL1JA MUMINAGIC*

Sazetak. U élanku je dokazan identitet poznat kao Bobillierova
formula. Formula je takoder ilustrirana na elementarnim zadacima za
ucenike sredngih skola.

Kljuéne rijeci: Bobilierova formula, trigonometrija
Bobillier formula

Abstract.  Identity known as Bobillier formula is proved in the

paper. The formula is also illustrated by elementary tasks adapted to be
solved by high-school pupils.

Key words: Bobillier formula, trigonometry

U ovom ¢lanku dajemo jedan od mnogih dokaza teorema poznatog kao Bobillierova
formula. Teorem glasi:

Teorem 1. Ako su R ir polumjeri trokutu ABC opisane i upisane kruznice te
Ta, Tb & Te polumgeri tom trokutu pripisanih kruZnica, tada vrijedi

T + 1y + 1. =4R+ 1. (1)

Dokazat ¢emo najprije nekoliko identiteta koje zadovoljavaju kutovi trokuta, a
koje ¢emo koristiti u dokazu Teorema 1.

a) cosa+cosfB+cosy =1+
b) —cosa +cosf+cosy = —1
c) cosa—cosf3+cosy =% —1

d) cosa+cosf —cosy =" —1.
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Identitet a) dokazat ¢emo na dva nacina.
Prvi dokaz: Kako je a + 8+« = 7, to imamo redom

cosa+cos +cosy = 2cosa;6cosa;ﬁ+1—2sin2g
- 2Sin%cosa;ﬁ+1—2sin2%
= 2sin1 cosoz_ﬁ—sin2 +1
2 2 2
= 2sin%(cosa;6—cosa;6)+l
= 2sin%2sin%sin§+1
= 4sin%sin§sin%+1. (2)

Slika 1.

Neka je tocka D noziSte normale spustene iz srediSta trokutu upisane kruznice
I na stranicu BC' (vidi Sliku 1). Iz pravokutnih trokuta ABDI i ACDI je |BD| =
- ctgg te |[CD| =r-ctg 3, pa zbog a = |[BC| = |BD| + |CD| imamo

Ié; 0% cos g sin 3 + cos 3 sing
a = rlctg-+ctg- | =1- I
2 2 sin & sin 7
sin 242 cos &
_ 2 2
= T By i B
bln551n§ SIH§SIH§
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tj.
sin%sin%z%-cos%. (3)
Iz (2) i (3) koristeci formulu R = 5— dobivamo
. a T
cosa+cosfB+cosy = 4-sin—-—-cos—+1
2 a 2
2r a
= 2-- l=—-—+41
a sin o + o 2R +
r
= ]_ -,
+ R
§to je i trebalo dokazati.
Drugi dokaz: Koristeéi formule R = % ir= % gdje je s P oznacena povrsina
trokuta, a sa s poluopseg trokuta dobivamo redom
1+r R+r ‘z—l}’f—kg sabc + 4P?
R R o sabc
~ s 4p? 14 4s(s —a)(s —b)(s —¢)
sabc sabc

B abc+4-3(b+c—a) s(a+c—b)-2(a+b—c)

N abc

_ 2abc+ (b+c—a)lat+c—b)(a+b—c)

N 2abc ’

odakle zbog
(b4+c—a)(a+c—b)(a+b—c) = a(b®+c*—a?)+b(a®+c? —b*) +c(a® +b? — c*) — 2abe

i kosinusovog poucka slijedi

r a(b? +c® — a®) +b(a® + % — b?) + c(a® + b? — ¢?)
1+—= =
R 2abc
_ b2 4+ % —a? a2—|—c2—b2_’_CLQ—i—bz—c2
- 2bc 2ac 2ab

cos a + cos § + cosy.

Treba primijetiti da je prikazani dokaz “s desna na lijevo” jednostavniji.

Dokazimo sada b). Nakon mnozenja s 2abc zbog R = j—l;f b) mozemo zapisati u
obliku

2abc(—cosa+cosff+cosy+1)=8-P-r,. 4)
Oznagimo lijevu stranu jednakosti (4) s L. Iz kosinusovog poucka slijedi da je

2bccosae = —a®+b%+ 2
2accos B = —b*+a%+ 2
2abcosy = —c?+a?+b?
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pa imamo
L = —a(=a®>+b*+) +b(a® =+ )+ c(a® +b* — ¢2) + 2abe
= a®+a*(b+c)—al®+c —2bc) — b +bc? + b?c— 3
= a®+ad*b+c)—alb—c)?— >+ ) +be(b+c)
= a+d*b+c)—alb—c)? = (b+c)(b* —be+ c* —be)
= a®+ad’b+c)—ad®+c*—2bc) — (b+c)(b—c)?

= d*(a+b+ec)—alb—c)?—(b+c)(b—c)?
= a*la+b+c)—(b—c)(a+b+c)=(a+b+c)[a®— (b—1c)
= (a+b+c)a=b+c)(a+b—c)=2s(2s — 2b)(2s — 2c)

8 P2

s—a

= 8s(s—=b)(s—c)= =8-P-r,

gdje je za dobivanje posljednje jednakosti koristena Heronova formula za povrsinu
trokuta P = /s(s —a)(s — b)(s — ¢).
Dokaz identiteta c) i d) ostavljamo citateljima.

Dokaz teorema. Zbrajanjem jednakosti

r

—cosa +cos 3+ cosy = Ea—l
Ty

cosa —cosfB+cosy = E_l

cosa+cosfl —cosy = %—1

dobivamo cos a+ cos B+ cosy = %(ru +7p+7c) — 3 odakle, zbog a), slijedi 1+ 5 =
%(ra +7p + 7c) — 3 $to nakon mnozenja s R daje R+r =71, + 7 + 7. — 3R tj. (1)
§to je i trebalo dokazati.

Zadatak 1. Dokazati da za kutove trokuta vrijedi
1) tg*§ +tg25 +tg23 > 1,
2)tg s +tgZ +tg3 > V3.

RjeSenje. Pored dokazanog identiteta (1) koristit ¢emo formule

Ta:S'tggv rb:S'tggv rC:S'tg%a (5)
te Eulerovu nejednakost R > 2r. Posljednja nejednakost posljedica je poznatog
Eulerovog teorema |OI]? = R? — r?, gdje je |OI| udaljenost sredista O opisane
kruznice i sredista I upisane kruznice trokutu ABC. (Formule (5) pokusajte sami
dokazati.)

Uvedimo oznake S; = tg$ +tg2 +tg2 i o = tg?¢ + tg?2 +tg2%. Tada
koristeéi (5), (1) i Eulerovu nejednakost dobivamo

Ta T re Ta+Tp+Te 1) 4R+
,5’1:_+_b+_: b (:)
s s s s s

>

: (6)

9r
s
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Znak jednakosti u (6) vrijedi ako i samo ako je trokut jednakostranican, a kako

za jednakostranican trokut vrijedi r = ‘/?ga = ? . %s = ‘/Tgs to iz (6) slijedi

s
S1 > QISTSS = /3.
Nakon kvadriranja S1 = tg 5 + tg § + tg 2 dobivamo

« o
512:52+<tg—tgé+tg—tgz+tgétgl>

2°2 272 272

i zbog tg %tg% +tg Stg 3 +tg %tg% = 1 (pokusajte sami dokazati) vrijedi S? =
So+2,tj. So =57 -2>(V3)?—-2=1.

Pokusajte ovaj zadatak rijesiti i na neki drugi na¢in. Postoji jos nekoliko dokaza
Teorema 1. Pokusajte ih pronadi.



