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Bernoullijeva nejednakost

ILigA ILISEVICH

Sazetak. Razmatra se Bernoullijeva nejednakost. Primjene spomenute
nejednakosti ilustrirane su na nizu zanimljivih zadataka koji su pri-
lagodeni ucenicima srednjih skola.

Kljuéne rijeci: Bernoullijeva nejednakost
Bernoulli’s inequality

Abstract.  Bernoulli’s inequality is considered. Applications of
the aforementioned inequality are illustrated on a number of interesting
tasks adapted for high school students.

Key words: Bernoulli’s inequality

U ovom ¢lanku bit ¢e rijeci o jednoj nejednakosti koju je 1689. godine izrekao
i dokazao Svicarski matematicar Jacob Bernoulli (1654.-1705.) i koja je po njemu
dobila ime. Dokazat ¢emo tu nejednakost i njena dva poopéenja te pokazati prim-
jenu.

Teorem 1 [Bernoullijeva nejednakost]. Neka je n prirodan broj i x realan
broj veéi od —1. Tada vrijedi

I+ 2)" > 1+ nz.

Jednakost vrijedi ako i samo ako jen =1 ili x = 0.

Dokaz. Ako jen = 1iliz = 0, tada je (1 +2)” = 1+ nz. Za n vedi od 1 i
x # 0 nejednakost (i to strogu) dokazujemo matematickom indukcijom. Za n = 2
nejednakost vrijedi jer je (14 )2 = 1+2z+2% > 1+ 2z. Pretpostavimo da za neki
prirodni broj n veéi od 1 vrijedi (1 + x)™ > 1 + nzx i dokazimo da ta nejednakost
vrijedi i za sljedec¢i prirodni broj n + 1:

14z)"™ = A+2)(1+2)" >0+ 2)(1+n)
= 1+ (n+1Dz+na? (1)
> 14+ (n+1)

Prema principu matematicke indukcije, stroga nejednakost vrijedi za svaki prirodni
broj n veéi od 1 i svaki realan broj x # 0. |
Sljedeca dva teorema su poopcenja Bernoullijeve nejednakosti.
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Teorem 2.
(a) Akojex>—-1i0<a<1, ondaje(l+z)* <1+ ax.
(b) Ako jex > -1 i <0 ili & > 1, onda je (1 +x)* > 1+ aux.

Jednakost (u oba slucaja) vrijedi ako i samo ako je x = 0.
Dokaz. Rabeci Taylorovu formulu dobivamo

1I+2)*—1—ax= %a(a—l)xQ(l—Fﬁ‘r)a*Q (0<0<1).

Kakojexz >—-110<60<1,tojel+0x>0,pasu (1+2)*—1—-azxiala—1)
istog predznaka za x # 0. Odatle slijede navedene nejednakosti. O

Teorem 3. Za sve realne brojeve x, > —1, k =1,2,...,n, koji su istog predz-
naka, vrijedi nejednakost

(I+z)1+x2)...(1+z,) >1+21+224+ -+ Tps

Jednakost vrijedi ako i samo ako je n = 1.
Dokaz. Za n = 2 vrijedi stroga nejednakost jer je

(I+z)(14+x2) =1+ 21+ 22+ 2722 > 1+ 21 + 22,
Pretpostavimo da za neki prirodni broj n veci od 1 vrijedi

I+z)I+x2)...(1+x,) >1+21+224+ -+ T
Tada zbog uvjeta z;z; >0 (4,5 = 1,2,...,n) imamo

I+z)14+z2)...(14+z,)1 + 2pt1)
> 14z +xe++20) (L + xp41)
= (I+zit+a+ +an)+Top+ (@1 224+ 20)Tnp
> 1+zi1+220+ -+ Tn+Tnyi-
Prema principu matematicke indukcije, stroga nejednakost vrijedi za svaki prirodni
broj n vec¢i od 1. O
Zadatak 1. Neka su a i b pozitivni brojevi, 0 < b < a, te neka je n prirodan

broj veéi od 1. DokaZite nejednakost

a™ —b" > n(a—b)b" "t

Rjesenje. 1z pretpostavke slijedi da je 7 > 1, tj. £ —1 > 0. U Bernoullijevu

nejednakost (1 + )™ > 1+ na uvrstimo x = ¢ — 1, pa imamo
a\"™ a
e
() > 1+n(G-1),

a” > b" +n-b""a—b)

odakle dobivamo
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odnosno
a™ —b" > n(a—b)" "t

Zadatak 2. DokazZite da za svaki prirodni brojn > 1 i svaki realni broj x > —1,

x # 0, vrijedi nejednakost
Vi+zr<l+ L
n

Rjesenje. Prema Bernoullijevoj nejednakosti je (1 + )™ > 1 4+ nz, tj. 1 +2 >
V14 nx. Ako u ovu nejednakost umjesto x pisemo =, dobivamo nejednakost koju
je trebalo dokazati.

Zadatak 3. Dokazite da za svaki prirodni broj n > 1 vrijedi nejednakost

ol < n+1\"
! 5 .

Rjesenje. Zan = 2 tvrdnja vrijedi jer je 2! < (22i1)2 Pretpostavimo da nejednakost
vrijedi za neki prirodni broj veéi od 1 i dokazimo da vrijedi i za n + 1. Imamo

(n+1)! = (n+1)n! (2)
< o2y
n+ 2\n+1 1

Kako iz Bernoullijeve nejednakosti slijedi

1 n+1
1 1 1)-
(+n+1> >1+(n+1)

n+2\"" 1 n+2\"
<2 L= .
e (U50) 5= (1)

to je

Zadatak 4. Rabedi Bernoullijevu nejednakost dokaZite da je niz (an), zadan sa
ap = (1 + %)n, strogo rastuci.

Rjesenje. Kako je

Qni1 (1+ HLH - (n+2)n+l -
o TR ()T T e
(n+2)ntt.pntl. L (n(n+2))"* n+1

= ((n + 1)2)nt1 T (n+1) = ((n+ 1)2)n+1 n

(P41 -1\"" g1 . 1 \"" a1
N n?+42n+1 no (n+1)2 n

(e () 2 (- ) 2

V
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to je any+1 > a, za svaki n € N.
Zadatak 5. Dokazite da je niz (a,), zadan sa a, = (1+%)n+1, strogo padajudi.
Rjesenje. Imamo

n+2 n n+2 n n+1
a’n+17(1+%+1)+ 7(n_ﬁ)+ 7(n—ﬁ)+ n+2
(7% o (1+l)n+l - (n_ﬂ)nJrl - (n_H)n+1 nt1
n(n+2) "+1.n+27 n2 4 2n n+1.n+2
(n+1)? n+1  \n?+2n+1 n+1
_ 1 n+ 2 1 n+2
B n n n 1. = n 1' .
(f2nt)™™ Al (14 )" ntd

Kako je prema Bernoullijevoj nejednakosti

1\ 1
(1+m> >1+m'(n+1),

to je
Gn+1 1 n+2
a < 14 —ntl ‘n+1
n n(n+2)

nn+2) n+2 n3 +4n? +4n
n2+3n+1 n+1 nd+4n2+4n+1 s
Dakle, ant1 < an pa je niz strogo padajudi.
Zadatak 6. DokaZite da je niz (a,), zadan sa a, = (1 + %)n, gdje je k
proizvoljan prirodni broj, omeden i odozdo i odozgo.
Rjesenje. Prema Bernoullijevoj nejednakosti je

k™ k
(1+—) S14n-2 14k
n n
pa je zadani niz odozdo omeden.

Omedenost odozgo najprije dokazimo za k = 1, tj. za niz a,, = (1 + %)n Prema
Bernoullijevoj nejednakosti je

1\" 1 1

Slijedi
1
5 < 4
(1-2)
Kako je
1
1-—x<1
4n? <5h
imamo
1 1
1+ —<

2n I—Ln
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1 2n 1 2n
14+ — 4
(ez) <(7)

odnosno ag, < 4. Kako je niz (a,) strogo rastudi, to je a, < as, < 4, odnosno

1 n
(1 + —) < 4.
n
Omedenost odozgo sada dokazimo za proizvoljan prirodan broj k. Iz Bernoulli-

jeve nejednakosti slijedi
k 1\"
I+=-<(14+=,
n n

k n 1 nk N
1+—) <({1+4+- < 4%
n n

Zadatak 7. DokaZite da za svaki prirodni brojn veéi od 1 + —1 < oo < 0 vrijedi
nejednakost

odakle slijedi

pa je

(n + 1)a+1 _ naJrl - na - naJrl _ (n _ 1)a+1
a+1 a+1

Rjesenje. Prema poopcéenoj Bernoullijevoj nejednakosti vrijedi

1\t 1
(1+—> <1+
n n

1\t a1
1— = <1-— .
(1-3) ;

PomnoZimo obje nejednakosti sa n®**:

(n+ 1) <t 4 (o + 1)n®,

(n— 1)t <t — (o + 1)n*.

Odatle je
(n 4+ 1) —nott < (a + 1)n®,

(n— 1) —notl < —(a + 1)n".
Podijelimo prvu nejednakost sa o + 1, a drugu sa —(a + 1):

(n + 1)a+1 _ naJrl

[e3

<n-,
a+1 "
a+l 10¢+1
r (—Tll-l ) > n.
(0%

Dakle,
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Zadatak 8. Dokazite da za svaki prirodni broj n veéi od 1 vrijedi nejednakost

3 5 2"—%—1>2 (1)"
2 4 AL 2/

Rjesenje. Prema poopéenoj Bernoullijevoj nejednakosti je

3.5 ..2"+1:(1+1)(1+1)...(1+L)

274 2 4 2n
11 1 1 1—(3)" NG
1+ 4+ 4.0 40— =1 _.72:2_(_)_
> ldgt ot =14 g 1 5
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