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SaZetak

Holandanin Pierre van Hiele koji je doktorirao 1957. godine na univerzitetu
Utrecht u Holandiji, u svojoj doktorskoj disertaciji i u ¢lanku koji je izaSao dvije godi-
ne ranije, iznio je teoriju o nivoima misljenja kroz koje se prolaze pri ucenju geome-
trije. Njegova Zena, Dina van Hiele-Geldof, je iste godine, u svojoj doktorskoj diserta-
ciji, pisala o istoj teoriji. Ubrzo zatim, Dina je umrla, a njen muz je nastavio da razra-
duje njihovu teoriju, i 1986., on je izdao knjigu koja je nosila naziv Structure and in-
sight, a theory of mathematics education ([10]).

Njihova teorija je objasnjavala zasto veliki broj ucenika ima problema u to-
ku kursa geometrije, narocito s izvodenjem formalnih dokaza, i davala nekoliko pred-
loga da se Sto lakSe ovi problemi izbjegnu.

Osnovna razlika u njihovim izlaganjima ogledala se u tome Sto je Pierre,
uglavnom, pokusavao da otkrije razlog loSeg uspjeha ucenika u ucenju geometrije, dok
je Dina pokusavala da dode do nekih konkretnih metoda u nastavi koje bi omogucile
prevazilaZenje tih problema.

Oni su smatrali — da postoji pet diskretnih nivoa miSljenja, kroz koje se pre-
lazi na putu ka sticanju sposobnosti da se izvode formalni dokazi, i razumije i geome-
trija koja ne pripada Euklidskoj geometriji.

Na svakom sljede¢em nivou, usvajaju se nova znanja, a da bi se dostigao
sljede¢i nivo, potrebno je savladati prethodni. To zavisi isklju¢ivo od ucenja i usvaja-
nja odredenog gradiva, a ne samo od ¢itanja i memorisanja.

Takode, oni su smatrali, da Zivotna dob ne utice na prelaZenje na sljedeci
nivo; postoje ljudi koji su ostali na pocetnom nivou tokom cijelog Zivota.

U ovom radu ¢u da¢emo detaljniji opis ove teorije.

Kljuéne rijei: geometrija, geometrijsko misljenje, van Hiele-ova teorija
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1. Uvod

Geometrija se, kao nauka, prvi put pojavila u drevnom Egiptu, Babilonu i Gr-
¢koj, u vezi sa razvojem kulture mjerenja povrsine tla. Otuda i potice naziv geometrije.

U antickoj Grc¢koj, ona se naglo razvija, a do novih teorija, teorema i njihovih do-
kaza jos se, uvijek dolazi. Geometrija je oduvijek bila vrlo cijenjena oblast matematike,
i oduvijek se znalo da je za njeno poznavanje i shvatanje — potreban visi nivo misljenja.
Jo§ u antickoj Grekoj ljudi su dolazili do geometrijskih problema koje nikako nisu mo-
gli rijesiti, pa se deSavalo da u tom pravcu razmis$lja po nekoliko generacija posle njih —
pokusavajuéi da uvide nesto Sto niko prije njih nije uspio.

Jeste 1i se ikad zapitali kako smo mi u stanju da imamo viziju npr. prizme ili pi-
ramide na samu pomen te rijeci, i da nam to djeluje tako prirodno? Jedno je sigurno, to
nismo mogli kad smo se rodili, ni kad smo progovorili i poceli da sagledavamo svijet
oko sebe, pa cak ni mnogo kasnije.

Primjetivsi da njihovi ucenici imaju pote$koca sa ucenjem geometrije, Dina i
Pierre van Hiele su izgradili teoriju o tome Sta se to u ljudskom mozgu deSava od
momenta kad on postaje sposoban da samo prepoznaje neke geometrijske oblike, pa do
momenta kad je u stanju da izvede formalne dokaze za tvrdnje koje govore o nekim
njihovim osobinama.

2. Van Hiele-ovi nivoi razumjevanja geometrije

Kao §to je ve¢ pomenuto, postoji pet novoa razumijevanja geometrije — koje su
van Heile-ovi oznacili brojevima od nula do Cetiri. Ameri¢ki istrazivaci su, kasnije, pre-
numerisali nivoe, oznacivsi ih brojevima od jedan do pet, da bi nulom ozna¢ili nivo
ucenika koji uopste ne prepoznaju oblike.

U narednom dijelu ¢emo navesti koji su to nivoi, i Sta ih karakteriSe.

Nivo 0 — nivo vizuelizacije. Uenici na tom nivou svoje misli baziraju, i na osno-
vu njih donose odluke — iskljucivo na osnovu percepcije, bez poznavanja bilo kakvog
razloga. Oni su u stanju da prepoznaju geometrijske likove, kao $to su: trougao, cetvo-
rougao ili krug, ali njihove osobine im nisu poznate, i ¢esto vjeruju da je neSto upravo
takvo samo na osnovu jednog primjera.

Nivo 1 — nivo analiziranja. Ucenici, na ovom nivou, vide figure kao skup svoj-
stava, i uce termine kojim ih opisuju, ali jo$ uvijek ne mogu da uvide vezu izmedu njih.
Kada opisuju neki objekat, razmisljaju¢i na ovom nivou, oni nabrajaju sve njegove 0so-
bine, ali ne mogu da razgranice — koje su od njih potrebne, a koje dovoljne da ga opiSu.
Oni mogu da izvode zakljucke induktivno, na osnovu nekoliko primjera, ali jos uvijek
ne mogu da koriste dedukciju.

Pocinju da vjeruju da, ako neki lik pripada klasi kvadrata, onda on ima sve osobine te
klase, kao S$to su, na primjer: medusobno normalne dijagonale, stranice jednake duZine,
pravi uglovi, linije simetrije i druge osobine.

96



D. A. Romano: Van Hiele-ova teorija o ucenju u geometriji Metodicki obzori 4(2009)1-2

Nivo 2 — nivo apstrakcije, ili kako ga neki nazivaju, nivo neformalne dedukcije.
Ucenici spoznaju odnose medu osobinama geometrijskih oblika, i, na osnovu toga, od-
nose medju samim geometrijskim oblicima. Poc¢inju razmisljati deduktivno, ali ne ra-
zumiju, jo$ uvijek, pravilo i znacenje formalne dedukcije.

Na ovom nivou, ucenici pocinju da razmisljaju o tome S$ta je potrebno, a $ta dovoljno da
se neki geometrijski lik opiSe. Na primjer, znaju da je dovoljno da Cetvorougao, koji
ima sve stranice jednake, ima jedan prav ugao, da bi bio kvadrat.

Nivo 3 - nivo dedukcije. Uenici mogu da izvode dokaze srednjoskolskog nivoa,
izvode zakljucke iz prethodno poznatih tvrdnji, razumiju znacenje definicija i aksioma, i
shvataju znacenje potrebnog i dovoljnog uslova.

Ucenici su u moguénosti da upotrebljavaju apstraktne pojmove, i da izvode zakljucke
koji su zasnovani vise na logici nego na intuiciji.

Nivo 4 — nivo strogosti. Na ovom nivou, stariji ucenici / mladi studenti su u mo-
gucnosti da razumiju konzistenstnost, nezavisnost i kompletnost aksiomatskog sistema,
1 da porede matematicke sisteme. Takode, mogu da razumiju indirektno dokazivanje —
dokazivanje kori§¢enjem kontrapozicije, te da razumiju geometrijske sisteme koji nisu
Euklidski (kao Sto je na primjer, sistem geometrije Lobacevskog kod koje su geome-
trijski likovi smjesteni na sferu, a ne u ravan — kao kod Euklidske geometrije).

Kako postoji pet nivoa misljenja, van Hiele-ovi preporucuju pet faza sa odgova-
rajuéim postupcima koji bi u¢enicima pomogli u savladavanju datih nivoa.
To su faze:

1. informisanja: U ovoj fazi uCenici / studenti se upoznaju sa materijalom. Kroz
diskusiju, nastavbnik — predava¢ uvida §ta su ucenici dosad naucili o odredjenoj temi i
upoznaje ih sa temom.;

2. usmjerenog vodenja: UCenicima / studentima se daje da neSto prave, mjere ili
da obavljaju sli¢ne vrste poslova — koji ¢e im omoguditi da kroz njih otkriju odnose, ko-
ji im dotad nisu bili poznati, ili su bili nedovoljno jasni;

3. objasnjavanja: Ucenici / studenti pokuSavaju svojim rije¢ima objasniti ono do
¢ega su dosli kroz prethodni rad, a nakon toga, nastavnik — predavac ih upucuje na ter-
mine koji se upotrebljavaju u matematici — da to opisu;

4. slobodnog usmjeravanja: Ovo je faza u kojoj se primjenju dotadaSnja znanja
za rjeSavanje konkretnih problema; i

5. integrisanja: U ovoj fazi se objedjinjavaju prethodna znanja, i te obradene in-
formacije pamte.

Red nivoa miSljenja kojim ucenici prolaze je invarijantan, tj. na putu do najviSeg
nivoa ne moze se preskociti ni jedan prethodni, odnosno preci nivo n, ako prije toga nije
savladan nivo n-1. Ovo je potvrdeno, na primijer, istraZivanjima Burger i Shaughnessy”,
(1986); Fuys, D., Geddes, D., & Tischler, R} (1988).

% Burger, W.F., & Shaughnessy, J.M. (1986). Characterizing the van Hiele levels of develop-
ment in geometry. Journal for Research in Mathematics Education, /7, 31-48.
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Burger and Shaughnessy (1986) su iznijeli teoriju — da nivoi nisu diskretni, kao
Sto je to ranije bilo navedeno. Ucenici mogu da se nadu na prelazu izmedu nivoa, i nji-
hov nivo miSljenja da bude razli¢it — zavisno od teme koju proucavaju. Na primjer, ako
je ucenik vise vremena i truda posvetio proucavanju trougla — i dostigao nivo dva na
tom podrucju — nego Cetvorougla — na kom je jo§ uvijek na nivou jedan, onda on moZe
da razmiSlja na viSe sofisticiran nacin o trogulu nego, na primjer, o trapezu, ali mu to
ipak olakSava da i u drugim oblastima prede na nivo dva — jer je on ve¢ navikao da trazi
odnose medu svojstima nekih likova.

Tesko bi bilo odrediti vrijeme koje je potrebno da se prede iz nekog nivoa u slje-
dedi, jer je bitno samo aktivno ucenje i rad na razumijevanju materijala, a nekom je za
to potrebno viSe, a nekom manje vremena. Medutim, Dina je 1957. godine iznijela teo-
riju — da je potrebno 20 lekcija — za prelaz sa nivoa nula na nivo jedan, i 50 lekcija — sa
nivoa jedan na nivo dva, ako se radi sa dvanaestogodisnjacima.

Van Hiele-ova teorija govori o tome — da se djelotvorno ucenje odvija samo kad
ucenici aktivno doZivljavaju ono o ¢emu uce, i ukljucuju se u raspravu. Frontalni oblik
rada i, sa druge strane, pasivnost i memorisanje u¢enika ne doprinose napretku. Nastav-
nikov zadatak je da omogucéi ucenicima da steknu odredena iskustva — da bi kasnije mo-
¢gli o njima i da diskutuju. Naravno, to mora u¢initi u skladu nivoom koji ucenik prolazi.

Svaki nivo miSljenja, osim $to ima posebnu interpretaciju istog pojma, on ima i
poseban jezik.

Vecina srednjoskolskih profesora razmislja na tre¢em ili ¢etvrtom nivou, a uceni-
ci koji upisuju prvi razred srednje $kole su na prvom ili drugom nivou razmisljanja
(Marguerite Mason)* Profesor mora da vodi ratuna o tome da upotrebljava rije¢i koje
pripadaju jeziku koji odgovara nivou misljenja ucenika, jer ga, u suprotnom, oni nece
razumjeti. PoSto ne razumiju ono Sto im se predaje ucenici ¢e pokuSati da memoriSu
gradivo. Medutim, kao i sve S§to se u¢i memorisanjem i bez ikakvog razmisljanja, bice
vrlo brzo zaboravljeno, a i ucenici nece biti u stanju da primjenjuju nauceno.

3. Sta nastavnici-predavadi mogu uraditi da bi izbjegli prethodno
navedeni problem?

PozZeljno je, prije pocetka kursa, ispitati — na kom nivou se ucenici nalaze — da im
se ne bi predavalo gradivo koje nisu u stanju usvojiti, ¢ak i ako se potrude i slusaju. To
se moZe uraditi pomocu testova, koji su za to namijenjeni. Mnogo je prakti¢nije, ako

2 Shaughnessy, J.M., & Burger, W.F. (1985). Spadework prior to deduction in geometry. Ma-
thematics Teacher, 78, 419-428.

? Fuys, D., Geddes, D., & Tischler, R. (1988). The van Hiele model of thinking in geometry
among adolescents. Monograph No. 3 of the Journal for Research in Mathematics Education. Reston,
VA: National Council of Teachers of Mathematics.

4 Marguerite Mason, The van Hiele Levels of Geometric Understanding; Professional Hand-
book for Teachers, GEOMETRY: EXPLORATIONS AND APPLICATIONS, Copyright © McDou-
gal Littell Inc.
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ve¢ predavac radi sa ucenicima, da ispita njihov nivo misljenja — tako §to posmatra nji-
hove reakcije na postavljenje zadatke, ili uzima u obzir koje rijeci jezika koriste za opi-
sivanje geometrijskih pojmova.

Burger i Shaughnessy (1986) su koriStenjem intervjua baziranog na zadacima,
dosli do nekih karakteristika misljenja uCenika, a u nastavku ¢e biti prikazane karakte-
ristike prva Cetiri nivoa.

Uceninike na nivou nula — karakteriSu slede¢e osobine:

— Cesto koriste nerelevantna vizuelna svojstva za identifikaciju i opis geometrij-
skih figura;

— obi¢no likove pamte po onim primjercima kakve su sretali ranije, te ih lako
moZe zbuniti sama rotacija tih likova;

— nedosljednost u klasifikaciji likova (npr. klasifikacija koja se oslanja na neva-
Zan podatak koji im je, samo naizgled, ili u pojedinim primjerima — zajednicki),

— nepotpune definicije likova, ¢esto zasnovane samo na potrebnim uslovima na
osnovu vizuelnog dojma.

Na prvom nivou miSljenja pomenute su sljedece karakteristike:

— eksplicitna poredenja likova na osnovu njihovih osnovnih osobina,

— izbjegavanje inkluzije izmedu razlicitih klasa likova,

— razvrstavanje likova samo na osnovu jednog svojstva koje moZe npr. biti broj
stranica, a druga svojstva poput simetrije, uglova i dijagonala se ignoriSu,

— opisivanje objekta na osnovu mnoStva svojstava umjesto samo pomocu dovolj-
nih svojstava,

— odbacivanje definicija drugih ljudi, npr. definicija iz knjiga, i favorizovanje
licne definicije,

— vjeruju da je nesto tako ako se pokaze da vrijedi na par primjera.

Nivo tri karakteriSe sljedece:

— formiranje ekonomicne definicije za objekte,

— sposbnost prevodenja nekompletne definicije u kompletnu, i viSe spontano pri-
hvatanje definicije i koriS¢enje u novim situacijama,

— prihvatanje viSe ekvivalentnih definicija za isti oblik,

— hijerarhijska klasifikacija figura,

— eksplicitno koriStenje logicke forme “ako ... onda”, kao i implicitno koriStenje
pravila modus ponens.

— nepotpuna jasnost definicija, dokaza i koriStenja aksioma.

I, na kraju, nivo Cetiri karakteriSu:
— razumijevanje pojedinih funkcija aksioma, definicija i dokaza i
— dolaZenje do sopstvenih zaklju€aka, i pokuSavanje da se isti i dokaZu.

Jedna od najsloZenijih i najuticajnijih savremenlh teorija kognitivnog razvoja je
teorija Ciji je tvorac Svajcarski psiholog Zan PljaZC Pijazov cilj je bio da opiSe razvojni

5 Jean William Fritz Piaget, (9 avgust 1896 a2 Neuchatel — 16 septembar 1980 Geneve)
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period djecijeg razmisljanja u razli¢itim domenima, medu kojima su i prostor i geome-
trija.

Po njegovom misljenju, razvoj inteligencije prolazi kroz Cetiri glavna stadijuma,
ili perioda, ¢iji je redosljed postojan i nepromenljiv, a to su: 'senzomotorni period' (od
rodenja do pojave simboli¢ke funkcije), ‘preoperacioni period' (od 1-6 do 7-8), ‘period
konkretnih operacija' (od 7-8 do 11-12) i 'period formalnih operacija’ (od 11-12 do 15-
16). NuZnost redosljeda javljanja ovih stadijuma ne znaci da su oni nasljedno predodre-
deni ili preformirani, ve¢ je on i proizvod aktivnosti subjekta koji je u potpunosti ovla-
dao moguénostima jednog stadijuma, i koji ga prevazilazi prelaskom na sljedeéi.

Pijaze smatra — da logicke sekvence, u koje djeca organizuju ideje o geometriji,
pocinju sa topoloskim relacijama, zatim projektivnim relacijama, i, na kraju, Euklid-
skim relacijama.

Topoloski odnosi se veZu samo za odnose unutar figura ili konfiguracija, dok se
projektivni prostor bavi razli¢itim tackama gledista sa kojih se objekat posmatra. Eu-
klidski prostor se bavi medusobnim odnosima medu figurama.

Na primjer, djeca mogu da topoloski transformisu figure njihovim skupljanjem i
razvlacenjem. Njihova osnovna svojstva nece ostati nepromijenjena (npr. konkavan
zmaj ¢e postati trougao).

Projektivni odnosi se bave promjenama u izgledu figura koje se posmatraju iz
razli€itih uglova (npr, kako bi izgledao zmaj ako bi se posmatrao odozdo, a kako gledan
pod nekim uglom).

Ako djeca mogu da shvate da su dva trougla podudarna jer su njihove stranice i
uglovi podudarni, te njihove ideje su bazirane na Euklidskim odnosima.

Druga njegova velika teorija govori o tome da je djetetova reprezentacija pros-
tora razvijena kroz samu njegovu interkaciju sa okruzenjem.

Jedna od osnovnih razlika izmedu van Hiele-ove i PijaZzeove teorije je — da van
Hiele opisuje nivoe razmisljanja, a Pijaze opisuje faze razvoja.

Zatim, PijaZe smatra da je najranije djetinjstvo glavni period cjelokupnog razvoja
djeteta, dok kod Hiele-a — razvoj zavisi isklju¢ivo od rada na usvajanju novih znanja, i
mogu se desiti u bilo kom Zivotnom periodu.

U oba slucaja, teoreticari smatraju da je nedovoljno podrzana ideja — da je spo-
sobnost dobrog obja$njavanja veoma vazZna za dobro poucavanje. Clements i Battista’
(1992) su iznijeli misljenje da su oba teoreti¢ara izbjegli dvije perspektive u nastavi. Pr-
va se odnosi na ideju da, kada je viSi nivo dostignut, niZi nivo posmatramo kao infe-
rioran, a druga, na €injenicu — da ucenike treba forsirati da Sto brZe prelaze na nove ni-
voe kad su prethodni stabilizovani. Drugacije receno, ni van Hiele, niti PijaZe, nisu se
zalagali da se razvoj ubrza.

6 Clements, D.H. and Battista, M.T. (1992): Geometry and spatial reasoning; In: D.A.grauws
(editor): Handbook of research in mathematical teaching and learning (pp. 420-464), Reston, VA, Na-
tional Councis of Theachers of Mathematics
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Pandiscio i Orton’ (1998) su jo§ naglasili da je svrha ove dvije teorije drugaija.
Dok je, van Hiele, pokuSavao da pomogne predavac¢ima u davanju instrukcija, opisiva-
njem nivoa misljenja, PijaZe se viSe zadrZavao na opisu napretka u procesu misljenja, i
na tome — kada se mozZe oc¢ekivati taj napredak.

Clements i Battista su takode istakli da postoje razlike u misljenju ove dvojice te-
oretiCara o tome — kako se razvija miSljenje ucenika o razlozima zbog kojih neka tvr-
dnja vazi, i njihovim dokazima. Van Hiele bi rekao da napredak zavisi od rasta sposob-
nosti razumijevanja geometrijskih odnosa, tj. da su studenti spremni da dokazu nesto
ako je njihov nivo poznavanja i razumijevanja tog materijala na odgovarajuéem nivou.
Pijaze, ipak, smatra da — razumijevanje sadrZaja nije vezano za djetetovu sposobnost
formalne argumentacije.

U svijetu vlada velika zainteresovanost za ovu temu i mnogi ljudi pokuSavaju da
je razrade, ispitaju dosadasnje zakljucke, i otkriju nove. Kod nas, jo§ uvijek vlada ne-
zainteresovanost za tu temu.

Ovaj rad bi trebalo da navede bar nekolicinu ljudi, koji budu slu¢ajno ili na-
mjerno, dosli do njega, zainteresovati — da, bar malo, razmisle o procesu uc¢enja geomet-
rije.
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THE VAN HIELE THEORY OF GEOMETRIC THINKING
Summary

Dina and Pierre van Hiele are two Dutch educators who were concerned about
the difficulties that their students were having in geometry. This concern motivated
their research aimed at understanding students’ levels of geometric thinking to deter-
mine the kinds of instruction that can best help students.

The five levels that are described below are not age-dependent, but, instead,
are related more to the experiences students have had. The levels are sequential; that is,
students must pass through the levels in order as their understanding increases. The de-
scriptions of the levels are in terms of “students” — and remember that we are all stu-
dents in some sense.

Key words: geometrics, geometrical thinking, van Hiele theory
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LA TEORIA DI VAN HIELE SULLO STUDIO DELLA GEOMETRIA
Riassunto

L’olandese Pierre van Hiele, che ha terminato il dottorato di ricerca nel 1957
all’universita di Utrecht in Olanda, nella sua dissertazione e nel saggio pubblicato due
anni prima, ha esposto la teoria sui livelli di pensiero che si attraversano nello studio
della geometria. Sua moglie, Dina van Hiele — Geldof, ha parlato contemporaneamente
di questa teoria nella sua dissertazione di dottorato. Poco tempo dopo Dina ¢ morta,
mentre suo marito ha cercato di sviluppare la loro teoria e, nel 1986, ha pubblicato il
libro intitolato Structure and insight, a theory of mathematics education. La loro teoria
spiega perché un grande numero di alunni ha dei problemi nello studio della geometria,
in particolare nella dimostrazione di teoremi, e suggerisce alcune proposte per evitare
tali problemi.

La differenza principale nelle loro teorie consiste nel fatto che Pierre cercava,
soprattutto, di scoprire le ragioni degli insuccessi nello studio della geometria, mentre
Dina cercava di individuare alcuni metodi d’insegnamento per superare tali problemi.
Essi erano convinti che esistono cinque livelli di pensiero da attraversare per acquisire
I’abilita di dimostrare i teoremi e di comprendere la geometria diversa da quella di
Euclide. Ad ogni livello successivo si apprendono nuovi saperi e per raggiungere il
livello superiore bisogna assimilare quello precedente. L’acquisizione dipende
esclusivamente dallo studio e dall’apprendimento di determinati argomenti e non solo
dalla lettura e dalla memorizzazione.

Inoltre, essi pensano che 1’eta non influisce sul passaggio al livello successivo;
esistono persone che rimangono al livello iniziale per tutta la vita. In questo saggio &
descritta in modo dettagliato questa teoria.

Parole chiave: geometria, pensiero geometrico, teoria di van Hiele
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