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SaZetak
Pojam funkcije jedan je od vaZnijih, ako ne i najvazniji matematicki pojam.
S funkcijama se ucenici susre¢u ve¢ u prvom razredu osnovne skole kod zbra-

janja dvaju prirodnih brojeva (naravno, naziv se toga pojma ne navodi), u drugom raz-
redu pojam funkcije imamo kod mnoZenja dvaju prirodnih brojeva, itd.

U ovome radu se izlaZe elementarna teorija dviju funkcija, funkcije "najvece
cijelo" i funkcije "razlomljeni dio", funkcije s kojima se ucenici (eventualno) susrecu u
srednjoj Skoli. Domena tih funkcija je skup realnih brojeva, a kodomena, za prvu je
skup cijelih brojeva, a za drugu poluinterval [0, 1).

Kljuéne rije€i: funkcija, funkcija "najvece cijelo”, funkcija "razlomljeni dio",
skup cijelih brojeva, skup realnih brojeva, domena, kodomena

Neka je xe R. Tada broj | x| = max{meZ : m < x} zovemo najveéi cijeli
dio od x ili cijeli dio realnog broja x ili antje od x.

Za xeR broj {x} =x - Lx, {x}€]0, 1), zovemo razlomljeni dio od x ili
decimalni dio realnog broja x ili mantisa od x.

Primjer 1. (a)Zax=7.6jel7.6]=71{7.6}=06. (b)Zax=0.73jel0.73]=0i{0.73} =0.73.
(c)Zax=-43jel-43]=-5i{-43}=0.7.

Buduéi da su |x]i {x} definirani za svaki realni broj x, moZemo iskazati definici-
je funkcije "najvece cijelo" i funkcije "razlomljeni dio".

Definicija 2.

Funkciju

L]1:R>Z il x> L (1)

zovemo funkcija "najveée cijelo", odnosno funkcija "cijeli dio realnog
broja x", odnosno funkcija "antje od x".

Funkcija (1) definirana je za svaki xe R kao najve¢i cjeli broj koji nije veci od x.
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Funkcija (1) je prekidna za sve cjelobrojne vrijednosti nezavisne varijable x.

Graf funkcije (1) prikazan je na slici 1. Vidimo da se sastoji od bezbroj horizon-
talnih segmenata duljine 1, kojima su lijevi krajevi na pravcu y = x (jer za cijeli x je Lx]
= x) dok su segmenti s desna otvoreni.
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y=Xx
Slika 1. Slika 2.
Definicija 3. Funkciju
{}:->1[0,1) ili x+ {x} 2)

zovemo funkcija "razlomljeni dio", odnosno funkcija "decimalni dio
broja x", odnosno funkcija "mantisa od x".

Funkcija (2) definirana je za svaki realni broj x.

Graf funkcije (2) prikazan je na slici 2. Sastoji se od bezbroj paralelnih segme-
nata duljine V2 kojima su lijevi krajevi na apscisnoj osi, nagnuti prema njoj pod kutom
od 45°, a s desne su strane otvoreni.

Funkcija (2) je periodi¢na s osnovnim periodom p = 1, pa vrijedi

{x+ 1} ={x}
ili, opéenito
{x+k}={x}, kel
Primjer 2. Nacrtajmo graf funkcije fix) = Lx] +x.
Zadana funkcija definirana je na cijelom skupu R. Njen graf je prikazan na slici 3. Sastoji
se od bezbroj segmenata duljine x/E kojima su lijevi krajevi na pravcu y = 2x dok su

segmenti s desna otvoreni.

Primjer 3. Nacrtajmo graf funkcije f(x)= H .
X
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Zadana funkcija je "recipro¢na vrijednost najveceg cijelog". Zbog Lx] # 0, ona nije defi
nirana tamo gdje je [xl=0, tj. nije definirana na intervalu 0 < x < 1. Prema tome, njeno je
podrucje definicije

D(f) =xeR\ [0, 1).

Graf zadane funkcije prikazan je na slici 4. Vidimo da je smjeSten u I. i III. kvadrantu;

sastoji se od bezbroj segmenata duljine 1.

Metodicki obzori 4(2009)1-2

y=2x
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Slika 3. Slika 4.

Primjer 4.

Primjer 5.

Primjer 6.

Primjer 7.

Nacrtajmo graf funkcije f(x)= ﬁ .
X

Podrucje definicije zadane funkcije, zbog Lxl =0, je D(f) = xeR\ [0, 1). Njen graf je
prikazan na slici 5. Sastoji se od bezbroj segmenata. Pravci, na kojima leZe ti segmenti,
svi prolaze ishodiStem pravokutnog koordinatnog sustava. Krajevi segmenata, u kojima
su oni zatvoreni, svi su na pravcu y = 1.

Nacrtajmo graf funkcije fix) = LxJZ .

Zadana funkcija definirana je za sve vrijednosti iz skupa R, tj. D(f) = xe R. Graf funkcije
y = x* je parabola. Da nacrtamo graf zadane funkcije, promotrit ¢emo sve vrijednosti
funkcije po intervalima [m, m + 1), meZ. Graf zadane funkcije prikazan je na slici 6.
Sastoji se od bezbroj segmenata (s lijeva zatvorenih) duljine 1, paralelnih s x-osi, kojima
je pocetak na grafu parabole y = x°.

Nacrtajmo graf funkcije fix) = {x}2

Zadana funkcija je definirana na cijelom skupu R.

Da bismo nacrtali graf zadane funkcije, promotrit ¢emo sve vrijednosti funkcije po
intervalima [m, m + 1), me Z. Graf je prikazan na slici 7. Sastoji se od bezbroj (sukladnih)
dijelova kojima je pocetak na x-osi (i s te su strane zatvoreni) a kraj je na pravcu y = 1.

Nacrtajmo graf funkcije fix) = Lxl- {x3.
I ova je funkcija definirana na cijelom skupu R.

Da bismo nacrtali graf zadane funkcije, promotrit ¢emo sve vrijednosti funkcije po
intervalima [m, m + 1), me Z. Graf je prikazan na slici 8.
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2
y=x
2
y=-[f7] 4 y=|_xJ
y 1
1 ‘
-3 -2 -1 3 4 S /|
-2 -1 1 23
Slika 5. Slika 6.
2
y=1 1| y={x}
3
-2 -1 1 2 3

Slika 7. Slika 8.

Primjer 8. Nacrtajmo graf funkcije f(x) = x? - |_xJ2 .

Funkcija je definirana na cijelom skupu R. Vrijednost funkcije promatrat ¢emo po
intervalima [m, m + 1), me Z; imamo:
xe[-2,-1), fix)= © -4,
xe[-1,0), f)=x"-1;
xe[0, 1), flx)=x%
xe[l,2), f)y=x"-1;

Skicirajte graf zadane funkcije.

Iz definicija funkcija x = Lelix e {x} proizlaze njihova osnovna svojstva, koja
iskazujemo teoremom.
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Teorem 1. Neka su x i y realni brojevi. Tada je:

(d)

(e

®)

(g)

(a) x= ij + {x}, |_xJ =x—-{x};
) Lml=m, {x}=0, mez;
c) 0{x}<1;

d x-I<lxl<x

(e) lx)<x<lx)+1;

0, ako je x cijeli broj
®  |x)+[-x]= L
—1, ako x nije cijeli broj

(@) lx+ml=lxl+m, mez;

(h) |_xJ+|_yJS|_x+yJS|_xJ+|_xJ+1;

@) Lx—yJSLxJ—LyJSLx—yJ+1;

G) Lyl <layl <L) ly) + Lx) + Lyl ako sux,y>0;

(k) L%J{ﬂ VneN;
0 Wl=lVx) akojeaxo.

D o kaza. Tvrdnje (a), (b) i (c) neposredno slijede iz definicije 1.
(a) (¢), def.1.
1= —1= - < x;
x—1 (LxJ + {x}) 1 LxJ + ({x}o l) < LxJ < x;
<

dakle je
x—l<lx/<x

def.1. (a) (c)
|_xj < x =|_xJ+ {x} <|_xJ+ 1,

<o)

slijedi da je
Lel<x<lx)+ 1.
Tvrdnja neposredno slijedi iz definicije 1.

L»Hﬂ@m@+ﬁpﬂﬂ_“ﬂ+mp

dakle je

L +m |=x |+ m

o)
[

elo.1)

J e m )=l s
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(%)

Loty 2L Gl f)+ U+ DD =Ll + L)+ e+ B3 S

(g)
=lxf+lyl+] W3+ B} -
e[01 e[01
elo.2)
elo)

Odavde slijedi da je

Lo ylslafe )+t A Ly lz]x]+[y],

pa je konacno

|_xJ+ I_yJS |_x+ yJSI_xJ+ |_yj+ 1.
i) 1z (h) slijedi da je
Le—y]+lyl<[e- )+ v <[x -y ]+ [y ]+1,
odnosno
Le—y]+lylsle)slx =y + [y ]+,
a odavde, sredivanjem, slijedi
Le-y]<lel=-Ly]sle-yl+1.
0 L)€ v <les )y )+ 1),
MnoZenjem dobivamo
L Ly ] <oy <L)y J+ [+ [y ]+ 15
dalje je
LLXJDJJ Loy J<Lxe]ly S+ LeJ+ Ly ]+ 1],

odnosno

LXJLyJ <|xy]<|x )Ly ]+ [x]+ |y ]+ 1,
L Ly Lo J< Ll J+ L+ Ly

gdje su x,ye R"U{0}.
(k) U dokazu ove tvrdnje koristit ¢emo teorem o dijeljenju. Vrijedi:
(VlxJeZ A VneN, FgeZ A FreNy, 0<m) (x)=ng +r),
tj. vrijedi
lx|= ng+r. 3)
Zato je
(a)

3)
x=|x|+{x}=ng+r+{x},
odnosno

x=ng+(r+{x}), 4
E[O,n>
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IET@VQJF(;JF{X )J:LQJF%{X}J(:QJ{%{X}J(QQ

S druge strane je

e

elo.)

N

Iz razvoja (5) i1 (6) slijedi da je LiJ = {uJ , Sto je trebalo dokazati.
n

X
n
1)) Neka je
n’<x< (n+ 1)2, neN, x=0.
Tada je, zbog (a),
2 2
n S|_xj+{x}<(n+ 1)7,
odnosno
n?<lxl< (n+ 1)2'.
Korjenovanjem dobivamo n <,/| x | <n+1, a odavde slijedi
Wil
S druge strane, iz (7), slijedi n <+ x <n+1, a odavde je
[ J=n.
1z (8) 1 (9) slijedi L/ X J: \_\/; J Sto je trebalo dokazati.

Time je teorem u cijelosti dokazan. m

®)

(6)

)

®)

()]

Tvrdnje iskazane u teoremu 1 koristimo pri rjeSavanju jednadzbi u kojima se po-
javljuju funkcije o kojima je rije¢ u ovome €lanku. Pokazat ¢emo to s nekoliko primje-

ra.

Primjer 9. Rijesimo jednadzbu {2)‘ - 3J =x, xeR.

Za zadanu jednadZbu mora biti

a odavde slijedi da je

x=k, kel.
Zadanu jednadzbu rijesit ¢emo na tri nacina.

(10)

an
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Primjer 10.

166

Prvi nacdin.Po definiciji 1 je {2x4_3}: 2x4—3 —{22_3

J , azbog (10) je

{2x4_3} = 2x=3 X , odnosno {2x4— 3} = _22_ 3 . Zbog svojstva (c) iz teorema 1 sli

4
jedi 0<—2¥=3

<1, o0dnosno 0 <-2x -3 <4,tj.
3<-2x< 7.
oo 3 . s
Odavde slijedi 3 <x< 5 pa je skup rjeSenja

xe{-3,-2}. (12)
Drugi nacdin.Naosnovisvojstva (d) iz teorema 1 slijedi

2x—3_1< 2x-3 S2x—3.
4 4 4

2x_3—1<x£ 2x-3

Zbog (10) je , odnosno 2x — 7 <4x < 2x - 3.

Odavde, sredivanjem, dobivamo —% <x< —% odakle kao rjeSenje slijedi (12).

Treci nacin. Temeljem (e) iz teorema 1 je

2x-3 S2x—3< 2x-3 1.
4 4 4

2x-3

a zbog (10) imamo x <

< x+1. Sredivanjem dobivamo —% <x< —% odakle

kao rjeSenje slijedi (12).

Rijesimo jednadzbu 2x—4 = 2xt4 .
3 4
Za zadanu jednadZbu mora biti
2x—4 :2x+4’ 13)
3 4
- =
keZ
a odavde je 2x+4 =k , odnosno
x=2k-2, kel. (14)
Zamjenom (14) u zadanu jednadZzbu, ova poprima sljede¢i oblik
4k —8
= " |=k. 15
s (15)
Temeljem definicije 1 imamo {4k3_8} = 4k3_8 —L4k3_8J , azbog (15) je
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4k -8 4k -8 4k -8 k-8 .. . .
A G T_ k , odnosno 3 = T . Primjenom svojstva (c) imamo

3
0< {@} <l.
3
Sredivanjem dobivamo 8 < k < 11, pa je ke {8, 9, 10}, a zbog (14) rjeSenje zadane jed
nadZbe je

xe {14, 16, 18}.

2 —
Primjer 11. Rijesimo jednadzbu lﬁ 3J =x+4.

x—2

Zadanu jednadZbu moZemo napisati u obliku Lx +2+ J =x+4, odnosno

X—
1
=2. 16
= 16
. . . 1 1 1
Primjenom svojstva (d) imamo -1< < , odnosno
x=2 x=2] x-2

3—x < 1 < 1 .

x=2 |x-2] x-2
Zbog (16) posljednji izraz moZemo pisati u obliku 3 _; <2< . Budu¢i je

x— xX—

! 22,t0jex—2>0,
x—2

pa mnoZenjem sa (x — 2) i sredivanjem dobivamo 7 — x < 2x < 5, odakle slijedi

(7T-x<2x) A (2x<9), . x>% A xS%.

.7 Lo . .
Dakle je 3 <x< % , §to znaci da jednadZba nema rjeSenja.

Primjer 12. Rijesimo jednadzbu 4x> —4x—3=4 { 2’“2" ! J .

Uzimanjem =t slijedi daje
x=t +l an
5

pa zamjenom u zadanu jednadZbu dobivamo 4(t+%)2 —4(t+%)—3=4LtJ, odnosno,

nakon sredivanja

£-1=|zl.
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Nacrtat ¢emo grafove funkcija f(r) = £F-1i [ = L] (slika 9). 1z slike se vidi da se ova
dva grafa sijeku u jednoj tocki, tj. za t < 1 i ¢ 2 2 zadana jednadZba nema rjeSenja. Za 1 <t

<2je 12=2i Ltj:l . Jedino rjeSenje nalazimo ovako:
1=¢%-1,
odnosno ¢t = \/E , pa je, zamjenom u (17),

x= 2+l.

Slika 9.

Primjer 13. Rijesimo jednadzbu f’: 2 J + VT”J =x

Za zadanu jednadZbu mora biti

3x-2 x+1
L 1 J+LTJ—X, (18)

S U S
keZ
aodavde jex =k, keZ.1z (18) 1 (d) slijedi
3x—2_1+x+1_1<xs3x—2 x+1
4 3 4 3
Sredivanjem je -2 =20 ¢ x <13¥72  4noeno 13— 26 < 12x < 13x — 2. Odavde je

12 12
(I3x-26<12x) A (12x<13x-2)

ili (x<26) A (x=2),odnosno 2 <x<26,pajexe {2,3,4, ..., 25}, ali zadanu jed
nadZbu zadovoljavaju samo vrijednosti x iz skupa

x€{2,5,6,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 18, 19}.

Primjer 14. RijeSimo jednadZzbu {X;I —{%H =logx.

Izraz ol X moZemo napisati u obliku x 1 j=x , odnosno
2 2 2 2 |2
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Primjer 15.

[EHIE
4. (o definicij 1) HEHJ |

Za | lee x_1 =0,aza 0< z <lje 21 =1. Stoga je:
2) 2 2] 2 2] 2 2) 2

ili logx=0,pajex=1,
ili je log x=—1, pajex=107".
Rijesimo jednadzbu \_(x—l)2 j: |x].
Po definiciji 1 je Lxl=«, pa je prema (e)
k<x<k+1, keZ.
Izl — D2 =lx J=kje
L. k<(x-112<k+1
i
1L k<x<k+1.

Buduéi da je 0 < (x — 1)*> < k + 1 mora biti k > 0, a to zna&i da nijedan negativan broj ne
moZe biti rjesenje zadane jednadzbe.

Iz L. slijedi
L (x-1*>k,
L, x-1D*<k+1.

RjeSenja pripadne kvadratne jednadzbe 1., (x — 1)*> = k su X12 =1i—«/; , a pripadne
jednadzbe I, (x — 1) =k + 1 su x5 4 =1£+k+1 . Zato je rjeSenje nejednadzbe I,

(= 1Ko+ VE, +e0) . (19)
a nejednadzbe 1.,
<1—m, wm). 20)

Presjek rjeSenja (19) i (20) je skup

(Vi 1=V o Vi, 1 i)

Kako je po uvjetu II. xe [k, k + 1), konacno rjesenje dobivamo u skupovima oblika
S :(<1—\/k+1, l—\/;]u[1+\/;, 1+\/k+1>) A [k k+1), k0.

Zatoza k=0, 1,2, ... redom dobivamo
k=0 = So=(0,11u[l,2) N[0, 1) = S,=/0,1);

k=1 = 8= (<1—J5, ol u 2 1+J5>) A2 = s=2
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Primjer 16.

Primjer 17.

170

k=2 = 5= (-4 -] o [142, 1+45)) 0 2. 3)

5= 1442, 1443):

5= ((- llx/_]u[l+\/_ Yok 4 = s-o
k=4 = s=[ 5. -1 U [ 1+J§>jm[4, ) = 8=2

k=3 =

Prema tome, skup rjeSenja zadane jednadzbe je

(0. 1) U [1%/5, 1+43).

Rijesimo jednadzbu | = |+| = |+| < [+...+]| = [=1001.
n 2] ] 3 10!

Zadana jednadZba dade se napisati u sljede¢em obliku

e

Svi pribrojnici istog su predznaka i kako je njihov zbroj 1001(pozitivan!), slijedi da c¢e
svaki od pribrojnika biti pozitivan ili jednak nuli. Stoga moZemo pisati

x+ stmm,
2

odnosno x < 667. Odavde zakljucujemo da su prvih pet pribrojnika pozitivni, a preostali
su svi jednaki nuli. Zato zadana jednadZba poprima oblik

RERGREIN IR

x4+ 2424 5001
2 6 24 120

slijedi da je x > 583.1, a iz uvjeta
x-1 x-5 x-23 x-119

xX+——+ + + <1001
2 6 24 120

je x < 585.02. Kako je x€Z, to je x € {584, 585}. Medutim, uvrStavanjem u zadanu jed
nadzbu uocavamo da 585 nije, a 584 je rjeSenje. Prema tome, rjeSenje zadane jednadzbe
jex=584.

Koliko rjeSenja ima jednadzba x* + 100 Lx]=100x2

Iz uvjeta

Primjenom definicije 1 zadana se jednadzba mozZe napisati u obliku
x4+ 100 (x - {x}) = 100x,
odnosno x* = 100{x}, ;.

{x}— 00" @1
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Primjer 18.

4
Zbog (c)i(21) je O SIXOTO <1, a odavde je | x | < \/E Stoga su traZena rjeSenja u inter

valu

(-5, ).

4
Nacrtajmo graf funkcije f(x) =1)i)—0 igx)= {x} (slika 10). RjeSenje zadane jednadz

be su apscise sjecista grafova funkcija f{x) i g(x). Sa slike uo¢avamo da zadana jednadzba
ima sedam (7) rjeSenja.

/ LT/

5 4 3 2 -]

Slika 10.

x+{y}H+ |_ZJ= 3.6
Rijesimo sustav jednad7bi LxJ +y+ {z}= 5.4.
{x}+ |_yj+ z=4.2
Zbrajanjem jednadzbi iz zadanog sustava dobivamo
2x+2y+2z=13.2
odnosno
xX+y+z=6.6. (22)

Oduzimanjem od (22) redom prvu, drugu i treéu jednadZbu zadanog sustava, dobivamo

redom
|x]+{z}=3.0,
{x}+ Lszl.Z,
LxJ+ {y}z 2.4.

1z prve jednadzbe slijedi |_yJ =3i{z} =0, iz druge lzJ=1i{x} =02, aiz trece[x]=21i
{y}=0.4. Sada je

x=lxl+ {x}=2+02=22;
y=|_yJ+{y}=3+0.4=3.4;

z=lzl+{z}=1+0.0=10.
Prema tome, rjeSenje zadanog sustava jednadzbi je uredena trojka (2.2; 3.4; 1,0).
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Na vaznost funkcije "najvece cijelo” x — Lx] u teoriji brojeva ukazuju sljedeca
dva teorema.

Teorem 2. Ako je neN i xe R"U{0}, onda ima LzJ prirodnih brojeva manjih od ili
n

jednakih x i djeljivih sa n.
D o k a z. Brojevi djeljivi sa n su svi njegovi visekratnici: n, 2n, 3n, 4n, 5n, ...
Neka ima k prirodnih brojeva manjih od ili jednakih x i djeljivih sa n. Tada je

kn<x<nk+1),
odnosno

k<X<k+l.
n

42

Teorem 3. Neka je p jednostavan (prim) broj, ne N i a najveci stupanj broja p, takav
da je p“ djelitelj broja n!. Tada je

Ll

D o k a z. Najprije kaZimo da je zbroj (23) konacan, jer za m = UOg " J +1 je
og p

Prema tvrdnji (e) teorema 1 je

Unizul, 2,3, ..., nima {ﬁJ brojeva djeljivih sa p, pa je
p

" 2
n!= p-2p-3p-...-{—Jp-m1=p P {—J!-ml,
p p

gdje je m; prirodni broj koji nije djeljiv sa p. Primjenjujuéi ovo razmatranje na niz 1, 2,

n . ~ . re o we . . .
3, ..., | — | 1uvaZavajuci €injenicu da je
p
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Ak
dobivamo n! = p'?J L7’ {%J I-m, . gdje je m, prirodni broj koji nije djeljiv sa p.

Nastavljajuéi ovaj postupak dovoljan broj puta, dobit ¢emo
n!=p* m,
gdje je me N i nije djeljivsa p. m
Dokazat ¢emo sada nekoliko tvrdnji kako bismo ukazali na vaznost i moguénost
primjene funkcije "najvece cijelo" i funkcije "razlomljeni dio".
Primjer 19. Sa koliko nula se zavrSava broj 2009!?

U rjesavanju ovoga zadatka koristit ¢emo se teoremom 3. Ako sa k oznac¢imo traZeni broj
nula, tada je

2009 = 10" - m
i m nije djeljiv sa 10. Kako je 10=2 -5, to je

2009 | | 2009 | |2009]| | 2009
k= + + +
5 52 53 5*
k=401 +80+16+3
k = 500.

Dakle, broj 2009! zavr§ava sa 500 nula.

Primjer 20. Dokazimo tvrdnju: Ako su a i b relativno jednostavni (prim) prirodni brojevi, a =221ib =

2, onda je
”ZEFJ _(a=D-D
b 2 '

n=1

Brojevi a i b su relativno jednostavni, %+
na + ab-n) =a-1.
b b
na a(b-n)
— |+ ———=||=0-D(@-1),
(N

b—1
a odavde je z { naJ = &z(b_l) , §to je trebalo dokazati.

Stoga je
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m—1
Primjer 21. Dokazimo da vrijedi jednakost E Lx+lJ = mej .
m
n=0

Bududi je 0 < {x} < 1, to postoji prirodni broj k, 0 < k < m, takav da je
Ll YN
m m

S obzirom da je tada

{x+ m:ﬁ“J:{)ﬁ m_r]:l+2J:...:{x+m7_lJ:M+l,

m—1

0 e z{ﬂﬂzmm%_l:w.

n=0

Primjer 22. DokaZimo da su svi brojevi {10" \/E }, ne Ny, medusobno razliditi.

Pretpostavimo da je {10’7 \/E}z {10‘1 \/E} p # g, 1 neka je ﬁzl.a1a2a3...
decimalni zapis broja ﬁ . Iz prethodne jednakosti slijedi

Apyp = Qny g

pa \/E ima mjeSovit periodi¢an decimalni razvoj s periodom lp - ql, sto je nemoguce
jer je /2 iracionalni broj.

Primjer 23. Izracunajmo koliko je znamenki potrebno da bi se napisali svi prirodni brojevi od N do
M, N < M, ukljucujuéi i brojeve N i M.

Broj N ima

n= |_log Nl+1
znamenki, a broj M

m= |_log Ml+1
znamenki. Za napisati sve brojeve od 1 do N potrebno je

n—1
= _ 10" -1
$1=9- Y k10 +n(N+1-10"") = n(N+1) - :
! ; ( J=n(N )=

tj.
10" -1

Sy =n(N+1)—

znamenki, a za napisati sve brojeve od 1 do M potrebno je (odreduje se analognim
postupkom)

10" -1

Sy =m(M+1)—
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znamenki. Stoga je traZeni broj znamenki

m_ n
S=S,-S; =mM+1)-n(N+1)- 110

n n
Primjer 24. Da li za svaki prirodni broj n > 2 vrijedi {%J = { 3 J ?
2 2" -1

Ovaj problem joS nije rijeSen! Valjanost ove tvrdnje provjerena je za 3 <n < 150, ne N.

Zadaci za vjezbu:

1. Nacrtati graf funkcije:

D)=} +x 2) f(x)={%};

3) f(x)z{%}; 4 f@=y1-]x];
5)  f=y{x}-1 6)  fx)=|x|+x—|x)?

2. Rijesiti jednadzbe
n {6x+5J:15x—7; %) '\2x—1J_{x+1J:x—2;

8 5 3 2] 3
3) L_xz +3XJ: sz +%J; 4 {2x3—1J+{4x6+1J: 5x3—4 ;
” {x::;“:x_l; 6) \.3)‘2 _XJZXJrl;
7 X -2lxf+ii=0; 8) f{x}+{2xt+ Bat=x;
9) =l lr2009; 10) x*-|x]=4.

o

3. Koliko rjeSenja ima jednadZba x2 —\_xzjz (x—LxJ)z ,zakojejel <x<n.
4. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje vrijedi jednakost
W e [32 |35+ + ¥ =20
5. Rijesiti sustav jednadzbi:
x+LyJ+{z}:l.l x+LyJ+{z}:2.7
x—y=2001

{M—L |=2003° 2)  Jy+lz)rfx}=22; 3) fxtry+z]=43.

Y z+LxJ+{y}:3.3 LxJ+{y}+z:3.8

6. Dokazati: ako za neki realni broj x vrijedi {SX}: {l 5x}, onda je i {26x}: {75x}

1y

7. Dokazati: sva pozitivna rjeSenja jednadzbe ij =x- {x} su iracionalna.
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8. Dokazati da jednadzba LxJ+ L2xJ+ L4xJ + LSxJ+ Ll 6xJ+ L32xJ =12345 nema rjeSenja u skupu
realnih brojeva.

9. Neka su x, y, z proizvoljni realni brojevi. Dokazati da je
x+ly+zl=y+lz+x]=z+x+y]
ako i samo ako je {x}: {y}: {z}

10. Ako je n prirodni broj veéi od 1 i n jednostavan (prim) broj, dokazati da vrijedi

M‘J{’;Jﬁ;‘f..ﬂﬂ:zﬂ"I“H";J{";l%...{z:”.
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“THE BIGGEST WHOLE” FUNCTION AND “THE FRACTIONAL PART”
FUNCTION

Abstract
The notion of function is one of the most important topics in mathematics.
Pupils encounter functions already in the first grade of the primary school when

summing up two natural numbers (naturally, the topic is not named), in the second
grade the notion of function is related to multiplication of two natural numbers, etc.

The paper deals with the elementary theory of two functions, “the biggest
whole” function and “the fractional part” function, whom the pupils encounter in
secondary school. The domain of these functions is a group of real numbers, and the
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codomain, for the first one is the group of whole numbers and half-interval for the
second one [0, 1).

Key words: function, “the biggest whole” function, “the fractional part”
function, group of real numbers, group of whole numbers, domain, codomain.

LE FUNZIONI “PARTE INTERA” E “PARTE DECIMALE”
Riassunto

Il concetto di funzione € uno dei pill importanti, se non il pilt importante
concetto matematico.

Gli alunni incontrano le funzioni gia nella prima classe della scuola elementare
nell’addizione di due numeri naturali (naturalmente senza usare questo nome), in
seconda classe il concetto di funzione compare nella moltiplicazione di due numeri
naturali, ecc.

Nel presente saggio si espone la teoria elementare di due funzioni, la funzione
“parte intera”e la funzione “parte decimale” funzioni incontrate dagli alunni
(eventualmente) nella scuola media. I1 dominio di tali funzioni € 1’insieme dei numeri
reali, mentre il codominio ¢, per la prima funzione, 1’insieme dei numeri interi, mentre
per la seconda ¢ I’insieme dei numeri decimali.

Parole chiave: la funzione, la funzione “parte decimale” la funzione “parte
intera” l’insieme dei numeri interi, ’insieme dei numeri reali, dominio, codominio
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