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ABSTRACT

This paper presents the definition of conics and the graphs
of the 3rd and 4th degree polynomials by using NURBS
curves, with a special description of the beam deflection
line. The usage in AutoCAD is presented.
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1 Uvod

Potreba za crtanjem konika (elipsa, parabola, hiperbola)
javlja se u gotovo svim tehni¢kim strukama, a narocito Nij(t) =Nij_1-
u gradevinskoj. lako su konike matematicki jednostavno

Konike i grafovi nekih polinoma pomoc¢u NURBS
krivulja

SAZETAK

U radu se prikazuje nadin zadavanja konika i grafova poli-
noma treceg i &etvrtog stupnja pomocu NURBS krivulja,
s posebnim osvrtom na prikaz progibne linije elasti¢nog
nosata. Prikazana je upotreba u AutoCAD-u.
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progibna linija

e Ako je j > 1 tada se funkcijd\; ; raCunaju rekurzivno
pomocu formule

t—ft
tipj—1—1

tin;—t
N jor (2

tij—tip1’

definirane, vetina CAD alata sadrzi naredbe za crtanjegdie jet € [to, tm).

samo kruznice i elipse.

Ostale konike i druge krivulje

Ako metl Evorovima ima jednakih, neki od gornjih pri-

mogu se, pomocu CAD alata, aproksimativno prikazati pyoinika biti ce oblika ¢0. Takve éemo pribrojnike sma-

provlacenjem glatke krivulje kroz niz tocaka.
Ovaj rad objaSnjava drukcije odiigdnje konika, te nesto

trati jednakim nuli. [3], [2]

slozenijih krivulja viseg reda, s posebnim osvrtom na Au- NURBS =Non Uniform Rational B-Splinje parametarski

toCAD kao najrasireniji CAD alat.

2 NURBS krivulje

Zadani intervalto, ty] podijelimo nam dijelova i djeliSne
tocke, koje nazivamovorovima oznacimo (to,ty, ..., tm).
BazneB-Splinefunkcije N; j (i + ] < m) definirane su na
sljedeti nacin:

e Akoje j =1, tada vrijedi

o [ 1 teltti)
N|,1(t)—{ 0, t€[ti,tijj> ’

Naravno, ova relacija vrijedi ako jg# t.1, u protivnom
je Ni,l =0.

t € [to, tm)- (1)

definirana krivulja, najéeSce kvadratna ili kubna. NUIRB
krivulja je zadana kontrolnim toCkama, od kojih svaka ima
koordinate i "tezinu”. Laicki receno, krivulja se posa@”
kao elastitna nit, gdje kontrolne toCke predstavljaju- ma
gnete Ciji intenzitet ovisi o tezini kontrolne tockeiksl 1).

Slika 1: NURBS krivulja
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Neka je Py,Py,...,P, skup kontrolnih totaka, av = 3.1 Parabola
(Wo, W1, ..., W) vektor tezina tih toCaka. Tada se NURBS
krivulja definira izrazom: Od svih konika, pomo€u NURBS krivulje, najjednostavije
ST oW - B - N (t) se odredje parabola (nazivnik u izrazu (3) jednak je 1).
C(t) = £=02 LAk (3)  Prva i zadnja tocka su rubne totke dijela parabole koji
ZitoWi - Nik(t) Zelimo prikazati, srednja tocka je sjeciSte tangenapa-u
gdje jet € [to, tm) i m=n+k. VOj i zadnjoj tocki, a tezine svih kontrolnih to¢aka mjra

ke 1.
Red krivulje k iznosi minimalno 2 (linearna krivulja). biti jednake

Krivulja drugog reda je neprekinuta, ali izlomljena, kon-

trolne tocke su spojene ravnim linijama. Krivulja treceg U AutoCAD-u nije moguce direktno zadati kontrolne
reda (kvadratna) je neprekinuta i glatka, te moze to¢notocke krivulje, stoga moramo koristiti slijedeci posékp
predstaviti koniku. Naj¢esce je u upotrebi krivuljaaeog
reda (kubna), koja je neprekinuta, glatka, s kontinuiranom
zakrivljeno3cu. Krivulje reda veteg reda od 6 optesio
izbjegavaju zbog numerickih problema. [1], [2]

Vectina CAD alata (ukljucujuci AutoCAD) ne dozvoljava , iednosti 5 (b
manipulaciju vektorom Cvorova, koji je automatski gener- SPLINETYPE — moguce vrijednosti su 5 (bazne
iran. Tako generiran vektor ima obl{l0,1,2,3,..} s tim da funkcije 2. stupnja) ili 6 (bazne funkcije 3. stupnja)
se prvii zadnji &lan ponavljajkiputa. Broj elemenata vek- (slika 3).

tora €vorova iznosied krivulje + broj kontrolnih tataka

1. Nacrtamo polyline kroz kontrolne tocke (slika 2).

2. Odredimo red krivulje pomotu sistemske varijable

Primjeri vektora Gvorova: 3. Pretvorimo polyline u segmentiranu krivulju

3. red, 3 kontrolne togke = {0,0,0,1,1,1} pomocu naredb@®EDIT«+L«S«+« (PEDIT, en-

3 red. 4 kontrolne totkle — {0’ 00.122 '2} ter, slovo L, enter, slovo S, enter, enter) (slika 4).

4. red, 4 kontrolne tockg = {0,0,0,0,1,1,1,1},

4. red, 5 kontrolnih to¢aka = {0,0,0,0,1,2,2,2,2}. 4. Pretvorimo segmentiranu krivulju u spline pomocu

Iz navedenog proizlaze odiena svojstva NURBS naredb&PLINE—0« L« (slika 5).

krivulja:

e minimalni broj kontrolnih tocaka jednak je redu Po P,
krivulje,

e krivulja prolazi kroz prvu i zadnju kontrolnu tocku,

e tangenta u prvoj tocki prolazi drugom kontrolnom
tockom,

e tangenta u zadnjoj tocki prolazi predzadnjom kon-
trolnom tockom, P

e viSe kontrolnih tocaka s istim koordinatama smanju- gjika 2: Polyline kroz kontrolne titke
je glatkotu krivulje, npr. ako kvadratna krivulja ima
2 kontrolne tocke s istim koordinatama, krivulja ¢e

AuteCAD 2009 Hel

proci kroz te tocke i na ¢e tom mjestu postojati lom. 0 o a B
Hide: Back Home Pant  Options
Qontente Index | Search | System Variables S System Variables > SPLINETYPE >
) Type in the keyword to find: SPLINETYPE
’F
3 Konike S — Quick Reference

Sve konike su algebarske krivulje drugog stupnja, te se =
mogu odrediti pomocu NURBS krivulja zadanih baznim
funkcijama drugog stupnja, odnosno NURBS krivuljama
treceg reda. PoSto u CAD alatima opcenito nije moguce
nacrtati beskonaCnu krivulju, ovdje prikazujemo kako ey £
odrediti dio konike. Za odradanje dijela konike dovoljne e

Sets the type of curve generated by the Spline option of |
the PEDIT command.

5 Quadratic B-spiine

6 Cubic B-spiine

su 3 kontrolne tocke, osim za neke slucajeve kruznice i
elipse. Slika 3: Varijabla SPLINETYPE
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3.3 Hiperbola

Moze se vidjeti da je tezina srednje kontrolne tocke idme
011 za elipsu, totno 1 za parabolu, i veta od 1 za hiper-
bolu.

Ako je hiperbola zadana izrazom

X2 y2
pe gt @)

i zelimo ju prikazati na segmentu € [A X4], najprije
moramo pronaci sjeciste njezinih tangenata u toCkBgna

P, kojima je 1. koordinata jednake, (slika 7). PoSto je
hiperbola, dana jednadzbom (4), simetricna s obzirom na

N\ / Ly . . .
\ / 0sX, sjeciSte tangenata nalazi sexiasi. Tangenta hiper-
N\ / 2
. , - . B=- X1 .
R bole u togki(Xy, Y1) ima koeficijent smjer& = 22 Yl' iz
V| . o . —— ‘N
_ Py Cega proizlazk koordinata sjecista tangenata:
Slika 5: Parabola Yy A2.Y2
Xo=X1— < =X1— ——+.
. S B2 Xy . .
3.2 Kruznicai elipsa TeZina srednje kontrolne tocke odtge se prema izrazu
X1
Kruzni i elipticki lukovi u gotovo svim CAD alatimamogu "1~ A"

se nacrtati bez pomo¢i NURBS krivulja, ahgim, u nekim
slucajevima potrebno ih je definirati kao NURBS krivulje,
npr. crtanje nekih vrsta spirala.

Postupak crtanja kruznog luka slican je postupku za cr-
tanje parabole, n@tim, tezina srednje tock& mora biti

wy = cos(a/2), a udaljenosti toCké; od tocakaP, i P, X
moraju biti jednake (slika 6). ay

Slika 7: Hiperbola

Slika 6: Kruzni luk 4 Krivulje 4.15. reda

Zbog jednostavnosti se obicno koristi katod 90, pri

gemuw; iznosi v/2/2. Ukoliko je potreban manji kut, ~ Pri statickim proracunima Cesto je potrebno prikazati d
nacrtana se krivulja moze skratiti pomocu naretha!. jagrame momenata savijanja, kuteve zaokreta i progibne
Postupak promjene tezine srednje tocke: linije nosaca. Ukoliko na nosac djeluje jednoliko kon-
SPLINEDIT« L+« R« W<+« (nova tezina)+«—X«X«X« tinuirano opteretenje, momentni dijagram je kvadratna
Mali trik: u AutoCAD-u se umjesto brojke moze upisati Parabola, odnosno NURBS krivulja 3. reda, dijagram
LISP izraz, tako da se vrijednost2/2 moze unijeti kao: ~ kuteva zaokreta je krivulja 4.reda, a progibna linija
(/ (sqrt 2.0) 2.0) krivulja 5. reda (slika 8).
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Slika 8: Opter&enje, popréne sile, momenti savijanja,
kutevi zaokreta i progibna linija proste grede.

» Py

Slika 10:Kvadratna parabola prikazana kao NURBS
krivulja 3. i 4. reda
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Buduti da su sve navedene krivulje grafovi polinoma
y = f(x), NURBS krivulje koje predstavljaju te funkcije
imaju sljedeca svojstva:

e broj kontrolnih to€aka je jednak redu krivulje,

e red krivulje je jednak redu polinoma + 1,

e sve kontrolne tocke imaju tezinu 1,

e X koordinate kontrolnih tocaka su na jednakim raz-

macima.

Dakle, postupak crtanja krivulja 4. reda je vrlo jednosta-

van.

Prva i zadnja kontrolna tocka su krajevi krivulje, a

preostale dvije kontrolne tocCke leze na tangentama ujprvo
odnosno zadnoj tocki (slika 9).

Naravno, pomocu krivulje 4. reda moguce je prikazati i
kvadratnu parabolu (slika 10).

Ukoliko zelimo nacrtati progibnu liniju nosaca potrebna
nam je NURBS krivulja 5. reda, koju je u AutoCAD-u
nemoguce direktno nacrtati pa koristimo slijedeti pestu

pak:

1.

. Pretvorimo krivulju 4.

Nacrtamo polyline sa minimalnim brojem kontrol-
nih tocaka (4) za krivulju 4. reda.

. Odredimo 4. red krivulje pomocu sistemske vari-

jable SPLINETYPE (6).

. Pretvorimo polyline u segmentiranu krivulju

pomocu naredbBEDIT«—L«—S«—«

. Pretvorimo polyline u spline pomotu naredbe

SPLINE«=0«~L+

reda u krivulju 5. reda

SPLINEDIT«—L«—R«—E«5—X—X

. Pomoctu hvataljki pomaknemo kontrolne tocke na
potrebne pozicije (slika 11).

Slika 11:Upotreba hvataljki u AutoCAD-u
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Ako krivulju zadanu izrazom
y=a-x*+b-x*+c-¥*+d-x+e (5)

Zelimo prikazati na intervaly € [0, 1], tada su koordinate
kontrolnih toCaka odréshe na sljedeti nacin:

1 d lc d
—(O ) (Z e+z), PZ_(E’6+§+E)7
3b c¢c 3d
R=(72t5+ 7 T8 Pi=(Latb+ctdre)

Ukoliko promatramo elastiCni nosac, tada prema [4] za

koeficijente iz jednadzbe (5) vrijedi sljedece:
e = pomak u prvom ¢voru,

d = kut zaokreta u prvom ¢voru,

¢ = moment savijanja u prvom ¢vor{2-E- 1),
b = poprecna sila u prvom ¢vor((6-E - 1),
a= opteretenj¢ (24-E-1),

gdje jeE modul elasti¢nosti, & tromost poprecenog pre-

sjeka.

Odnosno, u lokalnom koordinatnom sustavu nosaca, koor-

dinate kontrolnih to¢aka su:
L ¢o-L

H):(OWO) P].:(Zv 4 )a
L Mp-L  ¢o-L
R=G3E |+T+W°)
_ .3 ¢1-L
P3—(Z'L7W1—T),
P4:(L,W]_)-

PRIMJER 1: Slobodno oslonjena greda

Buduci da jeMg = 0, srednja kontrolna tocki nalazi se
u sjeciStu tangenata u tockarRai Py, ay koordinata kon-
4

trolne tockeP, iznosi

48-E-1°
: L |
Po g-L* Py
~ 48E__&”
P1\\ /P3
~N 7~
~ ~
P,

Slika 12:Progibna linija slobodno oslonjene grede

PRIMJER 2: Obostrano upeta greda

. . . . Q- |_4
koordinata srednje kontrolne toCkg iznosi —————.
y : ke 144.E-|
1 I— |
I 1
P, P,
P, P,
A 77
\ q-L
N [144E
P,

Slika 13:Progibna linija obostrano upete grede

PRIMJER 3: Jednostrano upeta greda (slika 14)

: . _ _g-L*
y koordinata srednje kontrolne tocke iznosi 92 £
1 L |
I 1
P
P)(\ ql_4 P4
~ 96-E-| /e//
AN ~" Py
AN //
P,

Slika 14:Progibna linija jednostrano upete grede
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