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Primjena AG-nejednakosti u planimetriji

ILigA ILISEVICH

Sazetak. Razmatraju se primjene AG-nejednakosti u planimetriji,
koje su ilustrirane na nizu zanimljivih zadataka prilagodenih ucéenicima
sredngih skola.

Kljuéne rijec¢i: AG-nejednakost, planimetrija
Applications of AG inequality in planimetry

Abstract. Applications of AG-inequality in planimetry are consid-
ered. These applications are illustrated on a number of interesting tasks
adapted for high school students.

Key words: AG-inequality, planimetry

Neka je a = (a1, a2, ...,a,) n-torka nenegativnih realnih brojeva. Tada su arit-
meticka i geometrijska sredina n-torke a definirane redom s

ar+az+---+an

An(a) = . Gula) = Y@ an,

n

Vrijedi:
An(a) > Gp(a).

Pritom jednakost vrijedi onda i samo onda ako je a; = az = - -+ = a,. Nejednakost
Ap(a) > Gp(a) nazivamo aritmeticko-geometrijska ili kra¢e AG-nejednakost. Dokaz
te nejednakosti moze se primjerice vidjeti u [6].

Primijenit ¢emo ovu nejednakost na nekoliko zadataka iz planimetrije.

Zadatak 1. Dokazite da za pravokutni trokut vrijedi
2r +c > 2Vab,

gdje su a i b duljine kateta, c¢ duljina hipotenuze, a r polumjer trokutu upisane
kruznice.

Rjesenje. Prema AG-nejednakosti je a + b > 2v/ab, a kako za pravokutni trokut
vrijedi 27 + ¢ = a + b, to je 2r 4+ ¢ > 2v/ab. Jednakost vrijedi onda i samo onda ako
je a =10, tj. ako je pravokutni trokut jednakokracan.

*I1I. gimnazija, Kamila Firingera 14, HR-31000 Osijek
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Zadatak 2. Dokazite da za pravokutni trokut vrijedi
R+4+r> V2P,

gdje je P povrsina trokuta, a R i v polumgjeri trokutu opisane i upisane kruznice,
redom.
Rjesenje. Vrijedi

¢ a+b—c a+bd

R = — =
treEst T3 2

b
Kako je prema AG-nejednakosti a;— > Vab, to je

R+1>Vab=V2P.

Jednakost vrijedi onda i samo onda ako je a = b, tj. ako je pravokutni trokut
jednakokracan.

Zadatak 3. Dokazite da za pravokutni trokut vrijedi

C(a; b uva

Rjesenje. Redom imamo sljedeée ekvivalentne nejednakosti:

dath) 5 43
P
2 72
Va +bb(a+b) > 2v3,
a
(a® + b%)(a® + 2ab + b?)
a?b? z 8
1 1 9 9
§+b_2 (a®* +2ab+b%) > 8,
a? 26 2a b?
1+ L 2,209,271 >
Tttt > 8
a? b2 a b
L2 124 2) > o6
b2+a2+ (b+a> -

Posljednja nejednakost je tocna jer je prema AG-nejednakosti

2 p? a b
—+—=>2 —+—->2
b2 + 2= 1% + a —
Jednakost vrijedi onda i samo onda ako je § = %, odnosno a = b, tj. za jed-

nakokra¢no pravokutni trokut.
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Zadatak 4. Odredite koji od pravokutnih trokuta s danom duljinom hipotenuze
ima najvecu povrsinu.

b
Rjesenje. Iz P = % ic?=a?+0b? slijedi

CL2(C2 _ CL2)

2

P =

Kako je prema AG-nejednakosti

a4 (2 —a?) &
2002 _ g2) < .
a?(c? —a?) < 5 5

2
. _C . . 27 2 2 . .
to je Pnae = 5 1 dostiZe se za a* = ¢ —a*, tj. a =

Zadatak 5. Od svih pravokutnih trokuta danog opsega 2s, odredite onaj koji
ima najvecu povrsinu.

Rjesenje. 1z a + b+ va? + b% = 2s slijedi

vaz+ b =2s—(a+Db).

Kvadriranjem i sredivanjem dobivamo

ab 4
— = s° — sc,

2

odnosno
P=3s%—sc

Povrsina je maksimalna kada je ¢ minimalno. Kako je prema AG-nejednakosti
a? + b% > 2ab, to je

2(a? + ) > a® +b* + 2ab = (a + b)?,

tj. 2¢? > (a + b)%. Odatle slijedi

>a+b 2s—¢
c = ,
T V2 V2
pa je
2s
c>

Jednakost vrijedi za a = b i tada je c = ﬂil minimalno, a

P 9 252
max — S — =
V2+1

Dakle, najveéu povrsinu ima jednakokra¢no pravokutni trokut.

(3 —2v2)s%.
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Zadatak 6. Koji trokut danog opsega 2s ima najveéu povrsinu?
Rjesenje. Neka su a, b, ¢ duljine stranica trokuta kojemu je opseg 2s. Kako je prema
Heronovoj formuli

P=\/ss—a)s—b)(s—¢) = V55— a)(s - B)(s — o),

to je povrsina maksimalna kada je v/(s — a)(s — b)(s — ¢) maksimalno. Prema AG-
nejednakosti je

: (s=a)+ (s =) +(s =)
Ve—aG-D6-0 < - ,

odakle slijedi

Vis—a)(s—b)(s—c) < \/(s—a+5;b+s_c>3
- (f)g_S\/3_s

3 9
Maksimum se dostize kada vrijedi jednakost, a to je onda i samo onda ako je
s—a=s—b=s—c, tj. a=b=c

Dakle, najveéu povrsinu ima jednakostrani¢ni trokut. Ta povrsina iznosi

svV3s 23
Pmax:\/g' 9 = 9 -

Zadatak 7. Dokazite da za svaki trokut vrijedi nejednakost
a2+ b2 42> 4P\/§,

gdje su a, b, c duljine stranica, a P povrsina trokuta.
Rjesenje. Heronovu formulu zapisemo u obliku

P = i\/(a—l—b—i-c)(a—i-b—c)(a—i—c—b)(b—i—c—a).

Kako je prema AG-nejednakosti

(a+b—c)la+c—b)(b+c—a)
(a+b—c)+(a+c—b)+(b+c—a)\’
< : )

at+b+e 3
3 )
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to je

3 2
R e
3@ 402+ — ((a—b)2+ (b—c)* + (c— a)?)
3v3
3@ +v*+c?) a4+

= 3v3 V]

Odatle slijedi a? + b% + ¢ > 4P+/3. Jednakost vrijedi onda i samo onda ako je
a = b = c, tj. za jednakostranican trokut.

Zadatak 8. Kakav je trokut ABC ako je
R(b+ ¢) = aVbe,

gdje su a, b, c duljine stranica, a R polumjer trokutu opisane kruzZnice.
Rjesenje. 1z danog uvjeta slijedi

a b+c
2R 2v/be

Kako je prema AG-nejednakosti b + ¢ > 2v/be, to je

pa je

2 5

2R —
Slijedi a = 2R, pa je trokut pravokutan s hipotenuzom a. No, tada je b+c = 2v/be,
a to vrijedi onda i samo onda ako je b = c. Dakle, trokut ABC je jednakokraéno
pravokutni s pravim kutom u vrhu A.

Zadatak 9. Neka su a, b, c duljine stranica trokuta. DokaZite da vrijedi

a—b+b—c+c—a <1

a+b b+c c+a 8

Rjesenje. Danu nejednakost mozemo zapisati, redom, u ekvivalentnom obliku
lac? + b%c + a?b — bc? — a%c — ab?| < 1

(a+b)(b+c)(c+a) 8’

(
[(a =b)(b—c)(a—<)
(a+b)(b+c)(c+a)

<

1
g
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Kako je prema AG-nejednakosti
a+b>2Vab, b+c> 2\/%, c+a > 2vac,
to je

[(@a=b)b—-c)la=c) _ [(a=b)b—c)(a—c)|

(a+b)b+c)(c+a) — 8abc
~Ja=0b[-|b—c|-|c—aq]
N 8abc
abc 1
8abc 8’

pri ¢emu zadnja nejednakost slijedi iz nejednakosti trokuta.

Zadatak 10. Neka su a,b,c duljine stranica trokuta. DokaZite da vrijedi ne-
jednakost

a n b n c >3
b+c—a c4+a—-b a+b—c =
Rjesenje. Uvedimo zamjenu:
b+c—a c+a—2> at+b—c
T 9 >0, vy 9 >0, =z 9 >

Tada je
a=y+z, b=z+4+2z, c=x+y,
pa nejednakost prelazi redom u ekvivalentne,

+ z zZ+x T +
VT2, +I8 >
2z 2y 2z

3,

+ z z+x xr +
y=z, + 2>
x Y z

6,

z z T T
g—i———l———i———l——-l—gZG,
T Tz Yy y z =z

x Tz z
y z z Yy
Ova nejednakost je tocna, jer je prema AG-nejednakosti

E+g>2, E+i>2, g-ﬁ-EZQ,
Yy z T z Yy

pa je toCna i polazna nejednakost. Jednakost vrijedi onda i samo onda ako je

r =1y = z, a to je onda i samo onda ako je a = b = ¢, tj. za jednakostranican
trokut.
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Zadatak 11. Neka su vq,vp, v, duljine visina, a v polumjer trokutu upisane
kruznice. Dokazite da vrijedi nejednakost

Vo + Up + Ve > 97

Rjesenje. Vrijedi:

Vg = y Up =

2P 2P 2P P
a b’ c s

gdje je P povrsina, a s poluopseg trokuta. Tada nejednakost koju treba dokazati
prelazi redom u ekvivalentne:

2P 2P 9P
__l’_ ___
a b c s
+1+1>9
b 2s

1 1
a+b+c( +—+—> 9.
a b

Dokazimo posljednju nejednakost.

b b b

a b a ¢ b ¢
3+{(-+—-)+|-+—-)+|-+-
b a c a c b

> 3+424242=09,

1 1 1 b ¢ a c a b
(a+b+c)|—+ -+ - = 1+-4+-+-4+1+-4+-4+-4+1
a c a a c c

jer je prema AG-nejednakosti

a b a c b ¢
- +-2>2, —-+-2>2, —-+->2
b a c a c b
Jednakost vrijedi onda i samo onda ako je @ = & & =< b — ¢ ti ya4q=0=c,
b a’ ¢ a’ ¢ b

tj. za jednakostranican trokut.

Zadatak 12. Dokazite da za trokut ABC vrijedi nejednakost

SR 11 11
2P2 = 3\v, v v/’

gdje su vq, vy, V. duljine visina, P povrsina trokuta, a R polumjer trokutu opisane
kruznice.
Rjesenje. Vrijedi:

fr 1 1y _1fa b ¢
3\va w wv.) 3\2P 2P 2P)°
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Kako je prema AG-nejednakosti

Ifa b c\ o /o b ¢ fabe
- 2P 2P 2P | 8P3

_ JARP_ R

B gp3  \ 2p2’
(1,1 1\, R
3\ve v wv./) T V2P2

Jednakost vrijedi onda i samo onda ako je a = b = ¢, tj. za jednakostranican trokut.

to je

Zadatak 13. Dokazite da za trokut ABC vrijedi nejednakost

Ve </ 8(s —a),

gdje je a duljina stranice, s poluopseg, a v, duljina visine povucene na stranicu a.
Rjesenje. Nejednakost koju treba dokazati redom prelazi u sljedeée ekvivalentne
nejednakosti:

% S S(S—CL),

2¢/s(s —a)(s —b)(s —¢) < G —a)
24/(s=Db)(s—¢) < 1
G5-b)(s—¢c) < g

Kako je prema AG-nejednakosti

GohG-0 < (s—b)—;—(s—c) :25—(217—1-0)

25 — (28 —a)

a
2 X

A

to je tocna i nejednakost koju je trebalo dokazati. Jednakost vrijedi onda i samo
onda ako je b = ¢, tj. za jednakokracan trokut s osnovicom a.

Zadatak 14. Dokazite da za trokut ABC vrijedi nejednakost

v a(8s —9a),

gdje je a duljina stranice, s poluopseg, a t, duljina teZisnice povucene na stranicu
a.

la 2

N~
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Rjesenje. Nejednakost koju treba dokazati redom prelazi u sljedeée ekvivalentne
nejednakosti:

% 202 +c?)—a® > a(8s — 9a),
V202 +2¢2—a? > a(8s — 9a),
20% 4+ 2¢* —a® > a(8s — 9a),
20> +2¢* —a® > a(d(a+b+c)—9a),
202 +2¢2 —a? > a(4b + 4c — 5&),
202 +2¢2 —a? > 4dab+ dac — 5a?,
202 +2¢% + 402 > 4ab+ 4dac,
W +c?+2d® > 2ab+ 2ac,
(a® + %) + (a®* +¢*) > 2ab+ 2ac.

Kako je prema AG-nejednakosti a? + b > 2ab i a® + ¢? > 2ac, to je posljednja
nejednakost to¢na, pa je to¢na i nejednakost koju je trebalo dokazati. Jednakost
vrijedi onda i samo onda ako je a = b = ¢, tj. za jednakostranican trokut.

Zadatak 15. Neka su t,,tp, t. duljine teZisnica povucene na stranice trokuta
kojima su duljine a,b, c, redom. DokaZite da vrijedi nejednakost

2 N t? N t2 S 9
2 p2 274
Rjesenje. Imamo
2t t2
a? + b_2 + 2
%(2()2 + 20 —a?) %(2@2 +2c? — b?) %(2@2 +2b% — ¢?)
a b2 c?
B 202 22 202 262 202  2b2
- G e T )

_ 1(2(gj+b2)+2(a2 2L+ g_j)_g).

Kako je prema AG-nejednakosti

a’> b2 a’> 2 2 2

—b2+—a222, —02+—a222, —02+—b222,
to je

22 2 1 9

44> (2.242:242-2-3)=".

+b2+ 4( + + ) 1

Jednakost vrijedi onda i samo onda ako je a = b = ¢, tj. za jednakostranican trokut.
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Zadatak 16. Opseg kruznog isjecka je a. Koliki mora biti polumjer r da bi
povriina isjecka bila maksimalna i kolika je ta povrsina?
Rjesenje. 1z 1 + 2r = a slijedi | = a — 27, pa je povrsina isjecka
Ir (a—2r)yr 1

Pki:EZT:Z(a’_2T)2T'

Kako je prema AG-nejednakosti

(a—wprg(ﬁjﬁﬁiﬁ02_a2

2 4’
to je
1 a? a2
Pu<-.-L -2
ME4T4 T 16
Jednakost (a time i maksimum) vrijedi za a —2r = 2r, tj. za r = ¢. Dakle, povrsina
isjecka je maksimalna za r = 7 i iznosi ‘11—2.

Zadatak 17. Iz tocke P unutar trokuta ABC povucene su okomice PAy, PBy,
PCy na pravee BC, CA, AB redom. Odredite poloZaj tocke P tako da zbroj

_a n b n c
|PAi|  |PBy|  |PCy|

S

bude minimalan i odredite tu minimalnu vrijednost.
Rjesenje. Oznacimo kao na Slici 1. s ¢ = |PA;|, y = |PBiy|, z = |PC4]. Tada je
b ¢

a
S=—4-—+-
X z

<

Slika 1. Trokut ABC iz Zadatka 17.
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Kako je
P(ABC) = P(BCP)+ P(CAP)+ P(ABP)
_ar by ez
o2 2 2
= %(am—i—by—i—cz),
to je
a b ¢
2P(ABC)-S = (E + " + ;) (az + by + cz)

= a2+b2+02+ab(f+g>+ac(f+3>+bc(g+z>.
Yy T z oz z oy

Prema AG-nejednakosti je

-
Yy ox z

pa je
2P(ABC)-S > a*+b*+c® + 2ab+ 2ac + 2bc
= (a+b+0)

Odatle slijedi
2
o> (a+b+c) '
~ 2P(ABC)
Jednakost vrijedi onda i samo onda ako je z = y = z. Tada je P srediste trokutu
ABC' upisane kruznice, a
(a+b+c)?

Smin = S pIABC)

Zadatak 18. Dan je trokut ABC. Neka su A’, B', C' tocke presjeka sime-
trala kutova CAB, ABC, BC A, redom sa stranicama BC, CA, AB, a I je srediste
upisane mu kruznice. DokaZite da je

AIl-|BI|-|CI|  _ 8
|AA’|-|BB'|-|CC| — 27"

L <
4
Rjesenge. Neka je kao na Slici 2., |BC| = a, |[CA| = b, |AB| = c te neka je p = |C A’
i ¢ = |A’B|. Prema poucku o simetrali kuta je p: ¢ = b : ¢, a odatle prema pravilu
o razmjeru slijedi p : (p+¢q) =b: (b+ ¢), tj.
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Slika 1. Trokut ABC iz Zadatka 18.

Analogno dobivamo
ac

Tbhte
Primjenjujuéi poucak o simetrali kuta na trokut AA’C dobivamo

q

|AI| : [TA'| =0 p,
odakle je prema pravilu o razmjeru

|AI| : (JAI| + [TA'|) =b: (b+p),

tj.
|AI| B b b
AL+ [TA]— b+p b+
B b B 1 _ b+ec
b+ ) 14 FE atbtc
odnosno
|AI| b+c
AA|  atbte
Analogno,
|BI|  a+c ICI|  a+b

|BB'|  a+b+c |CC'| a+b+c
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Stoga je
|AI|-|BI| - |CI| ~|AIp |BIl |C1|
|AA’[-|BB'|-|CC'| — |AA| |BB| |CC|
B b+c a+c a-+b
T atbtc atbtc atbte
(a+b)(a+c)(b+c)
N (a+b+c)? '

Dokazimo najprije desnu nejednakost. Kako je prema AG-nejednakosti

((a—i—b)—i—(a;—c)—i—(b—i—c))g

(a+b)at+c)b+c) <

2a+b+c)\° 8 X
LT S T

to je
AIl-|BI|-|CT|  _ 8
|AA'|-|BB'|-|CC'| — 27

Sada dokazimo lijevu nejednakost. Imamo

a+b B 1 2a + 2b
a+b+c 2 a+b+e
1 (atb+c)+(a+tb—c)

2 a+b+ec
1 1+a+b—c
2 at+b+ec
a—+c 1 at+c—0>
- - _ 1+7 ,
at+b+ec 2 a+b+c
b+c 1 b+c—a
—_— =14+ —].
at+b+ec 2 a+b+c
Slijedi
|AI|-|BI|-|CI] 1 a+b—c a+c—b b+c—a
= |1+ 1+ 1+
|AA’| - [BB'| - |CC| 8 a+b+c at+b+c a+b+tec
1 a+b—c a+c—b b+c—a

> g( +a+b+c a+b+ec a—i—b—i—c)
1( a—i—b—c—i—a—i—c—b—i—b—l—c—a)

i analogno

8 at+b+ec

1 at+b+ec 1 1
= —([1+—— | ==-(14+1)=-.

8( +a+b+c> 8 (1+1) 4

Dakle,

A1l |BI|- |11
|AA'|-|BB'[-|CC| ~ 4
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