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Numericka ogranicenja kineskog abakusa

IVAN MATICY DOMAGOJ SEVERDIJA! SOF1JA SKORVAGAT

Sazetak. Opisujemo provodenje racunskih operacija na kineskom
abakusu te detaljno izvodimo njihova numericka ogranicenja.

Kljuéne rijeci: abakus, tehnike racunanja, ogranicenja pri racunanju
Numerical bounds of chinese abacus

Abstract. We describe the implementation of the fundamental
computations on chinese abacus, including adition, subtraction, multi-
plication and divison. Also, we give precise and explicit bounds for using
listed operations.

Key words: abacus, calculation technics, bounds for computation

1. Uvod

Jeste 1i ikad ¢uli za abakus? Abakus je zabavna napravica za vjezbanje matema-
tike, poznatija kao prvo prijenosno ra¢unalo. S njim se moze brzo i lako nauciti
racunanje u sustavima razlic¢itih baza, sluzi boljem razumijevanju brojeva te efi-
kasno razvija racunanje napamet, tj. abakus se pokazuje kao savrSeno pomagalo u
razvijanju takozvanog slijepog racunanja. Zasigurno pripada medu najbolje naprave
na svijetu, no mnogi od vas ¢e postaviti pitanje : “Zasto da uc¢im racunati s abaku-
som, kad imam kalkulator?” Ili: “Zasto su najveéi proizvodaci kalkulatora Kinezi,
a mnogi od njih sami koriste abakus?” Razlozi su jednostavni: Koristenje abakusa
naucit ¢e vas jednostavnijoj manipulaciji s brojevima; lakse ¢ete uvidjeti povezanost
znamenki i svoje ¢ete znanje iskoristiti u razumijevanju osnovnih matematickih ope-
racija - zbrajanju, oduzimanju, mnozenju i dijeljenju. Takoder ¢ete nauciti kako
funkcionira bazni sustav, a osim toga mozete koristiti abakus za racunanje osnovnih
operacija i u binarnom sustavu (kojega koristimo u informatici).

Je 1i tesko nauciti koristiti abakus? Naravno da nije, nego je puno lakse od
nac¢ina na koji su vas (nekada davno) uéili racunati. Uvjerit ¢emo vas u to vrlo
skoro.
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Gdje se danas koristi abakus? Abakus se i danas koristi za ra¢unanje u zemlja-
ma srednjeg istoka, Japanu, Kini i mnogim dijelovima Rusije, pretezno azijskim.
Namijenjen je za pripomo¢ trgovcima i poreznicima, poglavito onima koji su prije
abakusa koristili kamencic¢e kako bi imali jasne racune. Abakus igra vaznu ulogu
u poducavanju djece osnovnoskolske dobi fundamentalnim matematickim operaci-
jama, izrazito je praktican iz viSe razloga: ucenici izrac¢unavaju matematicke proble-
me brze te im treba krace vremena za ponovno rjesavanje, ako su napravili gresku
u izra¢unu. Mozda i najvaznije - abakus pruza moguénost djeci da steknu vjestine
rjeSavanja nekog problema.

Ima 1i abakus i drugih prednosti? Kad vam istekne baterija od kalkulatora
nemate sacuvani rezultat. Ako stavite abakus pokraj fiksnog telefona moze vam
posluziti za biljezenje novog telefonskog broja.

Ljudi ¢esto potcjenjuju mo¢ te naizgled primitivne sprave i koriste elektronicki
kalkulator. Mozemo promatrati te dvije naprave kao dva razli¢ita kraja svemira,
od kojih oba imaju prednosti i mana. Pomalo je ¢udno kad saznamo da je moderni
elektronicki kalkulator kojega danas koristimo osmisljen upravo iz vrlo sli¢nog kon-
cepta iz kojeg je izveden i abakus. Abakus je u potpunosti mehanicka spravica i
mozemo biti potpuno sigurni da nikada nec¢e podbaciti ili pogrijesiti sve dok sami ne
pogrijesimo. U sustini mozemo reéi da je elektronicki kalkulator nastao od abakusa
i razlicitih ideja koristenih za abakus.

. 1- zrnca

gornje

pOIJe razdjeljnik
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Slika 1. Tradicionalni kineski abakus sa 13 stupaca.

No, svatko okrenut matematici ¢e se prilikom koristenja abakusa vrlo brzo za-
pitati s koliko velikim brojevima smo u moguénosti racunati. ITako se u edukativnoj
tipova abakusa (kao na primjer [4]), izgleda kako se do sada ljudi nisu mnogo ba-
vili tim pitanjem. Upravo iz toga razloga, nakon opisa samog abakusa i pripadnih
racunskih operacija, u posljednjem poglavlju, koje predstavlja jezgru ovog rada, nas-
tojimo dati $to precizniji odgovor na pitanje o numerickim ogranicenjima prilikom
rada s kineskim abakusom.

Tako postoje brojni tipovi abakusa, kao $to su ruski, japanski, rimski ili skolski,
odlucili smo se u ovom radu baviti najrasprostranjenijim - kineskim abakusom.
Naravno, svi provedeni postupci se mogu na prirodan nac¢in generalizirati i na druge
tipove abakusa, jer svi funkcioniraju prema vrlo sliénim principima.
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Izlozeni rad je zapocet tijekom priprema autora za radionicu odrzanu u sklopu
Festivala znanosti 2009. na Odjelu za matematiku u Osijeku. Na toj radionici su au-
tori uc¢enicima osnovnih i srednjih Skola prezentirali koristenje kineskog abakusa, $to
je kod ucenika pobudilo primjetan interes. Napomenimo kako je tema spomenutog
Festivala znanosti bila evolucija te je, shodno tome, abakus predstavljen kao pri-
mjer napretka i evoluiranja racunskih pomagala. Autori koriste ovu priliku kako bi
izrazili svoju zahvalnost kolegici Ljerki Jukié, prof., za prijedlog teme, jer bez toga
od ovoga rada vjerojatno ne bi bilo nastalo mnogo.

2. Prikaz brojeva na abakusu

Prikaz brojeva na abakusu podrazumijeva zapis brojeva iz pozicijskog brojevnog
sustava. Na klasicnom kineskom abakusu se na jednostavan nacin prikazuju bro-
jeve dekadskog sustava. Dakle, brojevi mogu biti prirodni ili decimalni. Prigodna
programska podrska koji ilustrira prikaz brojeva i operacije na abakusu se moze
naéi u [3]. Nadalje ¢emo, jednostavnosti radi, umjesto kineski abakus pisati samo
abakus.

Postupak. Svaki stupac abakusa predstavlja odredenu dekadsku tezinu. Pr-
votno korisnik odredi koliko stupaca ¢e predstavljati decimalni dio broja i njih ¢e
odabrati na desnom kraju abakusa (najceSée se uzmu 3 stupca). Nakon toga, ra-
sporeduje na svaki stupac s lijeva na desno jedinice, desetice, stotice, ... Svaka
znamenka broja ¢ée biti zapisana na odgovaraju¢em stupcu. Uocite da klasi¢ni ki-
neski abakus (SI. 1.) ima 2 polja: gornje i donje polje. U donjem polju su stupci
koje sadrze 5 zrnaca s vrijednos$¢u 1, pomoc¢u kojih mozemo predstaviti znamenke
0,1,2,3,4 (jedno zrnce, kontrolno, uvijek mora biti ostavljeno). U gornjem polju
imamo stupce koje sadrze 2 zrnca, svako s vrijednoséu 5. Kombinirajuéi donje
i gornje polje, mozemo predstaviti ostale znamenke 5,6,7,8,9 (zadrzavamo jedno
kontrolno zrnce i u gornjem polju). Promotrimo u primjeru:

Primjer 1. Zapis prirodnog broja 4512871 prikazan je na Slici 2..
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Slika 2. Uocite da smo za prikaz 5 =0+ 5,7 =2+ 5,8 = 3 4+ 5 morali koristiti
donje i gornje polje, dok je za ostale znamenke 1 =140,4=4+0,2=2+0
dovoljno bilo koristiti donje polje.
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3. Operacije na abakusu

Moramo naglasiti da je postupak zbrajanja i oduzimanja vrlo slican postupku kako
smo naucili i na papiru. Prednost operacija na abakusu je $to se operandi ne moraju
svi zapisivati, ve¢ mozemo direktno s njima operirati.

3.1. Zbrajanje

Radi jednostavnosti razmatranja zapisimo prvi i drugi pribrojnik u obliku

a=ag...ai, b=2b;...by, k,Ibrojznamenki od a odnosno b (1)
gdje su a;, b; znamenke u brojevima a,b i oznaka (a;) ¢e nam predstavljati odgo-
varajudi i-ti stupac abakusa. Postupak zbrajanja na abakusu je da se prvo zapise
prvi pribrojnik, a zatim drugi 'nadodaje’ prvom. Mozemo krenuti s lijeva na desno.
Postupak. Znamenki jedinica a; prvog pribrojnika dodajemo znamenku jedinica
b1 prvog pribrojnika. Moguca su 2 scenarija:

a) a1+ by < 10, u tom sluc¢aju a; + by moze biti zapisan na stupcu (aq).

b) a1 4+ by > 10, u tom slucéaju zbroj ne mozemo zapisati na jednom stupcu.
Vrsimo prijenos na drugi stupac (ag) tako da dodamo 1. Uocite da smo tako
previse dodali, $to nadoknadimo tako da oduzmemo sa (a1) stupca 10 — by.

Nadalje, analogan postupak nastavljamo slijedno, tj. b; dodajemo a; zai = 2,3, ...,
(moZemo uzeti da je | < k) zajedno sa prijenosima koje se nadu na stupcima (a;).
Tlustracije radi, promotrimo na primjeru:

Primjer 2. Zbroj brojeva 582 i 245 prikazan je na Slici. 3.
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Postavljamo prvi pribrojnik na abakus: 582 Dodajemo znamenke jedinica drugog

pribrojnika: 245 =7

Ei:iiiiadad i1 Ei:iiiiadad i1
— g — o

Dodajemo znamenke desetica drugog

pribrojnika: 8 4+ 4 = 2(+1 prijenos)

biiiiiifiii

Dodajemo znamenke stotica drugog

pribrojnika: 5(+1) +2 =38

Slika 3. Koraci u zbrajanju brojeva na abakusu (sa sivom bojom su oznacena
zrnca koje pomicemo)
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3.2. Oduzimanje

Postupak oduzimanja je vrlo slican postupku zbrajanja, s time §to ne vr§imo pri-
jenos, ve¢ posudbu. Za potrebe razmatranja pretpostavljamo da je a > b i zanima
nas racunanje a — b na abakusu, gdje su a, b prikazani na nacin (2). Postupak
obavljamo s lijeva na desno. Promotrimo osnovni korak, tj. oduzimanje b; od a;.
Ponovo, imamo 2 slucaja:

a) U slucéaju a; > by oduzmemo by zrnaca sa stupca (a)

b) U protivnom slu¢aju, kad je a; < b; moramo naciniti posudbu sa stupca as.
Oduzimamo 1 sa stupca (az). Time smo na neki nac¢in previse oduzeli, pa to
nadoknadimo na stupcu (a;) tako da dodamo 10 — by.

Postupak mozemo sada analogno obavljati na preostalim stupcima (a;),i =2..., ks
napomenom da oduzimamo od trenutnog stanja koje se nalazi na pojedinom stupcu
(znamenka a; umanjeno za prijenos).

Tlustracije radi, promotrimo primjer:

Primjer 3. Razlika brojeva 528 — 365 prikazan je na Slici 4.

o [

Postavljamo umanjenik na abakus: 528 Oduzimamo od znamenke jedinice umanjenika

jedinicu umanitelja: 8 —5 =3

= =

Oduzimamo od znamenke desetice umanjenika Oduzimamo znamenke stotica:

deseticu umanjitelja s posudbom: (1)2 —6 =6 5(-1)—3=1

Slika 4. Koraci u oduzimanju brojeva na abakusu (sa sivom bojom su oznacena
zrnca koje pomicemo)



80 IVAN MATIC, DOMAGOJ SEVERDIJA, SOFIJA SKORVAGA

3.3. Mnozenje

Opisat ¢emo postupak mnozenja na abakusu. Za potrebe toga postoje dva uvjeta:
poznavanje tablice mnozenja i poznavanje zbrajanja na abakusu.

Tako se mnozenje prirodnih brojeva, koje i jest ono sto nas interesira, generalno
moze smatrati skra¢enim zbrajanjem, pri ovom postupku su ipak potrebni neki
dodatci.

Osnovni razlog tome je Sto negdje moramo imati zapisane faktore, tj. negdje
pred nama se moraju nalaziti brojevi koje mnozimo. Koliko god se trudili, tesko
je koncentrirano vrsiti racunske operacije i u svakom trenutku imati pregled nad
potrebnim znamenkama ukoliko nam nisu eksplicitno predocene.

Kako ¢itavo vrijeme zelimo standardne postupke ra¢unanja na papiru prenijeti
na abakus, tako ¢e se i mnozenje vrsiti znamenku po znamenku. Iako nam prilikom
zbrajanja zapisivanje sumanada nije bilo potrebno, mnozenje viseznamenkastih bro-
jeva je znatno kompleksniji postupak, koji se sastoji i od mnozenja jednoznamen-
kastim brojem i od zbrajanja viseznamenkastih brojeva. Vrlo slicno kao i kod
mnozenja na papiru, prvi faktor ¢emo redom mmnoziti znamenkama drugog fakto-
ra te ih stoga moramo imati negdje zapisane. Izbora nije mnogo, jedino s ¢im
raspolazemo je abakus te na njega i zapiSemo oba faktora. Ustede prostora radi,
kako ne bi morali unaprijed odredivati veli¢cinu dobivenog umnoska, zapisimo prvi
faktor na krajnje lijeve stupce abakusa. Ostavimo zatim jedan stupac prazan, sto
daje bolju preglednost rac¢una, te zapisimo drugi faktor na sljede¢im stupcima.

Kako ne bi morali razmisljati od kojeg stupca treba poceti zapisivati produkt,
napravit ¢emo odmak od standardnog postupka mnozenja: znamenke drugog fakto-
ra odabiremo s desna na lijevo, tj. prvi faktor na poc¢etku mnozimo s znamenkom
jedinica drugog faktora. MnozZenje je slozenija operacija i zahtjeva malo drugaciji
pristup. Kod zbrajanja i oduzimanja nije bilo potrebe zapisivanja drugog pribroj-
nika odnosno oduzimatelja, ve¢ se sve radilo kumulativno.

Za mnozenje na abakusu je potrebno prikaz oba faktora i u konacnici, prikaz rezul-
tata mnozenja.

Postupak. Zapisemo najprije prvi faktor na abakus, zatim ostavimo jedan
stupac prazan (razdijelimo brojeve), zapisemo drugi faktor.

a) Ukoliko mnozimo jednoznamenkaste brojeve rezultate zapisujemo na temelju
tablice mnozenja. Ukoliko mnozimo viSeznamenkasti broj sa jednoznamen-
kastim, mnozimo s desna na lijevo jednoznamenkasti broj sa znamenkama
viseznamenkastog broja. U slucaju prijenosa, vrsimo zbrajanje.

b) Generalno, postupak mnoZenja obavljamo kao i mnoZzenje s potpisivanjem.
Na desnom kraju abakusa zapisujemo parcijalni produkt kojeg dobivamo iz
umnoska znamenke jedinice u drugom faktoru s prvim faktorom. Nadalje,
mnozimo znamenku desetice drugog faktora sa prvim faktorom i rezultat po-
maknut za jedno mjesto ulijevo dodajemo zapisanom parcijalnom produktu.
Postupak ponavljamo dok ne prodemo sve znamenke.
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Primjer 4. UmnoZak na abakusu od 132 x 48 prikazan je na Slici 5.

s [

Postavljamo prvi i drugi faktor na abakus: 132|48 Mnozimo 132 s znamenkom jedinica od 48

i produkt piSemo na desnoj strani: 132 X 8 = 1056

W [ o

Mnozimo 132 s deseticom od 48 (132 x 4(0)) Kad prodemo sve znamenke drugog faktora 48
i produkt s jednim pomakom ulijevo dodajemo rezultat na desnoj strani
prethodnom produktu: 1056 + 528(0) je konaé¢ni produkt: 6336

Slika 5. Koraci u mnoZenju brojeva na abakusu (sa sivom bojom su oznacena
zrnca koje pomicemo)

3.4. Dijeljenje

Kao $to je jasno iz prethodnih opisa racunskih operacija, namjera nam je opisati
nacin za prenoSenje postupka dijeljenja s papira na abakus. Obnovimo u tu svrhu
ukratko znanje potrebnih koraka pri dijeljenju prirodnih brojeva - prvenstveno,
rezultat koji zelimo dobiti je cijeli broj, no takoder zelimo odrediti i ostatak pri dije-
ljenju. Oba podatka se moraju nalaziti na abakusu nakon sto je dijeljenje provedeno.
Napomenimo kako abakus prvenstveno sluzi za provodenje cjelobrojnog dijeljenja
(dijeljenja s ostatkom).

Kao i u svim ra¢unskim operacijama, rezultat (u ovom sluéaju kvocijent) do-
bivamo znamenku po znamenku. Nakon §to odredimo pojedinu znamenku kvoci-
jenta, umanjujemo pocetni segment djeljenika s produktom djelitelja i posljednje
odredene znamenke kvocijenta. Taj umnozak nazivamo parcijalni produkt ili par-
cijalni umnozak. Postupak zavrsava u trenutku kada djeljenik postaje manji od
djelitelja.

Sakupimo li sve navedene korake ovog postupka, vidimo da tijekom njega moramo
provesti i dijeljenje i mnozenje i oduzimanje.

Iz tog razloga, dijeljenje na abakusu zapisujemo na sljedeéi nac¢in: djeljenik za-
pisujemo na lijeve stupce abakuse te zatim ostavljamo jedan stupac prazan (radi
preglednosti, a moZemo i zamisliti da taj stupac imitira ’:”) nakon kojeg zapisu-
jemo djelitelj. Ocito nakon djelitelja ponovno dolazi prazan stupac (koji imitira
'=") iza kojeg ¢emo redom zabiljezavati znamenke kvocijenta. No, kako moramo re-
dom oduzimati od pocetnog segmenta djeljenika parcijalne produkte i ta mnozenja



82 IVAN MATIC, DOMAGOJ SEVERDIJA, SOFIJA SKORVAGA

moramo obaviti na abakusu. Obavljamo ih na jedini razuman nacin - nakon $to
odredimo pojedinu znamenku kvocijenta, umnozak te znamenke i djelitelja dobi-
vamo zapisujuéi znamenku po znamenku na desnim stupcima abakusa.

Dobiveni parcijalni produkt direktno oduzmemo od djeljenika (na ranije opisan
nac¢in). Cim obavimo oduzimanje, parcijalni produkt nam vise nije potreban te ga
mozemo izbrisati, tj. prikazati same nule na odgovarajué¢im stupcima.

s

Postavljamo djeljenik i djelitelj na abakus: 145|27 Dijelimo 145 s 27 i rezultat piSemo
s jednim stupcem odmakom i nalazimo
parcijalni produkt trenutnog kvocijenta

i djelitelja na desnoj strani.

pr [ b

Parcijalni produkt 135 oduzimamo od Cjelobrojno dijeljenje 145 s 27

djeljenika 145. Razlika je sada manja od daje rezultat 5 i ostatak 10.

djelitelja Sto znaci da smo dobili ostatak.

Slika 6. Koraci u dijeljenju brojeva na abakusu (sa sivom bojom su ozna¢ena
zrnca koje pomicemo)

U principu, moguée je oduzimanje parcijalnih produkata obaviti i bez njihovog
zapisivanja na desnim stupcima, oduzimajuéi direktno svaki dobiven broj. No,
takav pristup ima vise mana: osim nepreglednosti zapisa i moguéih poteskoca s
oznacavanjem mjesta gdje treba zapoceti oduzimanje, povecava se i moguénost
pogreske. Zasto?

Prisjetimo se kako ponekad, pogotovo pri dijeljenju s brojevima od tri ili vise
znamenki, odredivanje pojedine znamenke kvocijenta postaje zahtjevno. Tada ¢esto
ne mozemo biti sigurni je li odabrana znamenka to¢na sve dok ne odredimo pripadni
parcijalni produkt. U trenutku kada ga imamo zapisanog, mozemo biti sigurni da
je odabir bio ispravan. Sto u sluéaju da se odabir ne pokaze ispravnim? Samo
izbrisemo parcijalni produkt, pomaknemo zrnce - dva kako bi probali s nekom dru-
gom znamenkom kvocijenta i racunamo novi parcijalni produkt. A da smo par-
cijalni produkt dobiven pogresno odredenom znamenkom kvocijenta isli direktno
oduzimati od djeljenika, mogli smo u trenutku upropastiti kompletan rac¢un. Zaista
kompletan, jer abakus ipak pamti samo prethodni korak.
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Sada je ocito kako ¢e, nakon obavljenog Citavog postupka, djelitelj ostati ne-
promijenjen, desno od njega (nakon praznog stupca) ée se nalaziti kvocijent, a
lijevo (takoder nakon praznog stupca) ¢e se nalaziti ostatak pri dijeljenju.

Primjer 5. Cjelobrojno dijeljenje s ostatkom brojeva 145 i 27 prikazano je na
Slici 6.

4. Numericka ogranicenja abakusa

Nakon §to smo opisali provodenje racunskih operacija, postaje jasno kako njihovo
provodenje zahtjeva mnogo potrebnog mjesta na abakusu. Pod time mislimo kako
nam je Cesto za obavljanje neke racunske operacije na abakusu potrebno mnogo vise
stupaca od samog broja znamenki brojeva s kojima radimo, pa cak i rezultata. Taj
fenomen se pogotovo ocituje prilikom mnozenja i dijeljenja.

U ovom poglavlju odredujemo ocjene na veli¢inu brojeva s kojima se na abakusu
moze racunati. Kako svaka od operacija ima neku svoju posebnost, proucit ¢emo
svaku zasebno.

Najprije ¢emo trazene situacije opisati za uobicajeni abakus koji se sastoji od
13 stupaca, a zatim ih pokusati generalizirati na opéenite abakuse s n stupaca, gdje
je n neki prirodan broj.

4.1. Zbrajanje i oduzimanje

Zanimljivo pitanje koje se namece jest - koliki je najveci broj kojeg mozemo dodati
nekom broju a tako da se njihov zbroj moze zapisati na abakusu?

Neka je n € N broj stupaca abakusa. Podsjetimo se da je ukupni broj znamenki
broja a jednak |loga|+1. Uocite da ukupni broj znamenki zbroja ne smije premasiti
broj stupaca. Dakle, zbrajamo li brojeve a i b, broj znamenki njihove sume ¢e naj-
viSe biti jednak broju znamenki ve¢ega od sumanada, uvetanom za 1, pa prethodni
uvjet mozemo izreéi na sljedec¢i nacin:

max{|loga| + 1, [logb] +1} +1<n (2)

Za dani a koji je najveci broj s kojim ga mozemo zbrojiti? Lako mozemo vidjeti da
je najvedi b za kojeg ¢e to vrijediti

b=10"—-1—-a.

Primijetimo kako ¢e nakon sumiranja ovako odabranih brojeva na svakom od stu-
paca abakusa biti zapisana znamenka 9.
Za pitanje oduzimanja, odgovor je trivijalan.

4.2. Ogranicenja mnozenja

Neka je a prirodan broj. Koji je najveéi broj s kojim a mozemo pomnoziti na
abakusu, tj. koji je najve¢i mogudi drugi faktor u mnozenju? Provjerimo prvo kada
neke brojeve uopcée mozemo mnoziti na abakusu:
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Propozicija 1. Neka su a,n € N. Broj a moZemo mnoZiti na abakusu s n

stupaca ukoliko vrijedi
2|logal +5 <mn.

Dokaz. Najmanji broj koji mozemo koristiti kao drugi faktor je 1. Prilikom
mnoZenja s 1, potrebno nam je |loga| + 1 stupaca za prikaz broja a, 2 slobodna
stupca, 1 stupac za prikaz drugog faktora te jos |loga| + 1 stupaca za prikaz
umnoska. Dakle, za mnozZenje broja a nam je potrebno barem 2|loga] + 5 stu-
paca. (I

Nadalje ¢emo pretpostaviti da je mnozenje moguée. Ovaj put ¢emo odmah
problem rjesavati generalno, za abakus s proizvoljnih n stupaca, jer situacijan = 13
skriva neke moguénosti.

Dakle, a i n su prirodni brojevi koji zadovoljavaju uvjet prethodne propozicije.
Ispitajmo najprije koliko najvise znamenki moze imati drugi faktor. Oznacimo taj
broj znamenki s k. Najmanji k-znamenkasti broj je 10*~!, a umnozak a-10*~! ima
ukupno [loga| + k znamenki. Iz toga slijedi da, kako bi mogli ostvariti mnozenje
broja a s k-znamenkastim brojem, moramo imati na raspolaganju barem |loga] +
1+ k+2+ |loga] + k =2[loga] + 2k + 3 stupca.

Ovim dobivamo nejednakost 2|log a]+2k+3 < n. Odavde je 2k < n—2|loga|—3,
tj. najveéi moguéi broj znamenki drugog faktora, k, jednak je |252| — |loga).

Mozemo razlikovati dvije situacije (iz tog razloga ovo razmatranje nismo zapoceli
sa slucajem n = 13):

e n neparan, tada je k = 252 — [log a] te je broj stupaca potrebnih za mnozenje
broja a s 10! jednak 2|loga| + 2k +3 = n. Maksimalni drugi faktor
dobivamo iz maksimalnog moguéeg produkta. Primjetimo da u ovom slucaju

maksimalni ostvarivi produkt ima 252 znamenki te je zato maksimalni drugi

2
n—3
faktor jednak |12=—1].

e n paran, tada je k = "774 — |log a] te je broj stupaca potrebnih za mnozenje
broja a s 10¥7! jednak 2|loga]| + 2k +3 = n — 1, tj. strogo je manji od n.
Dakle, pri mnozenju broja a s najmanjim k-znamenkastim brojem nam ostaje
i jedan slobodan stupac, $to znaci da raspolazemo s dovoljnim brojem stupaca
da bi a mogli pomnoziti s bilo kojim k-znamenkastim brojem, pa i najveéim.
U ovom sluéaju je trazeni maksimalni faktor jednak 10% — 1.

Prethodnim razmatranjem smo dokazali sljedeéi rezultat:

Teorem 1. Neka su a,n € N za koje vrijedi 2|loga] + 5 < n. Ukoliko je n
neparan, tada je najveci broj kojim moZemo a pomnoziti na abakusu s n stupaca
jednak \

T
LML
a
dok je za paran n taj broj jednak

10%727“0!](” —1.

U slu¢aju n = 13, dobivamo da smo na abakusu s 13 stupaca u moguénosti mnoziti

brojeve s najvise 5 znamenki, te da je za takav broj a najvec¢i drugi faktor jednak
L99299 .
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4.3. Ogranicenja dijeljenja

Kako dijeljenje i predstavlja najkompliciraniju opisanu racunsku operaciju, tako
¢e i odredivanje ogranicenja pri njegovu koristenju biti najkompliciranije do sada.
Slicno kao i ranije, pitanje koje postavljamo je sljedece: Za dani prirodni broj a,
koji je najveéi prirodan broj s kojim ga moZemo podijeliti na abakusu?

Postavimo najprije neke uvjete za dijeljenje: svakako je o¢ito da svaki broj manji
od 10 mozemo na abakusu podijeliti s proizvoljnim dvoznamenkastim brojem, ali
takav racun nam nije interesantan jer rezultat znamo unaprijed. Opcenito, svakome
tko zna imalo aritmetike je jasno kako pri dijeljenju broja a s brojem veéim od a
dobivamo kvocijent nula i ostatak a. Iz tog razloga, uvedimo ogradu na ranije
postavljeno pitanje - za dani prirodni broj a, koji je najveci prirodan broj b, b < a
kojim mozemo a podijeliti na abakusu?

Odredimo najprije koje brojeve uopc¢e na abakusu mozemo podijeliti, tj. odred-
imo koliko najvise znamenki moze imati neki broj uz uvjet da na abakusu imamo
dovoljno stupaca za provodenje postupka dijeljenja tog broja. Jasno je kako broj
od 13 znamenki sigurno na abakusu ne mozemo podijeliti ni sa ¢im. Isto tako je
oc¢ito da mozemo lako dijeliti jednoznamenkaste i dvoznamenkaste brojeve. A §to
je s npr. peteroznamenkastim brojevima?

Za sam zapis takvog broja nam je potrebno 5 stupaca, zatim trebamo jos 3
stupca koji ostaju prazni. Navedena 3 prazna stupca sluze kako bi redom odvo-
jili djeljenik od djelitelja, djelitelj od kvocijenta te pojedinu znamenku djelitelja
od sljedeceg parcijalnog produkta. U svim predstojecim racunima ¢e ova 3 stupca,
neophodna za preglednost provodenja dijeljenja na abakusu, zauzimati vaznu ulogu.
U najboljem slucaju ¢e preostalih 5 stupaca biti dostatno da se na njima zapisu
djelitelj i kvocijent, te nam ne ostaje niti jedan slobodan stupac za parcijalno
mnozenje. Dakle, na abakusu s 13 stupaca ne mozemo dijeliti brojeve s 5 zna-
menki pa niti one s vise od 5 znamenki. PokusSajmo generalizirati ovu tvrdnju na
abakuse s opéenitim brojem stupaca. Zapo¢nimo s korisnom tehnickom lemom:

Lema 1. Neka su a,b € N, te neka broj a ima n, a broj b m znamenki, tj.
loga] +1=n i |logb] +1 =m. Tada cjelobrojni kvocijent brojeva a i b (koji je
jednak | $]) ima ili n —m ilin —m+ 1 znamenki.

Dokaz. 1z uvjeta leme je jasno da vrijedi 10"~ < a < 10" i 10™~ < b < 10™.
Odatle dobivamo
10"t a 10m

10m =5 " 10mT

1071777171 — — 10n7m+1'

Odmah slijedi kako je broj znamenki kvocijent | %] jednak ili n —m ili n —m + 1.
O
Koristeéi prethodnu lemu, dokazimo interesantan rezultat:

Propozicija 2. Neka su a,n € N. Broj a na abakusu s n stupaca nije moguce
podijeliti niti jednim prirodnim brojem ukoliko vrijedi

n < 2|logal + 6.

Dokaz. Pretpostavimo da na abakusu s n stupaca zelimo broj a podijeliti s brojem
od k znamenki, 1 < k < |loga|+1. Iz Leme 1 slijedi da je broj znamenki kvocijenta
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vedi ili jednak |loga| + 1 — k. Takoder mozemo zakljuciti i da je broj znamenki
prvog parcijalnog produkta vedi ili jednak k. Najpovoljniju situaciju dobivamo
ukoliko su svi preostali parcijalni produkti jednaki nuli, jer nam je tada za svakog od
njih potreban samo po jedan slobodan stupac. Primijetimo kako je takva situacija
ostvariva ako i samo ako su sve znamenke kvocijenta, osim vodece, jednake nuli.
Ukupno, u najboljoj mogucoj situaciji nam za provodenje dijeljenja broja a treba
barem |loga|+1+k+ |loga|+1—k+3+1=2[loga]+6 stupaca. Time dobivamo
tvrdnju propozicije. O

Vratimo se sada na slucaj n = 13. Dakle, preostaje provjeriti sto mozemo reci
o brojevima s manje od 5 znamenki.

Ako je broj a manji od 10, svakako ga mozemo podijeliti sa samim sobom te je
u tom slucaju trazeni maksimum jednak upravo a.

Provjerimo vrijedi li adekvatna tvrdnja i za troznamenkasti broj a. Dovoljno
je dokazati da na abakusu mozemo podijeliti a sa samim sobom, jer je maksimalni
moguci djelitelj ionako manji ili jednak a. Znaci, sada nam za zapis dvaju brojeva a
treba 6 stupaca, za kvocijent je o¢ito ponovno dovoljan jedan stupac (jer je u ovom
sluéaju kvocijent jednak upravo 1, dok je ostatak jednak nuli), 3 prazna stupca, a
jedini parcijalni produkt je troznamenkast. Sve zajedno, potrebno nam je upravo
13 stupaca, koliko i imamo! Dakle, i troznamenkasti brojeve mozemo podijeliti sa
samim sobom.

Generalizirajmo prethodna razmatranja u slijede¢oj propoziciji:

Propozicija 3. Neka je a € N. Na abakusu s n stupaca broj a mozZemo podijeliti
sa samim sobom ukoliko vrijedi

lloga] < not
3
Posebno, u slucaju n = 13, dobivamo kako broj moZemo podijeliti sa samim sobom
ukoliko je mangi od 1000.

Dokaz. Poznato je da prirodni broj a ima [loga] + 1 znamenki. Da bi ga
mogli na abakusu podijeliti sa samim sobom potrebno nam je 3(|loga]+1)+3+1
stupaca, jer broj a moramo zapisati 3 puta (kao djeljenik, kao djelitelj i kao rezultat
parcijalnog mnozZenja), trebamo 3 prazna stupca i jedan stupac za kvocijent (koji je
jednak 1). Ovaj zapis je mogué, ukoliko navedeni izraz nije veéi od ukupnog broja
stupaca, iz Cega slijedi tvrdnja propozicije. O

Iz prethodne propozicije, uvrstimo li n = 13, slijedi kako svaki broj manji od
1000 mozemo podijeliti sa samim sobom. Jo§ jedino treba provjeriti $to je sa
Cetveroznamenkastim brojevima.

Ogranicenja pri dijeljenju etveroznamenkastih brojeva

Na pocetku ovog posebno zanimljivog sluc¢aja primijetimo vaznu ¢injenicu - uko-
liko na abakusu mozemo zapisati posljednji parcijalni ne-nul produkt (dobiven
mnoZenjem posljednje znamenke kvocijenta koja je razlicita od nule s djeliteljem),
tada mozemo zapisati i sve prethodne. Ova tvrdnja je prilicno ocita, jer ukoliko
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smo mogli zapisati posljednji parcijalni ne-nul produkt, zasigurno smo mogli za-
pisati i pretposljednji jer smo imali jedan slobodan stupac vise, posto je u trenutku
racunanje pretposljednjeg parcijalnog produkta bila odredena jedna znamenka kvo-
cijenta manje. Na isti nac¢in mozemo provesti zakljucivanje i za prethodne produkte.
Primijetimo i jo$ jednu jednostavnu, ali vaznu ¢injenicu - svaki ne-nul parcijalni
produkt koristen pri dijeljenju ima ili jednak broj znamenki kao djelitelj ili jednu
znamenku viSe (iz razloga Sto je dobiven mnozenjem djelitelja s jednoznamenkastim
brojem).

Prvo pitanje na koje treba odgovoriti je:

Postoji li za svaki cetveroznamenkasti broj a neki prirodan broj s kojim se a moze
podijeliti na abakusu (s 13 stupaca)?

Trazeni broj uvijek postoji i jednak je 1. Zaista, pri takvom dijeljenju su nam
potrebna 4 stupca kako bi zapisali broj a, 1 stupac za zapis djelitelja (= 1), 4 stupca
za zapis kvocijenta (= a), 1 stupac za zapis posljednjeg parcijalnog produkta (1 puta
znamenka jedinica broja a) i 3 slobodna stupca; $to ukupno daje 13 stupaca.

Pogledajmo koja ogranicenja smo u mogucénosti dobiti odmah. Prije svega,
Cetveroznamenkasti broj ne mozemo podijeliti cetveroznamenkastim, jer sam zapis
tih brojeva, slobodnih mjesta i jednoznamenkastog kvocijenta zauzima 12 stupaca,
Sto ne ostavlja mjesta niti za jedan ne-nul parcijalni produkt.

Takoder, ¢etveroznamenkasti broj ne mozemo podijeliti niti s troznamenkastim,
jer nam je tom prigodom potrebno 7 stupaca za zapis tih brojeva, 3 ostaju slobodna,
barem jedan za zapis kvocijenta te barem 3 za zapis (prvog) parcijalnog produkta,
koji ne moze biti jednak nuli. Svakako, za takav postupak nam je potrebno vise od
13 stupaca.

Nadalje preostaje vidjeti kada se Cetveroznamenkasti broj moze podijeliti dvo-
znamenkastim.

Cjelobrojnim dijeljenjem takvih brojeva dobivamo kvocijent koji, prema Lems
1, ima ili 2 ili 3 znamenke. Posto mi Zelimo odrediti najveéi mogudi djelitelj,
prvenstveno smo zainteresirani za odredivanje dijeljenja pri kojima dobivamo dvo-
znamenkaste kvocijente, jer Sto je kvocijent manji - to je djelitelj vedi.

Dakle, neka su a i b prirodni brojevi, 1000 < a < 9999, 10 < b < 99 takvi da
je 10 < [§] < 99. Promotrimo korak po korak kada je dijeljenje broja a brojem b
ostvarivo na abakusu (s 13 stupaca).

Za zapisivanje brojeva a i b te 3 prazna stupca smo iskoristili ukupno 9 stupaca.
Nakon §to odredimo i zapisemo prvu znamenku kvocijenta, koja je svakako razlicita
od nule, preostaju nam jos 3 slobodna stupca na desnoj strani abakusa. Ta 3 stupca
su svakako dovoljna za zapisivanje prvog parcijalnog produkta, koji ima ili 2 ili 3
znamenke.

Kada odredimo drugu, u ovom sluc¢aju i posljednju, znamenku kvocijenta pre-
ostaju nam samo 2 stupca za zapis parcijalnog produkta. Zato je nuzan uvjet da
bi mogli provesti trazeno dijeljenje taj da produkt djelitelja b i znamenke jedinica
kvocijenta bude manji od 100. Ova ograda se svakako postize ukoliko je znamenka
jedinica kvocijenta jednaka 0 ili 1. Ako je ta znamenka jednaka 2, b mora biti manje
od 50; ako je jednaka 3, b mora biti manje od 34, itd. Ovaj jednostavan zakljucak
ima i (barem jednu) interesantnu posljedicu:

Lema 2. Ako je a > 9108, tada na abakusu s 13 stupaca nije moguée broj a
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podigeliti dvoznamenkastim brojem tako da @ dobiveni kvocijent bude dvoznamenkast.
Dokaz. Primijetimo da je 9108 = 99 - 92. Odatle slijedi kako je najmanji dvozna-
menkasti kvocijent koji mozemo dobiti dijeljenjem broja a s brojem manjim od 100
jednak 92. Kako znamenka jedinica kvocijenta ne moze biti niti 0 niti 1, a svi
raspolozivi djelitelji su veéi od 91, dijeljenje nije moguce provesti. O

Iz prethodne leme slijedi kako moramo promatrati dva odvojena slucaja - brojeve
koji su manji od 9108 i brojeve koji su veéi ili jednaki 9108. U prvom slucaju trazimo
najve¢i dvoznamenkasti djelitelj koji daje dvoznamenkasti kvocijent pri ¢emu ¢e i
drugi parcijalni produkt morati biti ostvariv, dok ¢e u drugom sluc¢aju dobiveni
kvocijenti morati biti troznamenkasti ili ¢ak ¢etveroznamenkasti.

(I) Neka je 1000 < a < 9107.

Znamo da za ovakve brojeve a postoje dvoznamenkasti djelitelji koji ¢e dati i
dvoznamenkaste kvocijente, a pokusat ¢emo i poblize odrediti maksimalni djelitel;
broja a dijeljenjem kojim ¢ée biti moguce. Pri tome je osnovno zadovoljiti uvjet
naveden neposredno prije prethodne leme.

Zapocnimo razmatranje s ilustrativnim primjerom:
neka je a € {8910, 8911, ...,9107}, (8910 = 99-90,...,9107 = 99-92 — 1). Ocito je
log) = 901ili |g5] = 91, tj. kvocijent zavrsava znamenkom 0 ili 1 te je za brojeve
iz navedenog skupa trazeni maksimalni djelitelj jednak 99, jer je 99 ionako najveci
moguéi kandidat, dok posljednje znamenke kvocijenta (0 i 1) omoguéavaju i zapis
drugog parcijalnog produkta.

Ovim primjerom smo rjesili situaciju za brojeve izmedu 8910 i 9107. Na slican
nacin ¢emo opisati i maksimalne djelitelje preostalih brojeva iz ovog slucaja, tj.
dokazat ¢emo da je trazeni maksimalni djelitelj broja upravo najveéi dvoznamenkasti
broj pri dijeljenju s kojim ¢e dobiveni kvocijent zavrsavati ili znamenkom 0 ili zna-
menkom 1. Prednost danoga opisa se ocituje u tome $to mi unaprijed znamo da je
drugi parcijalni produkt, a time i ¢itav postupak dijeljenja, moguée zapisati ukoliko
kvocijent zavrsava znamenkom 0 ili 1, dok bi situacija u kojoj je ta znamenka veca
od 1 zahtjevala dodatno ispitivanje i komplikacije koje na ovaj nacin izbjegavamo.

Neka je sada a < 8909. Prema teoremu o dijeljenju s ostatkom, a mozemo
zapisati u obliku a = 99 - k + 1, gdje je I < k < 89 (zbog a < 8909). Odatle
dobivamo a < 100k, tj. £ < 100. Naravno, tada je i & < 100, za sve k' > k.
Ovime dobivamo 99 — k dvoznamenkastih brojeva k' takvih da je vrijednost |7 |
takoder dvoznamenkasta. Kako je k < 89, za svaki a < 8909 raspolazemo s barem
10 odgovarajuéih djelitelja &'

U daljnjem ¢emo dokazati, koriste¢i dobiveni broj odgovarajué¢ih djelitelja koji
daju dvoznamenkaste kvocijente, da za svaki a < 8909 postoji n > 50 takav da
je znamenka jedinica broja %] jednaka 0 ili 1. Iz toga Ce slijediti da je trazeni
maksimalni djelitelj upravo najveéi takav broj n. Ocjena n > 50 je bitna jer bi, za
n < 50, dijeljenje broja a s n bilo ostvarivo na abakusu i u slucaju da je znamenka
jedinica kvocijenta jednaka 2.

Da bi pokazali gornju tvrdnju, dovoljno je pokazati kako postoji barem 10 uza-
stopnih prirodnih brojeva m, ve¢ih od 50, za koje vrijedi

a a
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jer iz toga slijedi kako se medu cjelobrojnim kvocijentima | £ | mora pojaviti barem
jedan ¢ija je znamenka jedinica jednaka 0 ili 1.
Ako je 6480 = 80-81 < a, tada je 1 < &~ — —5 < 2zasve m € {70,71,...,80}

m—+1

pa je za takve a tvrdnja dokazana. Slicno, ako je 3660 = 60 - 61 < a < 6480, tada
jel < &£ — 2 < 2zasvem € {60,61,...,70} pa tvrdnja vrijedi i za takve

m m+1
a. Nadalje, ako je 2550 = 50 - 51 < a < 3660, tada je 1 < & — T < 2 za
sve m € {50,51,...,70} pa tvrdnja vrijedi i za takve a, jer smo u ovom slucaju
konstruirali 20 uzastopnih kvocijenata koji se razlikuju za barem %

Preostaje jo§ provjeriti tvrdnju za 1000 < a < 2550. Za takve a je - — 45 <1
za sve m € {50,51,...,99}, pri ¢emu se jednakost postize jedino za a = 2550 i
m =50 (primijetimo da je L — - <L — 1

p— — ~— zam >m'). Odatle slijedi da ¢e
za sve a isve m € {50,51,...,99} vrijeditiili [&] = |4 ]ili [£]| = |45+ 1.

m/+1
m—+1 m m—+1
Kako uz to vrijedi i 55 — g5 > 9, slijedi da za sve a postoje my, ma € {50,51,...,99}
takvi da je znamenka jedinica od |;f-| jednaka 0, a znamenka jedinica od ||
jednaka je 1.

Napokon, ovim smo dokazali da je za 1000 < a < 9107 maksimalni broj s kojim
je na abakusu moguce podijeliti a upravo najvec¢i dvoznamenkasti broj b takav da
je znamenka jedinica broja [£] jednaka 0 ili 1.

(IT) Neka je 9108 < a < 9999.

Za zapisivanje brojeva a i dvoznamenkastog djelitelja (kojeg ¢emo oznaciti s b) te
3 prazna stupca smo iskoristili ukupno 9 stupaca. Nakon zapisivanja prve znamenke
kvocijenta, preostaju nam 3 slobodna stupca na desnoj strani abakusa, dovoljno za
zapisivanje prvog parcijalnog produkta (od 2 ili 3 znamenke). Nakon $to odredimo i
zapiSemo drugu znamenku kvocijenta, preostaju nam samo 2 stupca za zapis drugog
parcijalnog produkta. Time dobivamo prvi nuzan uvjet za provodenje trazenog
dijeljenja - produkt djelitelja b i znamenke desetica kvocijenta mora biti manji od
100. Na isti nacin zakljuc¢ujemo da, nakon Sto odredimo i posljednju znamenku
kvocijenta, za zapisivanje posljednjeg parcijalnog produkta preostaje samo jedan
stupac. Odmah slijedi da znamenka jedinica kvocijenta mora biti jednaka nuli.

Vidjeli smo da se jedini uvjeti postavljaju samo na znamenke desetica i jedinica
kvocijenta, a sve uvjete zadovoljavaju 0 ili 1 kao znamenka desetica, uz znamenku
jedinica koja nuzno mora biti jednaka 0. Nama odgovara da je kvocijent sto manji,
jer time dobivamo veci djelitelj. Objedinimo li prethodne zahtjeve, slijedi kako je
za nase prohtjeve idealan kvocijent jednak 100.

Dakle, ako za broj a > 9108 postoji b < 99 takav da je [$] = 100, b je upravo
maksimalni trazeni djelitelj.

Lako se vidi da se gornji uvjet moze iskazati na sljede¢i nacin:

Propozicija 4. Ako je 9108 < a <9999 takav da vrijedi

a a
[Tog > @~ Ligg! 100

tada je maksimalni broj s kojim se a moze podijeliti na abakusu s 13 stupaca jednak
L 100]

Na primjer, ako je 9300 < a < 9392, tada je maksimalni djelitelj b jednak upravo
93, jer je | g5] = 100, [155] = 931 a—93-100 < 93, dok za 9393 < a < 9399 ne
postoji b za koji vrijedi | %] = 100.



90 IVAN MATIC, DOMAGOJ SEVERDIJA, SOFIJA SKORVAGA

Primijetimo kako smo ovim rjesili problem za sve Cetveroznamenkaste brojeve
osim sljedecih:

9191, 9192, ...,9199,9292,9293, ...,9299,9393,9394, .. ., 9399,9494, 9495, . . ., 9499,
9595, 9596, . .., 9599, 9696, 9697, . . ., 9699, 9797, 9798, 9799, 9898, 9899 i 9999.

Interesantno svojstvo ovih brojeva, koje je i sadrzano u prethodnoj propoziciji,
jest da se radi upravo o brojevima ve¢im od 9108 ¢iji je ostatak pri dijeljenju sa 100
nije manji od cjelobrojnog kvocijenta pri istom dijeljenju.

Kako niti za jednog od ovih brojeva ne postoji 10 < b < 99 takav da njihov
cjelobrojni kvocijent bude jednak 100, pogledajmo koji je sljedeéi najmanji kvocijent
za koji je postupak dijeljenja provediv. Takav kvocijent je ocito jednak 110, zbog
uvjeta da na mjestu jedinica mora imati nulu, a znamenka 1 na mjestu deseti-
ca omogucava da drugi parcijalni produkt bude dvoznamenkast. Sada potrazimo
odgovarajuce djelitelje za navedene brojeve. Direktnom provjerom dobivamo da je
maksimalni djelitelj brojeva oblika 9090+101-i475,1 <¢ < 7,0 < j <9—4, jednak
82 + 1.

Kako za brojeve 9898, 9899, 9999 ne postoji odgovarajuci djelitelj, nastavljamo
na isti nacin trazedéi sljedeéi pogodan kvocijent. Ako pokusamo s kvocijentom je-
dnakim 200, ponovno odgovarajuéi djelitelj ne postoji, dok za kvocijent jednak 210
dobivamo da je maksimalni djelitelj brojeva 9898 i 9899 jednak 47.

Preostaje jos odrediti maksimalni djelitelj broja 9999. Lakim racunom dobivamo
interesantan rezultat: najveéi broj kojim se na abakusu s 13 stupaca moze podijeliti
broj 9999 je 9.

Ovim smo u potpunosti klasificirali najveée djelitelje cetveroznamenkastih bro-
jeva.

Neka je n € N, te pretpostavimo da promatramo abakus s n stupaca. Primije-
timo kako iz Propozicije 21 3 slijedi da broj a za koji vrijedi

n—"7 n—=6

] <=2
< [loga| < 5

na abakusu s n stupaca mozemo podijeliti nekim prirodnim brojem koji je strogo
manji od a, ali ne mozemo podijeliti s brojem a. Za n = 13 gornja relacija je
zadovoljena samo za Cetveroznamenkaste brojeve a. Lako se vidi kako za n > 13
dobivamo barem dvije moguénosti broja znamenki od a koje bi trebali ispitivati,
Sto ipak prelazi okvire ovog rada.

Mozemo zakljuciti s napomenom da abakus u racunu nema mane, tj. nece
pogrijesiti ukoliko mi to ne u¢inimo, no ipak su vidljiva i njegova ogranicenja pri
racunanju (ponajprije zbog fiksnog broja stupaca koje abakus ima), do kojih ne
dolazi prilikom koristenja papira ili racunala.
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