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Dobro poznati zadaci s manje poznatim rjeSenjima

JEAN CARSTENSEN, ALIJA MUMINAGIC*

Sazetak.U clanku se nestandardnom tehnikom dokazuju tri poznate
nejednakosti. Dokazi su prilagodeni uc¢enicima zavrsnih razreda srednje

skole.
Kljuéne rijec¢i: nejednakosti, sluc¢ajna varijabla, Stirlingova for-

mula
Well-known exercises with less known solutions

Abstract.  Three known inequalities are proved in the paper by
using a non-standard technique. The proofs are adapted to high-school

graduates.
Key words: inequalities, random variable, Stirling’s formulae

Zadatak 1. Dokazite da za realne brojeve a, b, c > 0 vrijedi
a b c 3
> =, 1
+ c+a + a+b— 2 (1)

b+c
RjeSenje. Mnozenjem nejednakosti (1) s 2(b+c)(c+a)(a+0b) i nakon sredivanja

dobivamo
ab® — b%c — bc® — a*c — ac* > 0. (2)

2a> + 26 + 2¢3 — a?b —

Podijelimo li nejednakost (2) s ¢® > 0 dobivamo

Stavimo li p:= 2 ir:=
203 +2r3 42 —p*r —rPp—p* =12 —p—1r >0,

b w prethodnu nejednakost (3) imamo

odakle je
2((p +7)3 =3pr(p+1) + 1) —pr(p+r)—(p+r)2+2pr—(p+7)>0. (4)
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Ozna¢imo s z :=p+r > 0 te y := pr > 0. Uocimo da je 22 > 4y. Zaista,
o —dy=(p+r)* —dpr=p° +7° = 2pr = (p—1)* 2 0.
Primijetimo da je (4) ekvivalentno s
20z —3zy+1) —zy —a* +2y — x>0,

odnosno s
y(2 —Tx) + 223 -2 —x4+2>0.

Graf funkcije f : [O, 9”4—2} — R zadane formulom

f) =y(2—Tz)+22° — 2> —x 42

je pravac, Sto znaci da funkcija f postize minimalnu vrijednost u krajnjim tockama
intervala [0, 9”4—2] Za svaki x > 0 vrijede sljedeée dvije nejednakosti:

F0) =2+ 1) (xQ—gx—i-l) >0

f(§>_i@_m%x+mza

odakle slijedi da je
y(2 —Tx) + 223 -2 —x4+2>0.

Buduéi da je prethodna nejednakost ekvivalentna nejednakosti (1) slijedi tvrdnja
koju je trebalo dokazati.
Zadatak 2. Dokazite da za realne brojeve a, b, c > 0 vrijedi nejednakost

bc ac ab

—F =4+ —> b+ec. 5

—+t 4+t —2atbte (5)

Rjesenje. Neka je X slucajna varijabla ¢ije su vrijednosti %, % i %, a odgo-
varajuce vjerojatnosti %, + i 3. Ozna¢imo s E(X) i D(X) oéekivanje i varijancu

sluéajne varijable X. Poznato je da vrijedi D(X) = E(X?) — E(X)? > 0. Primi-
jenimo li prethodnu nejednakost specijalno na nasu slucajnu varijablu X dobivamo

1/1 N 1 N 1y . (1 N 1 N 1\?
3\a2 2 ¢2) 7" \3a 3b 3¢/’

Sto je ekvivalentno s nejednakosti (5).
Zadatak 3. Dokazite da vrijedi nejednakost

99 1

3 5

pP= :
100 ~ 15

1
2
Rjesenje. Primijetimo da je

100!

P = 50 o (7)
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Primijenimo poznatu Stirlingovu formulu

2mn V2t 1
YT Tan | 2 n"eTon
n-<n < n-e ,
er er

najprije za n = 100, a nakon toga za n = 50 dobivamo da je

v 2007

100
te
501 < Y200 5050,k
e

Redom iz (7), (8) i (9) imamo

100! V2007 - 100190 . 100 . o=355 /2007 (1 1

j 1
2100 (5012 ~ 2100 100 1007 - 50100~ 1007 300

)>

1

15°






