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K A-nejednakost

ILigA ILISEVICH

Sazetak. U radu se dokazuje kvadratno-aritmeticka nejednakost.
Primjene spomenute nejednakosti ilustriraju se na velikom broju prim-
jera koji su prilagodeni ucenicima srednje Skole.

Kljuéne rijeéi: nejednakosti
SA-inequality

Abstract. A square-arithmetic inequality is proved in the paper.
Applications of the mentioned inequalities are illustrated on numerous
examples adapted to high-school pupils.

Key words: inequalities

Neka je a = (a1, ag, ..., an) n-torka nenegativnih realnih brojeva. Aritmeticku
i kvadratnu sredinu n-torke a redom definiramo sa

2 2 2
@1+CL247; +an, Kn(a)_\/a1+a2+ +ad

An(a) =

n
Vrijedi:
Teorem [kvadratno-aritmeti¢ka nejednakost, kraée KA-nejednakost].

K, (a) > Ay(a).

Jednakost vrijedi ako i samo ako je a1 = ag = -+ = ay,.

Dokaz 1.
Kako iz (z — y)? > 0 slijedi 22y < 22 + 2 s jednakoséu ako i samo ako je z =y, to
je

a%—i—a%—l—~~~+a,21+2a1a2+2a2a3+~~~+2an,1an

al+a3+---+as+ (ai +a3) + (a5 +a3) + -+ (ah_, +a})
= n(ai+a3+---+a),

(a1 + a2 +---+an)’

IN

odakle slijedi
af + a3 +---+ap

n

<

@ Fas+-+an )
n
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pa je K,(a) > A,(a). Jednakost vrijedi ako i samo ako jeay =as =---=a,. O
Dokaz 2.

Prema Cauchy-Schwarz-Buniakowskijevoj nejednakosti je

(l-a;+1-ap+---+1-a,) < (P+12+-- +1H@?+a3+ --+d?)

= nlal+a3+-- Fay),
odakle slijedi K, (a) > A,(a). Jednakost vrijedi ako i samo ako je 1/a; = 1/az =
-+ =1/a, odnosno a; = ay = -+ = ap,. O
Zadatak 1. Neka su x,y,z pozitivni realni brojevi ¢ija je suma jednaka 6.

Dokazite da vrijedi nejednakost 2 + y* + 22 > 12.
Rjesenje. Prema KA-nejednakosti je

V™3 3 3

Kvadriranjem i sredivanjem dobivamo nejednakost koju je trebalo dokazati. Jed-
nakost vrijedi ako i samo ako jex =y =z = 2.
Zadatak 2. Dokazite da vrijedi nejednakost

VI+V24+V34+VA+V5+V6+V7 < 14.

Rjesenje. Kako je prema KA-nejednakosti

VIFV2HV34+VA+VE+VE+VT

7
< \/(ﬁ)2 + (V2)2 4+ (V3)2 + (V4?2 + (VB)? + (V6)% + (VT)?
7
N \/1+2+3+4;+5+6+7_\/1_2,

to je V1 +v2 + V3 +V4+ V5 + V6 + V7 < 14. Vrijedi stroga nejednakost jer je
VI# V2

Zadatak 3. Neka sux; € [0,1],i=1,2,...,n, takvi da je x1+x2+- - -+x, = 1.
Dokazite da tada vrijedi

R R

S|

Rjesenje. Kako je prema KA-nejednakosti

\/x%+x§+~~~+x%>x1+x2+~~~+xn 1
n - n o’

to je

TR

S|

Jednakost vrijedi ako i samo ako je x1 =29 =--- =2, = 1/n.
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Zadatak 4. Neka su a,b, c duljine stranica trokuta ABC. DokaZite da vrijedi

nejednakost
1

1 1y o111
3\a b c¢) T a% b2 2

Rjesenje. Kako je prema KA-nejednakosti

to je
1 1+1+1 2<1+1+1
3\a b ¢ ~ a2 b2 2

Jednakost vrijedi ako i samo ako je 1/a=1/b=1/c, tj. a=b=c.
Zadatak 5. Neka su x1, T2, 23,24 pozitivni realni brojevi takvi da je x3 + x3 +

23 = x3. Dokazite da tada vrijedi nejednakost

T +x2+x3 < $4\/§.

Rjesenje. Prema KA-nejednakosti je

1+ T2 + 3 < /x%—i—x%—i—x%
3 - 3 ’

pa’je
$]+$2+$3<3 \/ & — .I\/g
3 \/_3 4 )

Jednakost vrijedi ako i samo ako je z1 = x93 = x3 = x4/\/§.
Zadatak 6. Neka su x1,xa,...,x, pozitivni realni brojevi takvi da je x1 4 x2 +

-+ +apn = 1. DokaZite da tada vrijedi nejednakost

VL + T2+ T, < V.

Rjesenge. 1z

mwmmwﬁg\/<m>2+<m>2+m+<m>2

n

dobivamo
1
\/35—1+\/g+...+\/ﬁ§n.\/xl+x2+ +x"_n.\/j_\/ﬁ.

n n

Jednakost vrijedi ako i samo ako je x1 =29 =--- =, = 1/n.
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Zadatak 7. Neka su a,b,c,d pozitivni realni brojevi takvi da je a +b+ ¢ > d.
Dokazite da tada vrijedi nejednakost

2

d
(a+b+c)2—§>2(ab+bc+ca).

Rjesenje. Prema KA-nejednakosti je

a?+b2+c2 _a+b+c
\/ > >
3 - 3 3

a? 4+ b2 + 2 d2>0
3 9

odakle dobivamo

odnosno )

d
a® +b* +c* — 5 >0
Dodavanjem 2(ab + ac + be) objema stranama posljednje nejednakosti dobivamo

d2
(a+b+c)* — T > 2(ab+ be + ca).

Zadatak 8. Neka su a i b duljine kateta, a ¢ duljina hipotenuze pravokutnog
trokuta ABC. Dokazite da tada vrijedi nejednakost

a—i—bgcx/i.

Rjesenje. Kako je prema KA-nejednakosti
a+b < [a? + b2 ,
2 - 2

2
a+b<2- 5:0\/5.

to je

Jednakost vrijedi ako i samo ako je a = b.
Zadatak 9. Neka su a,b, c duljine stranica trokuta ABC. DokaZite da vrijedi
nejednakost

Va+tb—c+vVbt+c—a+vVet+ta—b<a+Vb+ /e

Rjesenje. Neka je s = (a+ b+ c¢)/2 poluopseg trokuta i neka jex =s—a,y=s—1>b
iz=s—c Tadajea=y+2 b=z2+2 c=x+y, paje dana nejednakost
ekvivalentna sa

V2r +2y+V2z <V +y+Vy+z+vz+zx
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Dokazimo ovu nejednakost. Prema KA-nejednakosti je

V2z + /2y + V22
VBT VHVE VBV
B 2 * 2 * 2
§ \/<¢%>2—2+<@>2+\/<m>2—2+<@>2+ \/w%)?;(x/%m

= Vrty+Vytz+tvztua

Jednakost vrijedi ako i samo ako jex =y =2,tj. a=b=rc.

Zadatak 10. Tockom T unutar trokuta povrsine P konstruirana su tri pravca
paralelna stranicama trokuta. Owvi pravci sa stranicama trokuta tvore tri mova
trokuta cije povrsine oznacimo sa Py, Py i P3. DokaZite da je

1
P1+P2+P32§P-

Rjesenje. Uvedimo oznake kao na Slici 1.

C
E
F
P P,
G/ N, D
P,
Y I ; B

Slika 1

Trokuti HIT, TDE i GT'F su sli¢ni trokutu ABC. Stoga je
[P, _|HT| _ |AG]
P |AC| |AC|
[Py, _|TE| _|FC|
P |AC|  |AC)|
| P3 |GF|
P JAC|
Zbrajanjem dobivamo

VP + VP ++Ps  |AG|+ |GF|+ |FC|  |AC| _
VP |AC| lAcl
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pa je

VP + /Py +/P; = VP.

Prema KA-nejednakosti je

VP4 VP + VP _ \/<m>2+<¢172>2+<ﬁ3>2
3 - 3 ’

odakle je

Pi Pyt Py VPV VP (VPN P
3 - 3 N 9
tj.
1
P1+P2+P32§P-

Zadaci za vjezbu

1. Neka su z, y i z nenegativni realni brojevi takvi da je 22 + y? + 22 = 1.
Dokazite da tada vrijedi nejednakost

LS S SRR
241 y+1  z+17 343

2. Neka su a, b, ci d nenegativni realni brojevi ¢ija je suma jednaka 1, a suma
njihovih kvadrata nije veéa od % Dokazite da niti jedan od tih brojeva nije
vedi od %

3. Neka su aq,as, ..., asr pozitivni realni brojevi manji od 1. Dokazite da tada
vrijedi nejednakost

\/CL%+(1—CL2)2+\/CL%+(1—CL3)2+...
+ \/agkil—l—(l —CLQk)Q-‘r\/CL%k-‘r(l—CLl)Q > kV2.

4. Neka su t4, tp, t. duljine teziSnica, a R polumjer trokutu ABC' opisane
kruznice. Dokazite da vrijedi nejednakost

9
ta+tb+tc§ §R
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