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Arthur Cayley

Kao i za sve drugo, tako i za matematicku teoriju vrijedi:
ljepota se mozZe spoznati, ali ne objasniti.

FRANKA MIRIAM BRUCKLER*

Jos jedan od velikih matematicara koji su radili kao pravnici bio je i Arthur
Cayley. Osobito je pridonio razvoju moderne apstraktne algebre, ali i geometrije te
teorije grafova.

Roden je 16. kolovoza 1821. u Richmondu u Engleskoj, no prvih osam godina
proveo je u St. Petersburgu u Rusiji. Nakon tog se obitelj vratila u Englesku.
Veé u skoli je pokazao talent za matematiku. Otac je zelio da nastavi obiteljsku
trgovacku tradiciju, no Arthurov ucitelj je preporucio da ga se potakne na studij
matematike te se 1838. upisao na Trinity College u Cambridgeu, gdje je diplomirao
1842. Za vrijeme studija istakao se i u znanju jezika (njemacki, francuski, talijanski
i greki). Ved je tokom studija objavio tri matematicka ¢lanka, a nakon diplome
dobio je Fellowship na cetiri godine i predavao je to vrijeme u Cambridgeu. U te
je cetiri godine objavio jos 28 radova. No, nakon istjecanja Fellowship-a morao
je naci profesiju te je odabrao pravo. Od 1849. do 1863. radio je kao odvjetnik.
Specijalnost su mu bila pitanja prijenosa vlasnistva. Iako je bio uspjesan pravnik,
uvijek je pravo smatrao samo sredstvom za zaradu novaca kako bi se mogao baviti
matematikom. U tih 14 godina rada kao pravnik objavio je oko 250 matematickih
radova. Ukupno je tokom zZivotu objavio 967 radova iz raznih podruéja matematike!

Komunicirao je sa sir William Rowan Hamiltonom (1805-1865) i James Joseph
Sylvesterom (1814-1897). Hamilton je najpoznatiji po otkri¢u kvaterniona (poopéenje
kompleksnih brojeva), a Sylvester po razvoju teorije matrica i otkri¢u diskrimi-
nanti za jednadzbe stupnja veceg od 2. S njima je godinama Cayley razmjenjivao
matematicke ideje. Osobito je mnogo komunicirao sa Sylvesterom jer je i on bio
pravnik te su cesto zajedno radili pri sudu i tokom radnog dana raspravljali o
matematici.

Godine 1863. Cayley dobiva mjesto profesora matematike u Cambridgeu, sto
je za njega doduse znacilo bitno smanjenje prihoda (kao i danas, pravnici su i tad
bili bolje placeni od znanstvenika), ali je Cayley prihvatio mjesto sretan da ima
mogucénost potpuno se posvetiti matematici. Ubrzo iza toga se oZenio i imao je
vrlo sretan brak. Pokazao je velik interes za pokret za sveuciliSno obrazovanje Zena.
Godine 1881. pozvan je odrzati niz predavanja na Johns Hopkins University u Balti-
moreu (SAD), gdje je Sylvester u meduvremenu postao profesor matematike. Tamo
je proveo prvih pet mjeseci godine 1882. Po povratku je (1883) postao predsjednik
British Association for the Advancement of Science. Njegov govor tom prigodom
bio je popularni prikaz matematike za znanstveni krug, a ujedno vrijedan povijesni
pregled razlicitih matematickih teorija. Godine 1889. Cambridge University Press
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zamolio ga je da pripremi svoja sabrana djela. Cayley je umro za vrijeme uredivanja
tih djela, 26. sijecnja 1895. u Cambridgeu. Pogrebu su prisustvovali ne samo djelat-
nici Sveucilista veé i sluzbeni predstavnici Rusije i SAD te neki od najznacajnijih
britanskih filozofa.

U teoriji grafova, Cayley je pridonio njenom uspostavljanju kao samostalne
matematicke discipline te razvoju njenih primjena na kemiju. Teorija grafova je
matematicko podrucje koje se bavi grafovima, tj. objektima koji se mogu prikazati
odredenim brojem tocaka (tzv. vrhovi) povezanih odredenim brojem linija (tzv.
bridovi). Pritom nije bitan izgled prikaza grafa, nego samo koji vrhovi su bridovima
medusobno povezani. Tipi¢an primjer grafa su crtezi kemijskih molekula. Tako npr.
molekulu vode prikazujemo grafom

H—0—H,

odnosno s tri vrha povezanih s dva brida, gdje dva vrha predstavljaju atome vodika,
a jedan predstavlja atom kisika. Takvi prikazi ustalili su se upravo u Cayleyjevo
doba, a on je u nizu clanaka tokom 1870-ih i 1880-ih godina rijesio neka od kemijskih
pitanja svodivih na pitanja teorije grafova. Tako je npr. matematicki dokazao da
su molekule alkana C,H,,, npr.

moguce samo za m = 2n + 2. Iz kemije je poznato da su u alkanima sve veze
jednostruke i da nema ciklusa (zatvorenih prstenova unutar molekule). Time grafovi
molekula alkana spadaju u vrstu grafova koje danas zovemo stabla i kojima se
mnogo bavio Cayley. Stabla se pojavljuju u nizu prakticnih primjena, tako npr.
pri ispisivanju rodoslovlja ili hijerarhije kompjutorskih direktorija. S obzirom da u
alkanu imamo n Cetverovalentnih C-atoma tj. vrhova iz kojih izlaze po 4 brida, te
m jednovalentnih H-atoma tj. vrhova iz kojih izlazi po jedan brid, ukupno imamo
4"% bridova (dijelimo s 2 jer smo svaki brid prebrojali dvaput tj. brojali smo ga
jednom u svakom od njegova dva kraja). S druge strane, ukupan broj atoma tj.
vrhova u grafu alkana C,H,, je m + n. Za sva stabla vrijedi da je broj bridova za
1 manji od broja vrhova, dakle mora vrijediti 4"% =m+n—1tj. m=2n+2.

U geometriji, Cayley je razvio (osobito analiticku) geometriju u n dimenzija.
Cayleyjev rad na n-dimenzionalnoj geometriji primijenjen je na proucavanje kon-
tinuuma prostor-vrijeme. Predlozio je da se euklidska i neeuklidske geometrije!
promatraju kao posebni tipovi geometrija. Vezano za to, jedan je od onih koji
anticipiraju modernija fizikalna otkrica:

No pretpostavimo da je fizikalni prostor naseg iskustva samo aproksima-
tivno euklidski prostor, koje bi tome bile posljedice?

1U neeuklidskim geometrijama kroz tocku izvan pravca ili ne postoji paralela s pravcem (tzv.
elipticke geometrije), ili ih ima viSe od jedne (tzv. hiperbolicke geometrije). Otkrivene su u prvoj
polovini 19. stoljeca, a primjenu su nasle u modernoj fizici i astronomiji.
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(iz govora pri imenovanju za predsjednika British Association for the Advancement
of Science)

Po Arthuru Cayleyju danas mnogo matematickih pojmova nosi ime, osobito u
algebri. Neki od najpoznatijih su:

Cayleyjev teorem koji kaze da je svaka kona¢na grupa izomorfna nekoj grupi
permutacija. Pojednostavljeno receno, konac¢na grupa je neki konacan skup na
kojem je definirana neka operacija (npr. skup {1,2, ..., 12} (sati na obi¢nom satu) uz
yzbrajanje na satu” u kojem je 142 = 3, alii 5410 = 3 tj. 10 sati iza 5 je 3 sata). Ta
operacija mora imati svojstvo zatvorenosti (rezultat ostaje u skupu), asocijativnosti
(ne trebamo zagrade ako samo ponavljamo tu operaciju), ima neutralni element
(onaj s kojim operacija ne mijenja druge elemente, npr. u gornjem primjeru to je
12 jer kad se kazaljka pomakne za 12 sati na satu dode u istu poziciju u kojoj je i
bila) i svaki element ima inverzni (onaj s kojim operacija daje neutralni element,
npr. inverz od 10 sati je 2 jer je 104+ 2 = 12). Posebne grupe su grupe permutacija:
njihovi elementi su (ne nuzno sve) permutacije nekog skupa, a kao operacija uzima
se komponiranje permutacija. Izomorfnost dviju grupa znaci da se one razlikuju
samo po karakteru i/ili imenima elemenata i operacija, ali da kad bismo im pravila
za operaciju ispisali u ,tablicu zbrajanja”, te bi tablice podjednako izgledale. Npr.
grupa {0, 1} s operacijom binarnog zbrajanja ima tablicu

+10 1
010 1
111 0

Ako imamo grupu s elementima A i ® s operacijom © tako da je

ClA ©
AlA ©
Ole A

usporedbom gornjih dviju tablica vidimo da se one razlikuju samo po oznakama, ali
ne i po smislu, dakle su grupe koje one predstavljaju izomorfne. Tablice poput gorn-
jih danas zovemo Cayleyjeve tablice. Cayley ih je uveo 1854. Tada je uspostavio
opéu teoriju grupa (prije toga su jedine poznate grupe bile grupe permutacija).
Tada je uo¢io da npr. i matrice? s obzirom na zbrajanje ¢ine grupu.

Upravo je Cayleyjev rad na matricama imao osobito velike posljedice za matem-
atiku i njene primjene: posluzio je kao temelj kvantne mehanike, koju je razvio
W. Heisenberg 1925. Cayley je prvi uveo mnozenje matrica. Dokazao je Cayley-
Hamiltonov teorem® za matrice s dva reda i dva stupca (kvadratne matrice* reda
2) i za one s tri reda i tri stupca (kvadratne matrice reda 3). Taj teorem kaze da
svaka kvadratna matrica zadovoljava svoju karakteristicnu jednadzbu. Karakter-
isti¢na jednadzba matrice je jednadzba

det(A—zI)=0
2 . . . 1 2 3
Matrica je pravokutna tablica brojeva, npr. 5 0 0l

3Za kvadratne matrice reda 4 dokazao ga je W. R. Hamilton, a za opéenite kvadratne matrice
F. G. Frobenius 1896.
4Kvadratna matrica je matrica koja ima jednak broj redaka i stupaca.
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gdje ,det” oznacava determinantu matrice®, I je jediniéna matrica s istim brojem
1 0 --- 0

1 0
redaka i stupaca kao A (oblika | . . . |), a = je nepoznanica (broj).

Npr. za

jeA—zl = [ _21 (1) ] —x [ (1) (1) ] =(broj s matricom mnozimo tako da sve njene

elemente pomnozimo tim brojem)= [ _21 (1) ] - [ g 2 ] =(matrice oduzimamo
2—x 1

po pozicijama)—[ 1 ] pa je

det(A—al)=2—x) (—2) —1-(=1)=2* 22 +1
tj. karakteristi¢na jednadzba od A je
2?22 +1=0.

Cayley-Hamiltonov teorem kaze da A mozemo uvrstiti na mjesto z-a u nju te da
ako slobodni ¢lan shvatimo kao slobodni ¢lan puta jedini¢na matrica, dobit éemo
istinitu matri¢nu jednakost:

A?—2A+1-1=0

0 0
0 0
znaju mnoziti matrice: provjerite da je za gornju matricu A, matrica A2 — 24 + I
zaista jednaka nul-matrici. Mozete pokusati pokazati i Cayley-Hamiltonov teorem

(desno je 0 = nul-matrica odgovarajuce veli¢ine = [ ]) Zadatak za one koji

b
za matrice reda 2: ponovite gornji postupak s matricom [ ZL d ] !

Literatura

[1] MacTutor History of Mathematics,
http://wuw-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Cayley.html

[2] Wikipedia, http://en.wikipedia.org/wiki/Arthur Cayley

[3] ErRiIC W. WEISSTEIN, ARTHUR CAYLEY, u: MathWorld— A Wolfram Web
Resource. http://scienceworld.wolfram.com/biography/Cayley.html

[4] D. VELIAN, Kombinatorika s teorijom grafova, Skolska knjiga, Zagreb, 1989.

5Determinanta kvadratne matrice je njoj po odredenim pravilima pridruzen broj. Za kvadratnu

. . . . b
matricu reda 2 njena determinanta racuna se po pravilu det [Z’ d} = ad — be.



