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sazeTak: Uzro€na teorija znanja iskoriStena je od strane nekih teoreticara koji su
se, baveci se filozofijom matematike, dotakli teme matematickog znanja. Neki od
njih govore o nuznosti uzrocnog uvjeta za opravdanje, ¢ime se stvaraju uvjeti za
obnavljanje starog sukoba empirista 1 racionalista. Uzro¢na teorija je, isticanjem
uvjeta uzro¢nosti kao nuznog za opravdanost, dala poticaj suvremenim empiri-
stima da krenu ¢ak 1 na do tada nedodirljive spoznajne temelje matematike. Me-
dutim, u kom smislu mozemo govoriti o opravdanosti kao uzro¢nosti kad je rijec
o matematickom znanju? Da li uzro¢nos$¢u-culno$¢u mozemo opravdati matema-
ticki iskaz 2+2=4? Je li nam za znanje tog iskaza neophodna culnost, vizualna
predodzba jabuka ili klikera koje zbrajamo na nasim prvim satovima matematike
u Skoli? Stoje li stvari isto 1 s iskazom da se kroz bilo koje dvije tocke moze po-
vuéi to¢no jedan pravac, ili da je zbroj kutova bilo kojeg trokuta kut ¢ija je mjera
jednaka zbroju mjera dvaju pravih kutova? Iako je u ovom radu, uglavnom, dan
pregled stavova autora koji pokusavaju govoriti o primjeni uzrocne teorije u shva-
¢anju matematickog znanja, ideja koja se podrzava u njemu jest da je znanje, iska-
zano matemati¢kim tvrdenjem, dobiveno 1 preneseno dokazom. Dokaz, sam po
sebi, jamac je istine. On nas uvjerava u to¢nost matematickih tvrdnji. Dokazujuéi
spoznajemo. Najveci dio onoga §to znamo (tvrdimo) zasnovano je dokazom na
prethodnim znanjima (tvrdenjima). Zbog prethodnog moZzemo re¢i da je znanje
u matematici po svojoj prirodi drugacije od znanja u empirijskim znanostima, to
jest da ne iziskuje uzro¢nu vezu koja se smatra nuznim uvjetom za znanje u tim
znanostima.
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1. Benacerrafov problem

Paul Benacerraf je 1973. godine objavio tekst “Mathematical truth”. U
njemu, izmedu ostalog, razmatra jedan filozofski problem u matematici,
kasnije prozvan “Benacerrafova dilema”, a koji se odnosi na mogucénost
stjecanja znanja u matematici. Ukratko receno, ta “dilema je sukob iz-



98 Prolegomena 9 (1) 2010

medu platonizma, ontologije apstraktnih objekata, zahtijevane za mate-
matic¢ku istinu, 1 empirizma, shvacanja da je opazanje osnova znanja o

objektima”.!

U cetvrtom dijelu teksta “Mathematical truth” Benacerraf se bavi
odredenjem pojma znanja. On trazi odgovore na takva pitanja kao §to su:
kada za nekoga mozemo reéi da posjeduje znanje o neGemu? Sto znadi reéi
da osoba zna da je crni objekt koji drzi u ruci gljiva tartuf? Ono $to bismo
mogli nazvati znanjem, kaze autor, podrazumijeva, prije svega, “odredeno
stanje” (mozda psiholosko) onoga koji spoznaje. Pored toga §to je za Bena-
cerrafa bitnije, neophodno je postojanje odredene uzrocne veze izmedu
onoga tko spoznaje 1 onoga §to se spoznaje. RijeCima autora, takav objekt
“mora imati odgovarajucu ulogu u uzro¢nom objasnjenju [...] vjerovanja
da je crni objekt koji [ta osoba] [...] drzi gljiva tartuf”.? Medutim, Bena-
cerraf ne objaSnjava $to znaci “odgovarajuca uloga”.

Najjednostavniji slucaj postojanja uzrocne veze neke Cinjenice p s
necijim vjerovanjem u p jest opazanje.’ Cinjenica koju opazamo je, po
pravilu i u uobicajenim okolnostima, uzrok naseg vjerovanja u nju. Sjeca-
nje je, kao 1 opazanje, vrsta uzro¢nog procesa. Osoba S sjeca se Cinjenice
p u vremenu ¢. To vjerovanje uzrokovano je vjerovanjem iz nekog pros-
log vremena. Zakljucivanje se moZe naci u ulozi dijela uzronog niza. Na
primjer, neki Covjek zasniva svoje vjerovanje u jedan iskaz na vjerovanju
u skup drugih iskaza. Tako njegovo vjerovanje u posljednji iskaz moze
biti promatrano kao posljedica uzrokovana njegovim prethodnim vjero-
vanjima. Zaklju¢ivanje moze biti dio uzrocnog lanca. Ono moze biti kraj
lanca zasnovanog na opazanju i sje¢anju. Ni glavni predstavnik uzro¢ne
teorije, Goldman, nije jasan kada govori o tome moze li zakljuc¢ivanje biti
promatrano kao samostalan uzro¢ni proces.*

Vratimo se Benacerrafu. U opéem slucaju, smatra on, osoba X zna Ci-
njenicu p ako X posjeduje vjerovanje da p, pri ¢emu je to vjerovanje uzro-
kovano 1 odredeno ¢injenicom da p. Ako je izostala takva veza izmedu X 1
¢injenice da p, ¢ak 1 ako X'ima tocno vjerovanje, onda o znanju ne mozemo

I'Hart (1996: 4).

2 Benacerraf (1973: 23).

3 Goldman (1967: 357).

4 Pitanje je da li zaklju¢ivanje kao dio uzro¢nog lanca moze biti promatrano sa-
mostalno kao uzro¢ni proces. Drugim rijeCima, da li subjektovo vjerovanje da g, ako on
iz g zakljucuje p, uzrokuje njegovo vjerovanje da p? Na ovo pitanje necu pokusati dati
konacan odgovor. Sklon sam re¢i da zakljucivanje jest uzrocni proces, to jest da kada je
netko zasnovao svoje vjerovanje u jedan iskaz na svom vjerovanju u neki skup iskaza,
onda njegovo vjerovanje u taj skup iskaza moze biti promatrano kao uzrok njegovog vjero-
vanja u prvi iskaz. Ali ja ne zelim zasnovati svoju teoriju na ovoj tvrdnji. Sve §to tvrdim
jest da ako je lanac zakljucivanja “dodan” uzro¢nom lancu, onda je ¢itav lanac uzro¢ni
proces (Goldman 1967: 362).
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govoriti. Zasto je taj uvjet bitan? Pretpostavimo da je p zaista to¢no, da X
vjeruje da je p, ali da vjerovanje X-a u p nije zasnovano “odgovaraju¢im”
svjedoCanstvom, svjedocanstvom koje je vezano za p. U takvom slucaju,
smatra Benacerraf, ne mozemo govoriti o znanju. Oc¢igledno, na njegovo
shvacanje znanja snazno je utjecala Goldmanova uzroc¢na teorija.

Na ovom bi mjestu trebalo podsjetiti na klasicnu definiciju znanja.
Po toj definiciji znanje je opravdano istinito vjerovanje. Drugim rije¢ima,
istinitost p, vjerovanje da je p istinito 1 opravdanje za to vjerovanje jesu
pojedinacno nuzni, a zajedno su dovoljan uvjet za znanje. Benacerraf u
svom tekstu ne spominje ni klasicnu definiciju niti pokuSaj da se ona do-
vede u pitanje. Medutim, usporedujuci Benacerrafovu definiciju s klasic-
nom, primjecuje se da je uvjet opravdanosti, u stvari, zamijenjen uvjetom
uzro€nosti. Benacerraf ne spominje pojam opravdanosti, ali je jasno da on
nastoji preciznije odrediti uvjet opravdanosti iz klasi¢ne definicije. Bolje
receno, to je njegova interpretacija opravdanosti. On uzro¢nost ne shvaca
kao jedan od vise razli¢itih na¢ina opravdanja, vec je to za njega jedini
nacin opravdanja ako Zelimo govoriti o vjerovanju kao znanju. Uzro¢nost
nije ni dopuna, pokusaj pojacanja klasi¢ne definicije dodatnim uvjetom.
Za Benacerrafa je to zamjena za opravdanost. To jest pokusaj pojacanja
definicije, ali ne dodatnim uvjetom, nego zamjenom uvjeta. Medutim, je li
novi uvjet ispunio oc¢ekivanje? Da li uzro¢nost uvijek jamci opravdanje za
vjerovanje? Da li su moguci slucajevi u kojima je uzro¢ni uvjet ispunjen,
vjerovanje istinito, a da ne moZemo reci da je 1 opravdano, pa onda ne mo-
zemo reci ni da je rije¢ o znanju? Uzmimo jedan primjer. Pretpostavimo
da se oko nas nalazi sistem ogledala kojeg nismo svjesni (ne znamo da se
radi o ogledalima), a koji pred nas “dovodi” sliku objekta koji se zaista na-
lazi 1spred nas, ali koji zbog ogledala direktno ne vidimo. U ovom slu¢aju
imamo istinito vjerovanje da je objekt ispred nas. Odgovarajuci uzro¢ni
lanac postoji, ali teSko mozemo govoriti o znanju.

Zahtjev za “odgovaraju¢im” svjedoCanstvom 1 za uzrocnom vezom
onoga tko spoznaje s “odgovaraju¢im” izvorom znanja posebnu tezinu
dobiva kad je u pitanju matematika, s obzirom na prirodu objekata kojima
se ona bavi. Ta priroda, kako Benacerraf kaze, prijeti da “Ce biti nemoguce
objasniti kako bilo tko zna bilo koju to¢nu tvrdnju teorije brojeva”.> Zasto
bi to bilo nemoguce? Benacerrafa brine priroda matematickih objekata
koja nije ista kao priroda objekata neke empirijske znanosti, uslijed cega
je nejasan zahtjev za uzro¢nim odnosom 1zmedu tih objekata 1 onoga tko
ih spoznaje. Vise nemamo ispred sebe atome, stanice, biljke, zivotinje,
ljude, atmosferska praznjenja, nebeska tijela. Cini se da nemamo objekte

> Benacerraf (1973: 24).
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1 dogadanja koje mozemo opazati Culima, kao Sto biolog promatra borbu
jelena za opstanak, ili kao Sto kemicar promatra reakciju lakmus papira
na kiselinu. Od pomo¢i nam nije ni upotreba nekih pomagala, kao Sto
je teleskop za astronoma, ili mikroskop za lije¢nika. Ispred sebe imamo
objekte kao Sto su skupovi, preslikavanja, brojke, figure hiperbolicke geo-
metrije, algebarske strukture. Kakva je priroda tih objekata? Gdje se oni
nalaze? Kako da sad u odnosu na te objekte za koje nismo ni sigurni da ih
mozemo opazati govorimo o uzro¢nom odnosu izmedu njih 1 onoga tko ih
spoznaje? Kako govoriti o znanju za koje je, po Benacerrafu, neophodna
uzrocnost? Takva pitanja su razlozi njegove brige.

Jedan nacin shvacanja Benacerrafove uzro¢nosti predlaze Philip
Kitcher u svojoj knjizi The Nature of Mathematical Knowledge. Prvo,
mi stjeCemo mnoga znanja od nasih ucitelja. Njihov autoritet igra bitnu
ulogu. Drugo, neka od tih znanja ste¢ena su uz pomoc¢ opazanja. Nase rano
ucenje pospjeseno je koriStenjem pomagala kao Sto su Stapovi ili kuglice.
Kasnije koristimo dijagrame. Tre¢e, matematika ima dugu povijest. [zvori
matematickog znanja leze u prakticnim aktivnostima nasih predaka, Egip-
¢ana, Babilonaca ili ljudi koji su vremenski jos dalje od nas. Kasniji razvoj
matematike je sve manje posla imao s takvim prakti¢énim aktivnostima 1
rijetki su momenti kada matematicari ponovo pokazuju zanimanje za fi-
ziCke osobine svakodnevnih stvari. Matematika svakog doba uvjetovana
je ranijim dostignu¢ima. Diofantovi rezultati bili su inspiracija za Fer-
mata, a njegov za Gaussa 1 Kroneckera. Euklid i Descartes su postavili
osnove koje su koristili Newton 1 Leibniz, a njihove metode iskoristili su i
prosirili Euler, Lagrange, Cauchy i Weierstrass.5

Kitcher prihvacda da je veoma ogranic¢en opseg matematickog znanja
koji moze biti steCen promatranjem 1 kombiniranjem obic¢nih stvari. Me-
dutim, to je za njega bitna osnova na kojoj ni¢u moc¢ne teorije suvremene
matematike. Baveci se praktiénim problemima i metodama Babilonaca,
Grei su razvili teorije kojima su sistematizirana ranije dobivena rjesenja.
Njihovo znanje zasnovano je na empirijskom znanju njihovih prethod-
nika. S druge strane, to znanje sluzilo je kao osnova znanja njihovih sljed-
benika. U svakom dobu znanje pojedinaca stvara se preko znanja ucitelja
koji prenose ono §to je matematicka zajednica do tada postigla. Takvo
znanje rezultat je dugog niza matematickih epizoda, pri ¢emu prvu Cine
najjednostavnija opazanja. Ovakvu ideju mogli bismo nazvati evolutiv-
nom teorijom matematickog znanja.

Vjerovanje matematicara u neki aksiom elementarne aritmetike vjerojatno
je stvoreno zahvaljuju¢i velikom broju razlicitih uzro¢nih procesa: prisje-

6 Kitcher (1984: 92).
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¢anjem o procitanim tekstovima i o odsluSanim predavanjima, opazajnim
uocavanjem da aksiom vazi za po€etni segment niza matematickih simbola i,
mozda, zahvaljujuc¢i nekim daljim procesima [...] Mi moZemo ste¢i sigurno
matemati¢ko vjerovanje iskljucivim koriStenjem pamcenja i opazanja: ovo
se dogada svaki put kada je naSe znanje matematickih istina zasnovano na
iskustvu Citanja knjiga ili sluSanja predavanja (ili na pamcenju takvog iskus-
tva).’

Kitcherova ideja je sljedeca. Izvor matematickog znanja nasih dalekih pre-
daka bilo je isklju¢ivo opazanje, sli¢no situaciji u kojoj se nalazi i svatko
od nas u djetinjstvu. To znanje, prosirujuci ga dalje, prenose na nove ge-
neracije matematicari.

Benacerraf razlikuje dva shva¢anja matematicke istine 1 matematic-
kog znanja: prvo zove “standardnim”, a drugo “kombinatornim” shva-
¢anjem. On smatra da je Godel predstavnik prvog shvacanja po kojem,
da bismo govorili o znanju, mora postojati veza izmedu matematicara i
objekata o kojima on govori, slino vezi koja postoji izmedu fizicara 1
njegovih objekata. A kakva je ta veza u fizici? Fizicar daje iskaze o objek-
tima koje opaza neposredno ili nekim pomagalima, o objektima koji se
nalaze ispred njega, koji, €ini se, postoje. On govori o nacinu na koji se
Sunceva svjetlost odbija ili prelama u odnosu na povrsinu morske vode.
Govori o uvjetima prostiranja zvucnih valova koje proizvodi avion u letu.
Govori o silama koje djeluju na ljudsko tijelo koje se okrece na vrtuljku.
Dolazenje do zakona fizike potaknuto je takvim primjerima. Ti zakoni su
opcenitiji iskazi koji se odnose na Sire klase dogadaja, kao Sto su odbijanje
1 prelamanje svjetlosti u odnosu na neku povrSinu, prostiranje zvucnih 1
svjetlosnih valova, kruzno kretanje. Njihovu istinitost naj¢es¢e mozemo
potvrditi 1 ¢ulima u bilo kojem pojedinacnom dogadaju koji pripada klasi
na koju se zakon odnosi. A kakva je veza izmedu matematiCara 1 objekata
kojima se on bavi? Da bismo odgovorili na to pitanje moramo vise znati o
prirodi tih objekata 1 0 mjestu na kojem se nalaze, ako se ono uopée moze
odrediti. Priroda tih objekata, svakako, nije ista kao priroda objekata fi-
zike 1 oni su mnogo “udaljeniji” od nasih ¢ula nego objekti fizike. Godel u
svom tekstu “What is Cantor’s continuum problem?” kaze da mi, bez ob-
zira na udaljenost objekata matematike (teorije skupova) od €ula, imamo
neku vrstu opazanja (intuiciju)® o tim objektima. On ne misli da manje
povjerenja treba imati u intuiciju nego u opazanje, pa zbog toga znanje
matematike nije niSta manje pouzdano od znanja fizike:

"Kitcher (1984: 93-94).

8 Mogli bismo re¢i da je intuicija neposredno uvidanje, duhovno gledanje, neposredno
steCeno znanje do kog se nije doslo putem iskustva ili razmisljanja, “otkrivanje koje se raz-
vija iz Covjekove duse” (Goethe).
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S druge strane, objekti [...] teorije skupova [...] o€igledno ne pripadaju fi-
zi¢kom svijetu, StoviSe, njihove posredne veze s fizikalnim iskustvom vrlo
su slabe.

Ali, 1ako su objekti teorije skupova daleki od culnog iskustva, mozemo reci
da imamo neko opazanje tih objekata, buduci da nam se aksiomi namecu
kao istiniti. Ne vidim zaSto bismo takvu vrstu opazanja, matematicku intui-
ciju, smatrali nesigurnijom od ¢ulnog opazanja koje nas navodi da gradimo
fizikalne teorije [...] Paradoksi teorije skupova teSko da su neugodniji za
matematiku nego $to su ¢ulne obmane za fiziku. °

Takvu usporedbu Benacerraf smatra povrSnom. Za njega je analogija s
¢ulnim opaZanjem bez mnogo smisla, sve dok ne bude jasno kako nam
se to “aksiomi namecu kao istiniti”. Nije jasno, kaze Benacerraf, kakva
je veza izmedu matematicara 1 objekata koje on spoznaje, pa nije jasno ni
mozemo li govoriti o znanju. Koje spoznajne mo¢i, koja cula koristimo
kad govorimo o tocnosti aksioma? Kako stjeCemo to znanje? U fizici
imamo zadovoljen uvjet postojanja uzrocne veze. Kre¢emo od cula 1 pri-
hva¢amo kao znanje jedino takva vjerovanja koja su zasnovana na nasim
¢ulnim mo¢ima.'? Osim intuitivne “jasnoée”, Gddel govori i o jos jednom
nacinu njihove “provjere”. To je “provjera” tvrdnji koje izvodimo iz tih
aksioma 1 za koje se ¢ini da ih je moguce “opazati” izravnije nego aksi-
ome (imati jasniju intuiciju o njima). Na primjer, “provjerljive” posljedice
aksioma viSe beskonacnosti su iskazi teorije brojeva koji su provjerljivi
izraCunavanjem za dan cijeli broj. Ali, Benacerraf smatra da smo naisli na
novi problem. Kako znamo iskaze aritmetike koji su nam neophodni za to
izraCunavanje?

Sto je po Benacerrafu pozitivno u shvacanju koje zove “standard-
nim”? Godel smatra da su objekti matematickog znanja daleko od ¢ulnog
iskustva. S druge strane, Benacerraf je kao uvjet bilo kojeg znanja po-
stavio postojanje uzro¢ne veze izmedu covjeka koji spoznaje i objekata
znanja. Prihvatimo li oba stanovista, matemati¢ko znanje nije moguce s
obzirom na ne-Culnu prirodu objekata matematike. Benacerraf cijeni Go-
delovo nastojanje da se taj “jaz”” izmedu matematicara i njegovih objekata
premosti, medutim, on se ne slaze s Godelom jer ovaj pretpostavlja posto-
janje posebne sposobnosti, intuicije, uz pomo¢ koje imamo “vezu” s tim
objektima.!!

Godelovo shvacanje matematiCkih objekata, kao stvari koje su da-
leko od ¢ula i koje spoznajemo uz pomo¢ posebne mo¢i, ima veliku sli¢-
nost s Platonovim u¢enjem o idejama. Ideje su za Platona “Ciste forme”

2 Godel (1947/64: 483-484).
10 Benacerraf (1973: 26).
1 Benacerraf (1973: 26).
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koje postoje 1 nalaze se daleko od ¢ulnog svijeta. One su prauzor, pralik
svega §to se pojavljuje pred nasim Culima. Sve §to postoji u promjenljivoj
stvarnosti samo je sjena ideja. Ideje ne mozemo spoznati ¢ulima, ve¢ po-
mocu njih nesto znamo tek o sjenama ideja. U istom smo polozaju kao 1
covjek koji ¢itav Zivot provodi u pecini, okrenut ledima prema izlazu, i u
mogucnosti je da vidi tek sjene likova koji su van peéine, a na koje pada
svjetlost. Te sjene, kao kopije ideja, mi imamo pred ¢ulima. Platon znanje
definira kao vjerovanje koje je tocno i opravdano. Ako je tako, mozemo
li onda govoriti o znanju o idejama? Ako moZemo, kako da se takvo vje-
rovanje opravda? Platon, kao 1 Godel, govori o posebnoj moc¢i uz pomo¢
koje stjeCemo znanje o objektima koji su daleko od ¢ula. Tu sposobnost
on ne zove “intuicija”, nego “anamneza”.!? Po Platonu, dusa je besmrtna i
prije dolaska u Covjecje tijelo ona je promatrala svijet ideja. Ona sve zna,
ali dolaskom na zemlju mnogo toga 1 zaboravlja (Fedon, 249c). Proma-
tranjem pojedinih stvari, dusa odmah zapaza sli¢nost s onim §to je prije
gledala i tako se dobiva sjecanje kao oblik znanja. Sjecati se ne znaci nista
drugo nego dobiti (iznijeti) znanje iz samog sebe. Kod Goédela imamo
intuiciju, a kod Platona sjecanje. Platonovim rijecima:

Posto je, dakle, duSa besmrtna i1 posto se viSe puta ponovo radala i buduci da
je promatrala sve stvari 1 na zemlji 1 u podzemnom svijetu, onda ona nema
nista Sto nije naucila. Prema tome, nije nikakvo ¢udo $to ona o vrlini 1 osta-
lim stvarima ima sje¢anja na ono §to je ranije znala. Posto je cijela priroda
homogena 1 posto je duSa sve naucila, onda ne postoji niSta Sto bi nekoga
moglo sprijeciti da, ako se podsjeti samo na jedno, §to se kod ljudi zove
udenjem, sve ostalo pronade sam ...!3

Kako to “prisje¢anje” duse izgleda na primjeru, Platon je pokazao u dija-
logu Menon (82, 85b). Sokrat razgovara s robom svoga prijatelja o geo-
metrijskom problemu: kako odrediti kvadrat ¢ija je povrSina jednaka osam
kvadratnih jedinica mjere? Pri tom je dan kvadrat koji je jedinica mjere.
On ga pitanjima navodi da se “sjeti” kako napraviti kvadrate povrSine Ce-
tiri, devet 1 Sesnaest kvadratnih jedinica, a zatim kako od ovog posljednjeg
dijagonalnom podjelom njegovih Cetvrtina dobiti trazeni kvadrat. Zasto
je Platon za Sokratovog sugovornika izabrao bas roba? Upravo da bi nje-
govom ulogom S§to jace podrzao svoju teoriju o sje¢anju. Rob je Covjek
bez obrazovanja i ovozemaljskog predznanja iz podruc¢ja geometrije. Zato
svako znanje koje pokaze ne moze imati drugi izvor osim sjecanja.

Pored “standardnog” shvacanja matematicke istine, Benacerraf go-
vori 1 0 “kombinatornom” shvacanju. Za nosioce ovog shvacanja ne po-

12 Benacerraf (1973: 26).
13 Platon, Menon, 81d.
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stoji imperativ o postojanju veze izmedu matematicara i objekata o kojima
on govori, poput imperativa o postojanju takve veze izmedu istrazivaca
koji se bave nekim prirodnim znanostima i1 njegovih objekata. Za zago-
vornike “kombinatornog” shvacanja, priroda matematickih objekata nije
bitna za matematicko znanje. Beznacajna su pitanja tipa: da li ti objekti
postoje? Ako da, gdje se nalaze? Kakva je nasa veza s njima? Kako spo-
znajemo bilo §to o njima? Po “kombinatornom” shvac¢anju, znanje, iska-
zano matematickom tvrdnjom, dobiveno je 1 preneseno dokazom, bez
obzira na to $to su, u stvari, objekti matematickog znanja. Dokaz, sam
po sebi, jamac je istine. On nas uvjerava u tocnost matematickih tvrdnji.
Dokazujuci, spoznajemo. Sve §to znamo (tvrdimo) zasnovano je dokazom
na prethodnim znanjima (tvrdnjama). Po ovom shvacanju, sam dokaz je
jamac istine, te nas posebno ne trebaju brinuti ideje o apstraktnoj prirodi
matematickih objekata. Eventualno, ni takav njihov status nece poremetiti
spoznajni projekt stjecanja matematickog znanja. Sva matematicka “real-
nost” opisana je 1 shva¢ena zahvaljujuci dokazu.

Odmah u o¢i upada jasna primjedba koja se moze uputiti “kombina-
tornom” shvacanju. Naime, put “unazad”, na kojem se svaki iskaz oslanja
na prethodne, nije beskonacan. Nakon kona¢no mnogo koraka na kraju
(pocetku) ¢ekaju nas aksiomi, iskazi koje matematicari smatraju istinitim,
bez potrebe da ta istinitost bude potkrijepljena dokazom. Ali kako onda,
uzimajuci u obzir “kombinatorno” shvacanje da je znanje dobiveno do-
kazom, znamo da su aksiomi to¢ni? Za ovo shvacanje nije interesantna
Godelova intuicija ili potraga za nekom drugom vezom izmedu aksioma 1
objekata o kojima oni govore. Upravo to brine Benacerrafa. On smatra ne-
dostatkom takvog shvacanja Sto “izbjegava ono §to mi se ¢ini neophodnim
za prikaz istine”, a to je put preko objekata o kojima govore “iskazi ¢ija je
istina definirana”.'* “Kombinatornom” shvaéanju, nastavlja on, nedostaje
ne samo veza izmedu pocetnih iskaza matematicke teorije 1 stvari na koje
se ti iskazi odnose, ve¢ 1 Zelja da se ta veza nade. Godel je takvu zelju
pokazao koriste¢i pojam intuicije.

Postoji vise nac¢ina da se zasnuje neki skup aksioma. Recimo, aksi-
omi mogu biti uvedeni dogovorom,!®> bez posebnog obrazloZenja njiho-
vog izbora. Benacerraf ne vidi razloge za bilo kakav dogovor koji nema
opravdanje. On u dogovoru ne vidi garanciju istine. Postupak postuliranja
1 postavljanja hipoteza bez veze s objektima o kojima one govore za Be-
nacerrafa je nedovrSen posao. “Mathematical truth” privodi kraju trazeci
podrsku za svoj stav u Russellovim rije¢ima:

14 Benacerraf (1973: 29).
15 Quine (1936),
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Metoda “postuliranja” onoga Sto zelimo ima mnoge prednosti; one su iste
kao prednosti krade nad postenim radom, !¢

ili Benacerrafovim rije¢ima:

... postuliranje konvencijom i sli¢ni postupci ne mogu dovesti do istine. Oni
nisu samo moralno ve¢ isto tako i praktiéno manjkavi.'”

O kakvoj to kradi i nemoralu govore Russell i Benacerraf kad je rijec o iz-
boru aksioma? Problem je u njihovom izboru. Koliko je taj izbor proizvo-
ljan bez obzira na to §to oni mogu zadovoljavati uobicajene zahtjeve?!8
Zasto je 1zabran bas§ taj skup, a ne neki drugi? Koji aksiomi su istiniti?
Cime je ta istinitost opravdana? Kakav je to posteni rad? Benacerraf traZi
opravdanje matemati¢kog znanja polaze¢i od svog odredenja znanja,
znanja uopce. Ali kakvog smisla ima govoriti 0 “uzro¢noj vezi” izmedu
onoga tko spoznaje 1 objekata koji se spoznaju kad je rije¢ o matematic-
kom znanju?

Moglo bi se re¢i da u osnovi razlikovanja “standardnog 1 “kombi-
natornog” shvacanja lezi razlikovanje dvije vrste istine — “predmetne”
1 “koherencijske”. U prvom slucaju podrazumijevamo postojanje odgo-
varajucih objekata ili stanja stvari s kojima subjekt koji spoznaje ostva-
ruje neku vrstu veze 1 na osnovi kojih formira odgovarajuca vjerovanja
ili iskaze. Govoriti o nekoj vrsti dostupnosti matematickih objekata, na
primjer, o “uzro¢nom” djelovanju tih objekata na ljudski um, ima smisla
samo ako prihvatimo takvu vrstu istine. Druga vrsta istine leZi u osnovi
“kombinatornog” shvacanja. Neophodno je da svi iskazi ¢ine koherentan
sistem bez proturjecnih tvrdnji, ili tvrdnji koje bi u bilo kojem smislu bile
nesuglasne. Koherentnost 1 suglasnost, po ovom shvac¢anju, znace istini-
tost. Status koherentnosti matematickih teorija osiguran je jednim od triju
standardnih uvjeta koji se uvijek zahtijevaju od bilo kojeg skupa aksioma,
kao 1 samom prirodom svake matematicke teorije (struktura deduktivno
1zvedena).

2. Teorija uzro¢nosti i matematika

Postoje uzro¢ne teorije koje se odnose 1 na matematicko znanje, i veoma
su slicne Benacerrafovoj. Mark Steiner u svojoj knjizi Mathematical

16 Russell (1919: 71).

17 Benacerraf (1973: 30).

18 Konzistentnost, neovisnost i kompletnost su standardni zahtjevi. Za skup aksioma
kazemo da je konzistentan ako se iz njega ne mogu izvesti dva proturje¢na tvrdenja. Neovis-
nost aksioma zna¢i nemogucénost da se bilo koji aksiom izvede iz preostalih. Komplet-
nost skupa aksioma znaci da se svako tvrdenje unutar teorije mora moc¢i dokazati ili
pobiti.
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Knowledge'® govori, ne o uzroénoj teoriji znanja, ve¢ o uzro¢noj teoriji
opazanja. On smatra da mozemo re¢i da “Ja vidim intuitivno da S, gdje
“S” stoji umjesto aritmeticke istine. “Ja vidim da si ljut” opisuje opazajnu
¢injenicu do koje smo dosli uz pomo¢ vida. To je primjer vjerovanja do
kojeg smo dosli bez bilo kakve pomo¢i zaklju¢ivanja ili dokaza.?® Subjekt
ne moze vidjeti F (F je matematicka ili bilo koja druga ¢injenica), osim
ako F ne sudjeluje kao dio dogadaja koji kod subjekta uzrokuje neko opa-
7ajno iskustvo.?! Ipak, kada god damo neki komentar sli¢an prethodnom,
a koj1 se ti¢e znanja uopce, vrijedno je zapitati se o tome kako stvari stoje
s matematikom. Kako matematicki objekti uzrokuju nase opazaje? Moze
li 1 tu, kao 1 u fizickom svijetu, biti primjera halucinacija 1 iluzija? Pogle-
dajmo sljedeci primjer.

Pretpostavimo da X gleda na sat koji se nalazi na polici. Sto je neop-
hodno da bi se moglo re¢i da X vidi sat na polici? Naravno, na polici mora
biti sat koji je u X-ovom vidnom polju, ali to nije dovoljno. Razlog je §to
je neki znanstvenik mogao kod X-a 1zazvati specijalne stimulanse kojima
bi on stekao dojam (identi¢an ¢ulnom) kao da je sat na polici, 1ako njega
tamo, recimo, nema. Cak i ako bi sat bio na polici, 0 znanju ne mozemo
govoriti.??

Prethodni primjer podsjec¢a na znacaj uzrocne veze za znanje. Bitno
je da je predmet znanja u uzrocnoj vezi s opazajnim stanjem subjekta. To
Sto je sat u opaZzajnom prostoru subjekta nije dovoljno za znanje jer se su-
bjekt moZe nalaziti u nekom halucinatornom stanju. Stanja “to¢nih halu-
cinacija” ili iluzija ne prihva¢amo kao osnovu znanja. Cak i ako opaZzajno
stanje odgovara stanju stvari, njime ne “vidimo” ¢injenicu sve dok stanje
stvari ne postane “uzro¢no relevantno” za ¢ulni dojam.?* Razlika izmedu
stvarnog opazanja i stanja iluzije je prili¢no jasna u slu¢aju opazanja fizi¢-
kih objekata. Moze li se na sli¢an nacin govoriti 1 kad je rije¢ o matema-
tickom znanju? MozZe li se govoriti o razlikovanju “to¢ne halucinacije” 1
“opazanja” 1 u slucaju intuicije o apstraktnim objektima? Imamo 1i samo
“tocnu halucinaciju”, jer matematicari i ne polazu mnogo na opazanje?
Descartes nam u svojoj Prvoj meditaciji kaze da mozemo biti sigurni u
matematicke istine c¢ak i dok spavamo, ali, kako? Da li mi o svrsi i nacinu
funkcioniranja intuicije imamo iSta drugo osim analogije s opazanjem fi-
zickog svijeta? Kako to da imamo bilo kakve spoznaje o ovoj “realnosti”
izvanmentalnih, nekonkretnih objekata koje ne opazamo? Steiner smatra

19 Steiner (1975).

20 Steiner obezvrjeduje znacaj dokaza kao sredstva kojim se dolazi do matematickog
znanja, o ¢emu ¢e nize biti rijeci.

21 Steiner (1975: 117-118).

22 Grice (1961: 438-439).

23 Steiner (1975:120).
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da je neophodno napraviti “provjeru” korektnosti funkcioniranja intuicije.
U primjeru sa satom koji je na polici, on dozvoljava da imamo znanje 1
kao rezultat umjetne stimulacije, ali samo ako ¢emo “vidjeti” sat kada je
na polici, a da u suprotnom nemamo takav dojam. Da li umjetna stimu-
lacija funkcionira kao pouzdan “posrednik™ lako je utvrditi jednostavnim
eksperimentom — ukloniti s police sat, 1 vidjeti imamo li 1 dalje dojam da
je on tamo. Isti eksperiment Steiner predlaze 1 za intuiciju. Time bismo
mogli razlikovati pravu intuiciju matematic¢kih objekata od praznog umis-
ljanja koje nije uzrokovano nikakvim matemati¢kim objektom. Ako sub-
jekt nije u stanju da razlikuje ta dva stanja, on ne moze imati ni znanje.?*
Nije sasvim jasno kako bi eksperiment trebao izgledati u slucaju provjere
intuicije, o ¢emu ni Steiner ne pruza dodatnu pomo¢. Lako je naslutiti da
bi sat predstavljao matematicke objekte, ali nije jasno tko bi trebao pred-
stavljati znanstvenika 1 umjetni stimulator.

U vezi s predlozenim “provjeravanjem’ postoji jos$ jedno interesantno
pitanje. Je li proceduru, ako je ona uopce izvodiva, potrebno provoditi za
svaku pojedinacnu istinu? Benacerraf smatra da je matematika ucenje o
“strukturama”, prije nego o pojedina¢nim matemati¢kim objektima.?> To
znaci da, onda, moZemo govoriti o intuiciji struktura prije nego o intuiciji
istina ili pojedinacnih objekata. Drugim rijeCima, govorimo o intuiciji teo-
rije skupova, geometrijskoj intuiciji, topoloskoj intuiciji, itd., to jest, radi
se o posebnim intuicijama.?®

Na primjer, netko zamislja ili gleda materijalne oblike, 1 onda ne ostaje viSe
na njthovom konkretno-prostornom mnostvu. On skuplja misljenjem objekte
u mnoS$tvo i onda ima intuiciju o njihovoj strukturi. Ovo je nac¢in na koji bi
c¢ovjek mogao postati upoznat sa standardnim modelom ZF teorije skupova
— s apstrahiranjem od to¢aka na tabli poredanih na odredeni nacin. Tako se
stize do intuicije o strukturi ZF skupova.?’

Rezultat apstrakcije nece biti promatran kao intuicija pojedina¢nih skupova
koji ¢ine ZF sistem. To je intuicija njihove strukture. Posjedovanje intuicije
o ovoj strukturi nije isto Sto 1 zamisSljanje toCaka na tabli. Ta intuicija moze
poceti zamiSljanjem tocaka u nizu, ali se ne zavrSava tako. Mentalno sta-
nje nastalo apstrakcijom od geometrijskih osobina niza to¢aka kvalitetno
je drugacije od jednostavnog zamisljanja.

Znacajne komentare u vezi s Benacerrafovim tekstom “Mathematical
truth” dala je 1 Penelope Maddy u svojoj knjizi Realism in Mathematics.
Za nju je posebno interesantna definicija znanja koju daje Benacerraf, a o

24 Steiner (1975:133).
23 Benacerraf (1965).
26 Steiner (1975:134).
27 Steiner (1975:134-135).
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kojoj je iznad bilo rije¢i. Maddy takvu definiciju znanja primjenjuje do-
sljedno 1 u matematici. Realist poput nje smatra da ono §to ¢ini “2+2=4"
toCnim jest priroda apstraktnih objekata 2 1 4 1 operacije plus. Medutim,

... dabih znala da je “2+2=4", ti objekti moraju igrati odgovarajucu uzro¢nu
ulogu u stvaranju mog vjerovanja. Ali kako mogu objekti koji ¢ak 1 ne na-
stanjuju fizi¢ki univerzum sudjelovati u bilo kakvom uzro¢nom odnosu? Si-
gurno je da biti apstraktan podrazumijeva i biti uzrocno nedostupan. Tako,
ako je platonizam to¢an, ne mozemo imati nikakvo matematicko znanje.
Pretpostavljaju¢i da imamo takvo znanje, platonizam mora biti pogresan.?®

Ovim je iznesena bit Benacerrafove dileme. Ako je za znanje neophodna
uzrocnost, onda imamo sljedec¢i izbor. Prva mogucnost: prihvatiti mo-
guénost znanja u matematici. U tom slucaju, matematicki objekti nisu
apstrakcije, nego objekti dostupni ¢ulima. Druga moguénost: prihvatiti
apstraktnu prirodu matematickih objekata. U tom slu¢aju, ne mozemo ih
spoznati, jer kako nesSto znati o apstraktnom, pita Maddy.

Pretpostavimo, ipak, da ono §to matematicari stvaraju stolje¢ima jest
znanje. U ¢emu je onda problem? Je li on u odredenju prirode matematic-
kih objekata, ili u definiciji znanja? Moze li biti da priroda matematickih
objekata nije apstraktna? Mozemo li vidjeti, dodirnuti ili okusiti brojeve,
preslikavanja, skupove ili algebarske strukture? Naravno, ne. A je li zna-
nje bas ono $to definira Benacerraf? Je li uvjet uzrocnosti neophodan za
znanje? Ovo pitanje otvara drugo. Da li sve §to spoznajemo dolazi od
cula? Ako da, onda uvjet uzro¢nosti u Benacerrafovoj definiciji ima smi-
sla. Dakle, Benacerrafova dilema nastaje ako prihvatimo i Benacerrafovu
definiciju znanja.

Edmund Gettier je tekstom “Is justified true belief knowledge?”?
pokusao pokazati da tradicionalna definicija znanja nije odgovarajuca.
Predlozio je dva primjera u kojima je trebalo da budu zadovoljeni uvjeti
1z tradicionalne definicije, ali u kojima se, intuitivno, nije radilo o znanju.
On je u napad na Platonovo odredenje znanja krenuo tumaceci na svoj
nacin pojam opravdanosti. On od ¢itaoca trazi da, kao premisu, prihvati
mogucnost opravdanog vjerovanja u iskaz koji, u stvari, nije toc¢an. Iako
se, ¢ini se, mogu naci primjeri opravdanih neistinitih vjerovanja, zapi-
taymo se ima li smisla neko vjerovanje smatrati opravdanim, iako ono nije
to¢no? Pogledajmo, za trenutak, pojmove koji se pojavljuju u Platonovoj
definiciji znanja. To su vjerovanje, opravdanost, istina 1 znanje. Je 1i je
Platon u svojoj definiciji znanja ispoStovao pravilo za koje o¢ekujemo da
zadovoljava svaka definicija, a to je da su pojmovi kojima se definira novi

28 Maddy (1990: 37).
29 Gettier (1963).
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pojam ve¢ definirani i jasniji od novog pojma? Jesu li pojmovi opravda-
nosti 1 istine jasniji od pojma znanja? Ovu nerasciS¢enu situaciju koristi
Gettier. Moguce je imati opravdano vjerovanje u iskaz koji nije tocan,
kaze on. Ali, zar nije bas “slaganje s onim Sto jest” krajnje mjerilo oprav-
danosti nekog vjerovanja? Ili, mozda, to “slaganje” nije ni nuzan uvjet?
Da li opravdanje moze biti 1 rezultat rada nasih ¢ula uz eventualnu upo-
trebu nekih pomagala? Radi odgovora razdvojimo znanosti koje zovemo
empirijskim od onih koje to nisu.

Kod prvih je uloga ¢ula i informacija koje one donose presudna u stje-
canju vjerovanja. Na primjer, astronom promatraju¢i nebeska tijela stjece
vjerovanja o njihovom medusobnom polozaju, kao 1 o nekim drugim do-
gadajima u svemiru. Psihijatar promatra postupke svog pacijenta, izraze
lica, analizira iskaze 1 na osnovi toga izgraduje vjerovanje o njegovom
karakteru. Stjecanje takvih vjerovanja je opravdano, uzimajuci u obzir
metode, uvjete, posebnosti i mogucnosti tih znanosti. Medutim, jasno je
da takva vjerovanja nisu obavezno i istinita. Na primjer, zbog nesavrseno-
sti Cula, 1li nesavrSenosti pomagala koja posreduju izmedu cula 1 predmeta
istrazivanja, ili zbog toga Sto su neka vjerovanja stecena tek s odredenom
vjerovatnoc¢om, itd.

Kako stvari stoje u matematici? Kako matematicar stjece vjerovanje
1 kad je ono za njega opravdano? MozZe li njegovo vjerovanje biti oprav-
dano 1 istovremeno neistinito? Opravdanje za vjerovanje u matematicke
iskaze (skoro sve’?) jest dokaz. Opravdanje u matematici jest dokaz. Ono
ne jamci tek pribliznu, vjerojatnu istinu kao Sto je uloga opravdanja u
nekim empirijskim znanostima. Ono je dovoljan razlog za istinu. Zasto
dovoljan? Da li matematiCar testira istinitost svojih tvrdnji usporedujuci
ih s “onim Sto jest”? Ne. Njegov odlazak u svijet stvarnosti, ako je uopce
mogué,?! vise je ilustracija njegovih iskaza ili njihova potvrda. Nikako
dokaz istinitosti. U istinitost svojih iskaza matematicar postaje siguran jer
ih izvodi na valjan®? nacin, iz iskaza u ¢iju istinitost ve¢ vjeruje.>> Moze
I se onda dogoditi da matematiCar ima opravdano istinito vjerovanje koje
nije znanje? Ne, jer je svako znanje matematicara steCeno upravo oprav-
dano — dokazom koji je dovoljan uvjet istinitosti. Znanje u matematici nije

istine kao u Gettierovim primjerima. Dakle, Gettierovi kontraprimjeri su

30 Osim aksioma.

31’ Kako da iskaze geometrije Lobacevskog potvrdimo u svijetu koji prepoznaju nasa
cula?

32 Za izvodenje mozemo reéi da je valjano ako jam¢i da Ce iz istinitih premisa biti
dobiven istiniti zakljucak.

3 Tzuzetak su aksiomi.
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neprimjenljivi 1 besmisleni u matematici. Samo pitanje “je li opravdano
istinito vjerovanje znanje?” je bez osnova kad je rije¢ o matematici. Njoj
upravo odgovara Platonova definicija znanja kao istinitog 1 opravdanog
vjerovanja. Budimo jo§ precizniji. Budu¢i da opravdanje u matematici
podrazumijeva dokaz, i budu¢i da je istinitost za matematicara zasnovana
dokazom, dovoljno je re¢i da je matematicko znanje ono vjerovanje koje
je opravdano dokazom.

Maddy se bavi Gettierovim primjerima na pocetku drugog poglavlja
Realizma.** Za nju se oni ¢ine bitnim kad je rije¢ o znanju uopée. Ona ne
pravi jasnu ogradu da se primjeri mozda ne odnose na matematiku, nego
samo na neke empirijske znanosti kod kojih ima smisla govoriti o uzroc-
nosti kad se govori o znanju. DoduSe, ona na pocetku fusnote 18 na strani
41 kaze da se:

... uzro¢ni uvjet ne zahtijeva za matematicko znanje, jer ne postoji matema-
ticki Gettierov slucaj, to jest matematicki slucaj u kojem subjekt ima oprav-
dano to¢no vjerovanje, a nema znanje.

Zbog ovoga bismo mogli pomisliti da je Maddy odustala od Benacerra-
fove definicije znanja, po kojoj se uzro¢nost trazi kao uvjet bilo kojeg
znanja. Medutim, u nastavku spomenute fusnote, pobrinula se da ne bude
jasna:

Ali takvi slucajevi mogu se pojaviti, ako ne za sve [...] platoniste, a ono
barem za realista teorije skupova.

Benacerrafov tekst “Mathematical truth” objavljen je deset godina nakon
Gettierovog teksta. Ali, Benacerraf govore¢i o matematickom znanju ne
spominje Gettiera, niti primjere njegovog tipa. To je znak koliko ih je Be-
nacerraf smatrao bitnim za matematiku. Uzro¢na veza o kojoj on govori
u slucaju matemati¢kog znanja trebala bi podrazumijevati relaciju izmedu
vjerovanja u matematicku istinu 1 ¢injenica-objekata koje to vjerovanje
¢ine istinitim, kombiniranje opazanja, pamc¢enja, uocavanje niza dogadaja
koji je konstruiran valjanim zaklju¢ivanjem. Govoriti o tome ima smisla
tek ako smo matematicki realisti, to jest, ukoliko tvrdimo da matematicke
¢injenice postoje.

3. Dokaz — postupak matematickog opravdanja

Ako matematicara pitamo gdje mozemo na¢i matemati¢ke objekte ili kako
th mozemo opaziti, odgovor vjerojatno neCemo dobiti. Za njegov rad je
sasvim nebitno imaju li matematicki objekti mjesto u prostoru, boju ili mi-

34 Maddy (1990: 37).
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ris ili ne. Pitati gdje se brojevi nalaze za njega nema smisla nista viSe nego
pitati o tome kakav miris ima neka Beethovenova simfonija. Matematika
je, smatra on, vec¢ rekla svojim iskazima sve §to se o tim objektima moglo
re¢i. Ona nam govori o beskonacnim skupovima beskona¢nih objekata
(na primjer, skup nizova u beskona¢nodimenzionalnom prostoru), o savr-
Seno ravnim i neograni¢enim crtama, o objektima bez dijelova (tockama).
Tesko da u naSoj opazajnoj okolini mozemo naci tako brojne i savrSene
stvari. To je jedan od bitnih razloga zbog kojih mnogi filozofi smatraju
da nam matematicki objekti nisu uzrocno dostupni 1 da su izvan prostora
1 vremena. Takav se stav ¢ini prihvatljivim, ali on je potaknuo druga pi-
tanja. Kako iS§ta mozemo znati o tim Culno udaljenim stvarima? Platon je
predloZio teoriju o sjecanju duse. Frege smatra da su matematicki objekti
razumu dani direktno, tako da on nema nikakve prepreke do njih.>> Gode-
lovo misljenje je da, bez obzira na njihovu udaljenost od ¢ulnog iskustva,
imamo nesto poput opazanja teorije skupova, Sto se vidi iz ¢injenice da
nas aksiomi “tjeraju” da vjerujemo u njihovu to¢nost. Ipak, ni Fregeovo ni
Godelovo glediste nam mnogo ne pomazu u objasnjenju kako do znanja o
takvim objektima dolazimo. Ona prije potvrduju apstraktnost, Culnu uda-
ljenost 1 neovisnost tih objekata.

Benacerraf u “Mathematical truth” pretpostavlja postojanje matema-
tickih iskaza koje moZemo znati direktno, ne zahvaljuju¢i zakljucivanju
1z drugih iskaza. Kandidati za te iskaze bili b1 prije svih aksiomi. Postoje
autori koji smatraju da nije sasvim jasno da ijedan matematicki iskaz, pa
i aksiom, moze biti znan bez zaklju¢ivanja.’® Po tom gledistu, aksiomi su
prihvaceni ne direktno, nekom vrstom opaZanja ili sli¢no, ve¢ na taj nacin
Sto se 1z njih mogu izvesti rezultati za koje se 1 bez njih pretpostavljalo da
vaze. Da li, na primjer, u komutativni zakon za zbrajanje prirodnih brojeva
vjerujemo bez ikakvog zakljudivanja, neposredno? Cini se, bez obzira na
njegovu ociglednost, da ne. Mozda u njega vjerujemo na osnovi primjera
kao §to je 3+5=5+3, ili mozda na osnovi definiranog pojma zbrajanja?3’” O
¢emu god da se radi, nije rije¢ ni o kakvom neposrednom vjerovanju, vec¢
vjerovanju koje je izvedeno iz nekog ranijeg vjerovanja.

Jednostavno odbacivanje Benacerrafove teorije matematickog znanja
ne oslobada nas pitanja o tome kako to znanje nastaje, to jest, kakva je
priroda veze izmedu nas 1 matematickih objekata. Mozemo li govoriti o
posebnoj vrsti znanja, prima facie matematickom znanju? Ako da, onda
govorimo o posebnoj epistemoloskoj teoriji.

33 Frege (1950: paragraf 105).
36 Resnik (1997: 84).
37 Peanovi aksiomi.
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Benacerrafova ideja susrece se s dodatnim problemom. I Newton i
Einstein bavili su se istim “objektom” — gravitacijom — bez obzira na
razlike u njthovim teorijama. I suvremeni 1 raniji biolozi bave se 1 bavili
su se istim biljkama 1 Zivotinjama, bez obzira na razlike u njihovim teori-
jama. U ovim slucajevima, ¢ini se, moZemo sa sigurnosc¢u rec¢i da postoji
uzrocna veza izmedu vjerovanja i njihovih predmeta. Postoji “stalnost”
objekata na koje se vjerovanja odnose. Kako stvari stoje u matematici?
Da li su objekti kojima se bavi jedan matematicar isti kao i oni kojima se
bavi drugi? Da li matematicari koristeci iste nazive misle na iste objekte?
Moglo bi se re¢i “skoro” da. Preciznije, da na iste, do izomorfizma. Oni
poistovjecuju sve razli¢ite, ali strukturno identi¢ne modele. Tako se re-
alni brojevi mogu promatrati kao Dedekindovi presjeci ili kao beskonac¢ni
nizovi racionalnih brojeva. Frege, von Neumann 1 Zermelo definiraju
prirodne brojeve kao razliCite skupove, itd. Takvi slucajevi stvaraju fi-
lozofski, ali ne 1 matematicki problem. Zermelo je broj 2 definirao kao
{{{}}}, dok ga je von Neumann definirao kao {{},{{}}}. Von Neu-
mannov 1 Zermelov skup su razli¢iti skupovi, pa broj 2 ne moze biti iden-
tican s oba skupa.’® Kako da odlu¢imo s kojim je identi¢an? Zar to ne bi
trebalo biti odlucivo na osnovi “stanja stvari”? Zar ne bi trebalo biti da je
ili broj 2 jednak sa Zermelovim dva ili ne? Ne postoje matematicki iskazi
koji daju odgovor na to pitanje. Poistovjecivanje broja dva s bilo kojim od
tih skupova ili ni s jednim ne dovodi u sukob nijednu matematicku tvrd-
nju.>® Ipak, ako ne mozemo odluéiti ni to da li su prirodni brojevi Zerme-
lovi, ni to da i su von Neumannovi skupovi, moZemo li zakljuciti da ne
znamo ni to da li su skupovi uopée? Mozemo li iz istih razloga sumnjati u
to da su realni brojevi nizovi, beskonacni zbrojevi ili skupovi racionalnih
brojeva, zatim da su funkcije skupovi uredenih parova, itd. Ako nismo
sigurni Sto su brojevi, ima li smisla da vjerujemo da brojevi postoje, na
ma kakav se nacin to postojanje izrazavalo? Za odgovor na ovo pita-
nje zgodno nam moze posluziti jedan Quineov primjer.*’ Neka osoba je
realist u vezi sa stolovima 1 molekulama. Neki konkretan stol identican
je s nekim mno$tvom molekula, od beskona¢no mnogo mnostava koje
molekule mogu ¢initi. Je li to mnoStvo ovo ili ono, za to ta osoba nema
evidenciju, ni fizicku ni bilo koju drugu. Medutim, to nije razlog da on
ne vjeruje u postojanje stola koji, svakako, ¢ini neko mnostvo molekula.
Oslanjajuci se na ovakve razloge, mogli bismo re¢i da ni nasa nesigurnost
u vezi s tim $to su brojevi, zaista, ne osporava nase vjerovanje da oni na
neki nacin postoje.

38 Benacerraf (1965).
3 Resnik (1997: 91).
4 Quine (1981: 34).
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Posvetimo se sada ulozi dokaza u matematici. Kakva je njegova
uloga u stjecanju matematickog znanja? Je li to opravdanje za vjerovanje
u matematicke iskaze? Ako da, je li to 1 jedini nacin opravdanja? Mozemo
11 1 u matematici dozvoliti opravdana vjerovanja u neistinite iskaze? Ako
ne, znaci li to da je dokaz u matematici znak ne samo opravdanja nego i
istinitosti? Moze li se dogoditi da netko zna neki matematicki iskaz, ali da
ne samo da ne zna dokaz tog iskaza nego da ne zna Cak ni je li taj iskaz
dokaziv? Krenimo od posljednjeg pitanja. Za nekoga tko zna dokaz nekog
iskaza mozemo reci da zna i sam iskaz. Ponekad se dogada da netko zabo-
ravi dokaz koji je ranije znao, ali se joS uvijek sjeca da je dokaz izvediv i
cak da ga je 1 sam znao. Uz malu pomo¢ mozda bi se i prisjetio tog dokaza.
Mozda bismo i tada mogli govoriti o znanju iskaza. Medutim, pretposta-
vimo da netko ne zna ni dokaz, niti to postoji li dokaz za neki iskaz. Bismo
li tada, u bilo kom smislu, mogli govoriti o znanju iskaza?

Posljednje pitanje izgleda kao retoricko, ali nije bas tako. Naime, po-
stoje autori, poput Steinera, koji, na primjer, u Mathematical Knowledge
pokuSava pokazati da uloga dokaza u spoznaji matematickih istina 1 nije
toliko bitna 1 da netko moze znati neku matematicku istinu iako ne zna niti
dokaz, niti ¢ak zna da li dokaz, uopée, postoji!*! U konkretnom primjeru,
radi se o Bernoullijevom problemu kojim se u osamnaestom stoljecu ba-
vio Euler 1 po kojem je

1+1/4+1/9+1/16+ ... = =%/6. (kvadrirani simbol u brojniku oznacava
Ludolfov broj, tj., 3,141592 ...)

Buduc¢i da se radi o ideji koja se ne srece Cesto u literaturi, poklonimo joj
malo pozornosti.

Eulerovi razlozi izgledaju ovako. Ako jednadzba stupnja 2n ima oblik

b,—bx*+b,x*—... +(-1)"b x*"=0
1 2n razli¢itih nula

I, =T, Ty =Ty e, T, — T,
onda je
b,— b x>+ bx*—... + (-1)"b x>

ekvivalentno s

by(1-x%/r%) (1-x*/r,%) ... (1-x%1 %)
a odavde dobivamo da je

b=b(1/r2+ 1/r,>+ ... +1/12). (1)

41 Dokaz na ovom mjestu podrazumijeva niz iskaza, pri ¢emu je svaki izveden iz
prethodnih nuzno, valjanim pravilom zaklju¢ivanja.
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S druge strane, koriste¢i razvoj funkcije sin(x) iz jednadzbe sin(x) = 0
dobivamo

x/1-x3/31+x5/5! —=x7/71+ ... = 0.

Promatrajmo posljednji zapis kao jednadzbu “beskonacnog stupnja”, ¢ime
¢inimo jednu vrstu induktivnog koraka.** Njeni korijeni su nule funkcije
sin(x), to jest,

0, m,—m, 2n, 2mn, 3w, 37, ...

Dijelec¢i posljednju jednadzbu s x 1 ne uzimajuci broj 0 kao rjeSenje dobi-
vamo jednadzbu

1x%/31+x4/5! x8/7!+ ... =0
¢ij1 su korijeni

T, — T, 27, —27, 37, —3™W, ...
Po analogiji s (1) dobivamo

sin(x)/x = 1-x%/314+x%/5! —x5/7!+ ...
= (1- x?/n?) (1—x*/4n?) (1-x3/97?) ...

1daje

1/3! = 1/n?+1/4r>+1/97°+ ...
tako da konac¢no dobivamo

1+1/4+1/9+1/16+ ... = n%/6. 43

Pravi dokaz ove jednadzbe dao je tek kasnije Leibniz. Kako je Euler dosao
do vjerovanja u posljednju jednadzbu? Vjerojatno je priblizno ra¢unao
vrijednost lijeve strane posljednje jednakosti na veliki broj decimalnih
mjesta. Zatim je znao na osnovi iskustva da konstanta n vjerojatno ima
veze s takvim sadrzajem.

Kona¢no, nije postojala vrijednost koja je u istu svrhu mogla biti bolje isko-
riStena, dok je n%/6 bila jednostavna i estetski prihvatljiva. Imajuéi sve okol-
nosti u vidu znanje jednakosti je bilo skoro sigurno, i skoro opravdano.*
(kurziv V. D.)

Citirani dio izlazi van granica ozbiljnog teksta s komentarom o jednostav-
nosti 1 ljepoti, no nastavimo se baviti spomenutim primjerom. Po Steine-
rovom misljenju, tezina Eulerovih argumenata bila je takva da nitko

42 Nemamo u vidu postupak matematic¢ke indukcije koji je, u stvari, vrsta deduktiv-
nog zakljucivanja, ve¢ indukciju slicnu onoj koja se primjenjuje u prirodnim znanostima.

4 Polya (1954).

44 Steiner (1975: 105).
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razuman nije mogao pobiti ¢injenicu da je n?/6 jednako spomenutom
zbroju. Ne mozemo reci da je Euler dokazao spomenutu jednakost. On je
koristio analogiju izmedu “konacne” 1 “beskonacne” jednadzbe, Sto je, u
stvari, samo naslu¢ivanje, nagadanje o postojanju analogije. Medutim, u
velikom broju slucajeva u razli¢itim podru¢jima matematike ta se analo-
gija ne moze postaviti. On je koristio postupak koji je slican induktivhom
postupku koji se koristi u prirodnoj znanosti. Po Steinerovom misljenju
Euler je imao znanje o jednakosti, ali nije imao znanje o dokazu, niti je
¢ak znao da ¢e dokaz te jednakosti ikada biti u€injen. Sa slicnim razlozima
zele¢i umanjiti znacaj dokaza za matematicko znanje, Steiner spominje in-
dijskog matemati¢ara Srinivasa Ramanujana.*> Smatra da je on najoditiji
primjer nekoga tko je imao matematicko znanje bez dokaza. Bila mu je
strana zapadna strogost u razmisljanju, ali je imao moguc¢nost da nasluti
najkompliciranije formule teorije eliptickih funkcija od kojih su mnoge
kasnije bile dokazane.

... moje vjerovanje je da je Ramanujan imao moguénost opazanja matema-
tickih struktura.*®

Medutim, matematika takva naslu¢ivanja ne moze prihvatiti kao valjan
nacin zaklju¢ivanja. Prema tome, ne moze prihvatiti ni to da se radi o
znanju. Takva vjerovanja mogu samo biti poticaj za razmisljanje o stvar-
nom dokazu Cinjenice koja se naslucuje. Steinerovo razmisljanje u vezi s
posljednjim primjerom ukazuje nam na jedno bitno pitanje. On, naime,
opravdava neka matematicka vjerovanja na sli¢an nacin kao §to bi oprav-
danim smatrao vjerovanja koja nikakve veze nemaju s matematikom. U
vezi s tim, slijedi jos jedno bitno pitanje. Mozemo li, onda, i u matematici
dozvoliti opravdana neistinita vjerovanja noseni inercijom koja odgovara
svim empiristima? Zaista, pokuSajmo zamisliti kako b1 izgledalo oprav-
dano neistinito matemati¢ko vjerovanje.

4. Psihologisticki prigovor dokazu
u vezi s opravdanjem

Postoje znacajni prigovori koji se upucuju dokazu kao sredstvu kojim se
stjeCe matematicko znanje. Oni imaju empiristicku pozadinu i reakcija
su na uvjerenje da je Citavo matemati¢ko znanje apriorne prirode. Kant
apriornost opisuje ovako:

45 Srinivasa Ramanujan (1887-1920) bio je indijski matemati¢ar koji je skoro bez
ikakvog formalnog obrazovanja u vezi s ¢istom matematikom dao bitan doprinos u okviru
matematicke analize, teorije brojeva i jo§ nekih matematickih podrucja.

46 Steiner (1975: 136).
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... pod apriornim znanjem ¢emo podrazumijevati, ne znanje koje je neza-
visno od ovog ili onog iskustva, ve¢ znanje apsolutno nezavisno od bilo
kakvog iskustva.*’

Sto shva¢amo pod iskustvom i §to je to nezavisno od svakog iskustva?
Iskustvo shva¢amo kao cjelinu svih dojmova koji nastaju kao rezultat po-
drazaja koja nasa ¢ula primaju u ovom svijetu. Pri tom empiristi govore o
vanjskom iskustvu vezano za podraZaje €iji je izvor izvan nasSeg tijela, kao
1 0 unutra$njem iskustvu koje je rezultat unutraSnjih stimulacija.

Je 11 dokaz postupak kojim dolazimo do apriornog znanja? Slobodnije
govore€i, dokaz unutar nekog formalnog sistema mozemo shvatiti kao
niz re€enica u jeziku tog sistema takav da je svaki ¢lan niza ili aksioma
sistema 1li reCenica koja je dobivena iz prethodnih ¢lanova niza u skladu
s nekim pravilom izvodenja. Kada bismo mogli re¢i da neki matematicki
iskaz,*® postuju¢i Kantovo odredenje, znamo apriorno? Ako imamo skup
A elementarnih apriornih iskaza (aksioma), skup R pravila izvodenja koja
tu apriornost “Cuvaju” 1 dokaz Cija je svaka recenica ili element skupa, ili
je dobivena iz prethodnih recenica suglasno nekom elementu skupa R.

Psihologizam, kao vrsta empirizma, osporava moguc¢nost da matema-
ticke iskaze, kako elementarne tako 1 izvedene, mozemo znati apriorno.
Nas posebno interesira osporavanje izvedenih iskaza, jer se time pokuSava
obesnaziti uloga dokaza. Argumentacija je sljedeca. Shvacanje nekog do-
kaza odgovara nekom psiholoSkom procesu subjekta. Dokaz ispisan na
papiru tek je svima nama vidljiva materijalizacija tog procesa. Iskazi od
kojih dokaz krece moraju biti elementarni apriorni iskazi, aksiomi. Dokaz
se nastavlja koriStenjem pravila izvodenja koja bi trebala “Cuvati” aprior-
nost, to jest, ako su premise apriorni iskazi, takav je 1 zakljuCak. Koriste¢i
rjecnik psihologista, 1 pravilo izvodenja se moze promatrati kao psiholoski
proces. Taj proces bi se sastojao u prijelazu s vjerovanja u iskaze-premise
na odgovarajuce vjerovanje-zakljucak, bez posredovanja bilo kakvih dru-
gih vjerovanja u tom prijelazu. Shvatiti dokaz nekog iskaza znacilo bi
iskusiti proces kojim se dolazi do apriornog znanja o tom iskazu, prolazeci
1 imajuci u vidu sve procese od apriornog znanja aksioma, preko svih pro-
cesa koji nastaju kao posljedice primjene pravila izvodenja.*

Kitcher se u The Nature of Mathematical Knowledge pita je li ¢inje-
nica da neki teoremi imaju izuzetno duge dokaze suglasna s pretpostav-
kom da ti teoremi mogu biti znani a priori. Zasto bi duZina dokaza bila
bitna stvar na ovom mjestu? Klju¢na stvar na koju neki autori zele uka-

47 Kant (1965: 32-22).
48 Koji nije aksiom.
49 Kitcher (1984: 38).
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zati, preispitujuci znacaj dokaza, jest sigurnost, nesumnjivost koju subjekt
osjeca u odnosu na rezultat dokaza.

Ne postoji algebraicar niti matematicar tako stru¢an u svome podrucju koji
je sasvim uvjeren u bilo koju istinu neposredno nakon §to ju je otkrio [...]
On se stalno vraca dokazu, njegova uvjerenost se povecava; jos vise s podrs-
kom njegovih prijatelja [...] 1 s opéom suglasno$c¢u 1 odobravanjem ucenog
svijeta.>®

Medutim, Hume nije usamljen u takvim razmisljanjima.>!

Da i prirodnjak koji se ni na jedan nacin nije bavio slonovima izuzev koris-
te¢i mikroskop moze misliti da dovoljno poznaje te Zivotinje? NeSto ana-
logno postoji 1 u matematici. Logicar, takore¢i, dijeli svaki dokaz u veoma
veliki broj elementarnih operacija; kada smo sve te korake redom izlozili i
kada smo ustanovili da je svaki korektan, da 1i smo onda i shvatili stvarno
znacenje dokaza? Hocemo li ga shvatiti ¢ak 1 kada naprezuéi pamcenje bu-
demo u mogucénosti da ga ponovimo izlazuéi sve te elementarne operacije u
bas onom redu u kojem ih je izlozio onaj tko je dokaz pronasao? Ocigledno
ne; ne¢emo biti svjesni cjelokupne realnosti; ono Sto ¢ini jedinstvo dokaza
bit ¢e nam sasvim neshvatljivo.>?

Hjumovsko shvacéanje u liku Kitchera ima suvremenog predstavnika. On,
naime, nastoji ukazati na znakove koji bi trebali pokazati nesigurnost na-
Sth uvjerenja u neke matematicke iskaze, a vezano za duzinu njihovog
dokaza. Kod dugih dokaza nasa paznja moze popustiti, te se ponekad
mozemo pogresno pozvati na nesto §to smo ranije dokazali. Pogresno u
smislu da smo mozda zaboravili sve detalje tvrdnji na koje se oslanjamo u
daljem dokazu, ili da smo jednostavno zaboravili dokaz te tvrdnje. Sli¢no,
Descartes zali zbog €injenice §to su duza izvodenja nesigurna, jer nadilaze
prostor onoga §to sebi moZemo istovremeno predstaviti. Doduse, on sma-
tra da to stanje mozemo popraviti stalnim ponavljanjem kako bismo tezili
tome da Citav lanac zaklju¢ivanja imamo kao cjelinu — jedan akt shvaca-
nja.>3 U vezi s Descartesovim prijedlogom, prirodno je pitanje o grani-
cama ljudskih mentalnih moguénosti. Kako bi se Descartesov prijedlog
ostvario kod duzih dokaza o kojima govori Kitcher? Dokaz svake tvrdnje
koja je ve¢ dokazana, a koja se koristi u daljnjem dokazu, trebali bismo
ponavljati sa Zeljom da on postane “jedna cjelina” s ¢itavim dokazom.
Ipak, slozenost nekih dokaza znatno komplicira ovu zamisao. Prakti¢no,
mnoga matematicka podru¢ja medusobno su zavisna 1 ¢injenice iz jednog
podruc¢ja Cesto se uzimaju kao ve¢ znane-dokazane Cinjenice u drugome

S0 Hume (1973: 180).

31 Za sli¢ne ideje vidjeti Poincaré (1913), Resnik (1997) i Davis and Hersh (1981).
32 Poincaré (1913: 217).

33 Descartes (1954).
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podrucju. Nije rijetkost da se barata ¢injenicama iz prvog podrucja baveci
se nekim dokazima u drugom, a bez obveze da se napravi prisjecanje o
dokazu iz prvog podrugja.

PsihologistiC¢kim prigovorima, koje smo naveli, dovodi se u pitanje
stjecanje matemati¢kog znanja dokazom. Sto leZi u osnovi takvih pri-
govora? Dokaz se shvaca kao niz koraka kojim se dolazi do neke mate-
maticke tvrdnje. Ali, da bi taj niz za subjekta bio opravdanje za njegovo
vjerovanje, on mora biti dozivljen, shvacen. Mora imati svoj “psiholoski
put”.

Zamjerka koju psihologizam nalazi matematickom dokazu kao oprav-
danju jest u nemoguénosti da se to opravdanje “dozivi jedinstveno kao
cjelina”. Zaista, dokaz velikog broja matematickih tvrdnji veoma je slozen
1 tesko da 1h netko moze objasniti 1 shvatiti kao “jedinstvenu cjelinu”. Na
primjer, tvrdnja koju dokazujemo oslonjena je na nekoliko drugih tvrdnji,
ova opet na neke druge, itd. Ta ¢injenica je prirodna posljedica strukture
svake matematicke teorije. Ona ima svoje osnovne tvrdnje iz kojih se uz
odgovarajuc¢a pravila izvode sve ostale. Svaka nova tvrdnja sve je vise
“udaljena” od aksioma teorije 1 za njezino objaSnjenje — opravdanje po-
trebno je sve vise tvrdnji koje su ranije prihvaéene kao istine. Dodatni je
problem to Sto neke tvrdnje u okviru jedne teorije jesu ve¢ prihvacene 1
dokazane — opravdane tvrdnje u okviru neke druge teorije. Na primjer,
mnoge istine teorije skupova uzimaju se kao opc¢eprihvacene tvrdnje bez
dokaza kao sredstvo kojim se dokazuju — opravdavaju tvrdnje nekih dru-
gih teorija. Svako tko Zeli da sve matematicke tvrdnje opravda — dokaze —
objasni jedinstvenim dozivljajem, naici ¢e na poteskocu. Dokaz se izvodi
postupno, korak po korak, pri ¢emu se za svaki iskaz ponovo trazi dokaz
— opravdanje. Citav posao moze postati veoma slozen. Medutim, za svaku
matematicku istinu koju su ljudi otkrili (koju znaju) moze se rekonstruirati
postupak njenog opravdanja. Moze se dogoditi da je taj postupak slozen i
dug, sastavljen od mnogo (ali kona¢no mnogo) iskaza 1 njihovih dokaza.
Toliko mnogo da ih nitko ne moze u jedinstvenoj dozivljenoj cjelini pred-
ocCiti sebi 1 drugima. Medutim, rekonstrukcija tog puta je izvediva, to jest
opravdanje postoji.

Psihologistic¢ki prigovor o jedinstvenoj cjelini koja se shvacda, oci-
gledno, namjerno je uveden ne bi li se uzdrmala neprikosnovenost i sigur-
nost matematickih tvrdnji. Ali, ovako, ad hoc uveden uvjet, nece ostaviti
na miru ni veliki broj iskaza drugih znanosti. Koliko jo§ ima iskaza drugih
znanosti, pri ¢emu za opravdanje vjerovanja u njih nije moguce osigurati
shvacanje cjeline? Ili, bolje je pitati, koliko postoji iskaza znanosti takvih
da je za opravdanje vjerovanja u njih moguce osigurati jedinstvenost o
kojoj govore psihologisti? Vecina iskaza svake znanosti nisu trivijalne,
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ocigledne ¢injenice, iako ih mi zbog opc¢e prihvacenosti naj¢esce tako do-
zivljavamo. One obi¢no za svoje opravdanje, takoder, podrazumijevaju
niz drugih tvrdnji koje, opet, imaju svoja opravdanja. Tako 1 sagledavanje
opravdanja takvih istina teSko moze biti dano u jedinstvenom dozivljaju.

Prigovor u vezi s utjecajem autoriteta na stjecanje vjerovanja i nji-
hovo opravdanje najmanje bi trebalo da pogadati matematiku. Matema-
ticko opravdanje subjekta koji vjeruje u to da je zbroj kutova u svakom
trokutu jednak zbroju dvaju pravih kutova neusporedivo je ja¢e od onog
koji vjeruje u povijesni iskaz o broju poginulih vojnika u bitci kod Water-
looa ili onog koji vjeruje u iskaz geografije o vremenu stvaranja mladih
vjena¢nih planina. Naime, ucitelj] matematickim opravdanjem ne moze
ucenika uvjeriti u opravdanost neke neistinite matematicke tvrdnje, Sto
nije slucaj u drugim znanstvenim podrucjima. Prethodno slijedi iz Cinje-
nice da opravdanje — dokaz u matematici jam¢i 1 istinitost, §to se ne moze
reci za druga podrucja. U njima dozvoljavamo postojanje vjerovanja koja
nisu istinita. S druge strane, opravdanost u matematici ne dozvoljava neisti-
nitost. Opravdanost je u njoj dovoljan uvjet za istinitost.

I krajnji empiristi>* ¢e danas prihvatiti stav da opravdanje matema-
tickih iskaza treba traziti u dokazu. Medutim, mjesto na kojem cekaju
za napad jest razgovor o opravdanosti polaznih matematickih tvrdnji
— aksioma. Postavljaju ocekivana pitanja. U redu. Vecina matematickih
tvrdnji opravdana je i izvedena polazeéi od aksioma. Ali, zasto bi oni bili
opravdani? Za njih ne postoji dokaz. Kako su onda opravdani? Ako za njih
ne postoji opravdanje, onda nijedan matematicki iskaz nije opravdan. Ako
za njih postoji opravdanje, kakvo je ono kada nije dokaz? Matematicar
je spreman za odgovor. On govori o potrebnim 1 o¢ekivanim osobinama
skupa aksioma. Govori o njihovoj plodnosti, o razlozima za i protiv nji-
hovog prihvacanja. Ne zanima ga mnogo razmisljanje o tome je li ideja za
formulaciju pojedinih aksioma dobivena Platonovim sje¢anjem duSe na
udaljeni svijet prauzora, ili na neki drugi nacin.

Nesumnjivo je da su tekovine prethodnih civilizacija 1 prakticna do-
stignuca naSih predaka vezana za raCunanje 1 mjerenje utjecala na ideje o
tome kako izabrati elementarne tvrdnje pojedinih teorija koje nam se Cine
¢ulno provijerljivim.> Takoder, kroz osobne dozivljaje tvrdnji tih teorija
1 osobno se od djetinjstva uvjeravamo da nas one tjeraju da vjerujemo u
njihovu istinitost. Medutim, ¢injenica je da mnogi ¢ulni dozivljaji koje
imamo tesko mogu biti predoceni i1 formalizirani kroz neku strogu teoriju
Cij1 bi objekti predstavljali, na neki nacin, objekte koje opazamo. S druge
strane, postoje razli¢ite matematicke teorije Ciju “egzemplifikaciju” tesko

>4 Izuzev Steinera.
35 Aksiomi euklidske geometrije, Peanovi aksiomi.
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mozemo uciniti. Postoje teorije koje nemaju nikakvu prakticnu primjenu,
niti se tvrdnje o njthovim objektima mogu uociti u nekom odnosu objekata
koje opazamo.

Prakti¢na iskustva naSih predaka, naSa prakti¢na iskustva iz djetinj-
stva ili prisjeCanja nase besmrtne duSe su poticaj, ideja 1 motivacija za
izbor elementarnih matematickih iskaza, ali to nije dovoljno. Intuicija za
te iskaze, ma Sto podrazumijevali pod tim, mora biti oblikovana strozim
— formalnim — uvjetima koje postavljamo pred svaki skup aksioma. Naj-
¢esée govorimo o trima nuznim uvjetima koje svaki skup aksioma mora
zadovoljiti, a o cemu je ve¢ bilo rije¢i. Nakon te formalizacije, usvajanja
skupa aksioma koji zadovoljava odredene uvjete, prestaje bilo kakva veza
matematicara, u smislu opravdanja, s opazajnom okolinom. Eventualni
primjeri iz nje, ako su oni s obzirom na prirodu teorije moguci, mogu biti
tek ilustracija te teorije.

Bibliografija
Benacerraf, P. 1965. “What number could not be”, Philosophical Review 74,
47-73.
——. 1973. “Mathematical truth”, u Hart (1996: 14-30).

Benacerraf P., H. Putnam (ur.). 1983. Philosophy of Mathematics (Cambridge:
Cambridge University Press).

Davis, P. J. 1 R. Hersh. 1981. The Mathematical Experience (Boston, Mass.:
Houghton Miftlin).

Descartes, R. 1954. Geometry (New York: Dover)
Frege, G. 1950. The Foundations of Arithmetic (Oxford: Blackwell).

Gettier, E. 1963. “Is justified true belief knowledge?”, Analysis 23, 121-123.

Goldman, A. 1967. “A causal theory of knowing”, Journal of Philosophy 64,
355-372.

Grice, P. 1961. “The causal theory of perception”, u R. Swartz (ur.), Perceiving,
Sensing and Knowing (Berkeley: University of California Press), 438—472.

Godel, K. 1947/64. “What is Cantor’s continuum problem?”, u Benacerraf i
Putnam (1983: 470-485).

Hamilton E. 1 H. Cairns (ur.). 1961. The Collected Dialogues of Plato (Princeton:
Princeton University Press).

Hart, W.D. (ur.). 1996. The Philosophy of Mathematics (Oxford: Oxford Univer-
sity Press).



V. DREKALOVIC: Benacerraf o matematiékom znanju 121

Hume, D. 1973. Treatise of Human Nature (Oxford: Oxford University Press).
Kant, 1. 1965. Critique of Pure Reason (London: Macmillan).

Kitcher, P. 1984. The Nature of Mathematical Knowledge (Oxford: Oxford Uni-
versity Press).

Maddy, P. 1990. Realism in Mathematics (New York: Oxford University Press).

Poincaré, H. 1913. The Foundations of Science: Science and Hypothesis, The
Value of Science and Method (New York: Science Press).

Polya, G. 1954. Induction and Analogy in Mathematics (Princeton, N.J.: Princ-
eton University Press).

Quine, W. V. O. 1936. “Truth by convention”, u Benacerraf and Putnam (1983:
329-354).

——. 1981. Theories and Things (Cambridge, Mass.: Harvard University Press).

Resnik, M. D. 1997. Mathematics as Science of Patterns (Oxford: Oxford Uni-
versity Press).

Russell, B. 1919. Introduction to Mathematical Philosophy (London: Allen and
Unwin).

Steiner, M. 1975. Mathematical Knowledge (Ithaca: Cornell University Press).



