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Usporedba metoda interpolacije batimetrijskih
mjerenja za praæenje promjena volumena jezera

Ivan MEDVED, Boško PRIBIÈEVIÆ, Damir MEDAK,
Ivana KUZMANIÆ – Zagreb1

SA�ETAK. Eksploatacija mineralnih sirovina u Republici Hrvatskoj sna�no se in-
tenzivirala u posljednjih petnaestak godina. Tu se ponajprije misli na eksploataciju
radi pridobivanja graðevinskog materijala. Sukladno Zakonu o rudarstvu (NN 2009),
koncesionari za eksploataciju mineralnih sirovina du�ni su najmanje jednom godiš-
nje geodetski snimiti eksploatacijsko polje radi odreðivanja iskopanog materijala. U
ovome radu opisane su geodetske metode snimanja iskopa na šljunèari i izraèuna
volumena iskopanog materijala. Pritom je posebna pozornost posveæena razlièitim
metodama izraèuna volumena i njihovoj toènosti. Jezero Novo Èièe umjetno je stvo-
ren vodeni ekosustav koji je nastao i slu�i za potrebe eksploatacije šljunka i pijeska.
Batimetrijska mjerenja dna jezera izvedena su suvremenim geodetskim metodama i
tehnologijom GPS/echosounder. U radu su korišteni podaci iz dvije serije mjerenja
koja su poslu�ila za praæenje kolièine iskopanih mineralnih sirovina na dnu jezera.
Na temelju kvalitetnih i visokopreciznih podataka izmjere stvoren je trodimenzional-
ni model dna jezera. U procesu interpolacije koja je potrebna za izradu trodimenzio-
nalnih modela korišteno je više razlièitih metoda te su usporeðene dobivene razlike.
Na primjeru izraèuna volumena prikazani su rezultati razlièitih algoritamskih rje-
šenja, koji se danas uobièajeno koriste u razlièitim raèunalnim programima.

Kljuène rijeèi: interpolacija, geostatistika, kriging, batimetrija, trodimenzionalni
modeli, izraèun volumena.

1. Uvod

Donošenjem Zakona o rudarstvu (NN 2009), èlanak 111. stavak 1., nametnuta je
koncesionarima za eksploataciju mineralnih sirovina obveza snimanja stanja
eksploatacijskog polja najmanje jednom godišnje. Takoðer je u stavku 2. istoga
èlanka definirano da to snimanje moraju izvoditi ovlaštene geodetske tvrtke
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odnosno struènjaci. Time se geodetskoj struci otvorio prostor za obavljanje tih
zahtjevnih zadaæa, ali su se otvorila i pitanja metoda mjerenja, njihove obrade te
metoda izraèuna volumena i njihova toènost.

U Republici Hrvatskoj eksploatiraju se 23 vrste mineralnih sirovina na 647 odo-
brenih eksploatacijskih polja (Krasiæ 2006).

Ovaj rad usmjeren je na istra=ivanje primjene razlièitih metoda interpolacije u
ustanovljivanju prostornog variranja terena na podruèju jezera Novo Èièe. Jezero
je nastalo umjetnim djelovanjem èovjeka za potrebe eksploatacije mineralnih ru-
da, a njegova su posebnost nagli prijelazi u topografiji dna što je zanimljivo za
analizu i interpretaciju mjerenih podataka (Ðapo i Medved 2003).

Suvremena tehnologija omoguæava integraciju razlièitih mjernih ureðaja u jedin-
stveni sustav kako bi se dobile toènije i pouzdanije informacije te poveæala eko-
nomiènost radova. Za odreðivanje koordinata objekata pod vodom koristile su se
razlièite klasiène metode geodetske hidrografije (Ingham 1992). Razvojem pod-
vodne akustike (Lurton 2002) s jedne strane i satelitskog odreðivanja polo=aja
(Hofmann-Wellenhof i dr. 2001) s druge strane, u posljednjih desetak godina se
kao najtoènija i najekonomiènija metoda odreðivanja topografije dna mora, jezera
i rijeka pokazala kombinacija ultrazvuènog dubinomjera i GPS-prijamnika, de-
taljno opisana prigodom prve suvremene batimetrijske izmjere Plitvièkih jezera
(Medak i Pribièeviæ 2000). Batimetrijska mjerenja koja kombiniraju dvije ultra-
zvuène sonde omoguæuju pridobivanje podataka o debljini naslaga na dnu u rela-
tivno kratkom vremenu (Pribièeviæ i dr. 2007).

Osim naprednih metodologija u radu koje omoguæavaju dobivanje kvalitetnih po-
dataka, potrebno je istaknuti i va=nost valjane obrade i reprezentacije podataka.
Integralnim pristupom te primjenom spoznaja i metoda iz srodnih geoznanosti,
posebice geostatistike, pri analizi rezultata batimetrijskih mjerenja dolazimo do
cjelovitijih i pouzdanijih rješenja (Medak i dr. 2008).

Naime, da bismo mogli prikazati izgled kontinuirane Zemljine plohe sastavljene
od beskonaèno mnogo diskretnih toèaka potrebno je provesti prostornu interpola-
ciju te na taj naèin upotpuniti izmjereni skup podataka u svrhu dobivanja vjero-
dostojnog modela. Odabir postupka interpolacije znatno utjeèe na konaèan re-
zultat.

Kao krajnji rezultat dobiva se digitalni trodimenzionalni model mjerenog podruèja
koji æe na najbolji moguæi naèin vizualno predstaviti podatke i poslu=iti kao podlo-
ga za istra=ivanja, analize, gospodarenje podruèjem i dr. Vjerno prikazivanje topo-
grafije dna prema tome nije interesantno samo geodetskoj struci veæ ima višestru-
ki znaèaj u mnogim drugim strukama koje ovisno o dobivenim rezultatima izmje-
re usmjeravaju svoju djelatnost i donose odluke vezano uz taj prostor.

Svrha je ovoga rada izraditi trodimenzionalni model ogranièenog dijela jezera
Novo Èièe razlièitim metodama interpolacije te na taj naèin meðusobno usporediti
rezultate interpolacije istog skupa podataka. Korištenjem podataka batimetrijske
izmjere dijela jezera Novo Èièe dobivenih iz dviju serija mjerenja s vremenskom
distancom moguæe je pratiti kolièinu izvaðenih mineralnih sirovina i preostalih
zaliha (Pribièeviæ 2005).

Osim vizualne usporedbe trodimenzionalnih modela, razlike je potrebno kvantita-
tivno prikazati u obliku podataka volumena, vrijednosti reziduala, vertikalnih
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presjeka i razlika prostornih mre=a dobivenih interpolacijom. Pritom su postupci i
rezultati izraèuna volumena zasebno obraðeni. Na taj naèin vidljivo je u kojoj se
mjeri rezultati pojedinih metoda razlikuju te koje se prednosti, odnosno nedostaci
mogu pripisati kojoj metodi.

Predmet ovoga rada su prednosti, odnosno nedostaci pojedinih interpolacijskih
metoda. Glavna je pretpostavka da æe se uporabom odgovarajuæe interpolacijske
metode dobiti pouzdaniji prikaz promatranog podruèja.

2. Interpolacija

Pojam interpolacija kovanica je lat. rijeèi inter: izmeðu i grè. rijeèi polos: os, toèka,
èvor. Drugim rijeèima, interpolacija je definirana kao postupak odreðivanja nove
nepoznate vrijednosti izmeðu dviju ili više poznatih vrijednosti neke funkcije (de
Smith i dr. 2009). Funkcija u tom sluèaju mo=e biti poznata, ali u preslo=enoj for-
mi za raèunanja; ili mo=e biti nepoznata, ali su poznate neke informacije o njoj,
kao na primjer vrijednosti funkcije na nekom skupu toèaka.

Upravo taj drugi sluèaj èest je u rješavanju mnogih in=enjerskih i znanstvenih za-
dataka kada je mjerenjima dobiven samo odreðeni broj vrijednosti funkcije, tzv.
diskretni skup toèaka, a potrebno je odrediti i pribli=ne vrijednosti te funkcije u
drugim toèkama.

Procjenu, odnosno interpolaciju moguæe je naèiniti u jednoj, dvije ili tri dimenzije.
Procjena se mo=e naèiniti na temelju poznatih vrijednosti promatrane primarne
varijable (autokorelacija) ili uz pomoæ vrijednosti jedne ili više drugih sekundar-
nih varijabli na istom prostoru. Uvjet je da su sekundarne varijable u jakoj korela-
ciji s primarnom varijablom. Postoji takoðer više metoda koje ukljuèuju bilinear-
nu i bikubiènu interpolaciju u dvije dimenzije te trilinearnu interpolaciju u tri di-
menzije.

Za razliku od klasiènoga statistièkog pristupa, geostatistika uzima u obzir pro-
stornu zavisnost varijabli. Geostatistièke metode interpolacije polaze od pretpo-
stavke da je poznavanjem vrijednosti nekog svojstva u poznatim toèkama, moguæe
ustanoviti njegovu vrijednost i u nepoznatim toèkama. Izdvojeno je nekoliko me-
toda interpolacije kojima su se interpolirali podaci u ovom radu.

2.1. Kriging

Kriging je geostatistièka metoda interpolacije koja je zbog pouzdanih procjena
prostorno distribuiranih varijabli našla primjenu u razlièitim granama znanstve-
nih istra=ivanja (Cressie 1992, de Smith i dr. 2009).

Procjena krigingom temelji se na uporabi poznatih vrijednosti neke varijable
tzv. kontrolnih toèaka èiji je utjecaj na procjenu izra=en odgovarajuæim te=inskim
koeficijentima. Najzahtjevniji postupak kod kriginga je odreðivanje te=inskih
koeficijenata za svaku kontrolnu toèku pojedinaèno. Prilikom procjene potrebno
je zadovoljiti kriterije: da ona bude nepristrana te naèinjena tako da je varijanca
razlike izmeðu stvarnih i procijenjenih vrijednosti u odabranim toèkama najma-
nja moguæa (Malviæ 2008).
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Princip rada te metode najjednostavnije se mo=e prikazati nizom jednad=bi koji-
ma je definiran. Neka je neko svojstvo Z, primjerice dubina dna jezera, kontinui-
rano prostorno distribuirano i izmjereno na mjestima x x xn1 2, , . . . , s vrijednostima
Z Z Zx x xn( ) ( ) ( ), , . . . ,

1 2
. Svojstvo Z naziva se regionaliziranom varijablom jer je

njezina vrijednost distribuirana u prostoru. Vrijednosti x x xn1 2, , . . . , predstavljaju
toèke u kojima su oèitane vrijednosti svojstva pa mo=emo zapisati x x yi � [ , ] za
i n� 1, . . . , .

Vrijednost varijable procijenjena krigingom na temelju n kontrolnih toèaka raèu-
na se prema formuli (1):

Z Zk i i
i

n

� �
�

� �
1

, (1)

gdje su:

� i – te=inski koeficijenti za svaku lokaciju

Z Zi xi
� ( ) – poznate vrijednosti varijable u okolnom podruèju tzv. kontrolne toèke

Zk – vrijednosti varijable dobivene procjenom.

Nakon završetka procjene u toèkama odabrane pravilne mre=e moguæe je takoðer
izraèunati predviðenu i stvarnu pogrešku procjene. Te vrijednosti mogu se uspo-
rediti s mjerenom vrijednošæu na kontrolnoj toèki koja je upotrijebljena kao ulazni
podatak. Na taj se naèin odreðuje pouzdanost procjene te kvaliteta odabranoga
prostornog modela.

Najznaèajnije je svojstvo te metode interpolacije da mjerene velièine zadr=ava kao
fiksne, što znaèi da izravno ukljuèuje originalan skup podataka koji se u procesu
interpolacije neæe mijenjati. Takoðer zadr=ava trend mjerenih podataka prateæi
njihove sliènosti u odreðenim smjerovima.

Odnosi izmeðu postojeæih i procijenjenih vrijednosti izra=avaju se vrijednostima
kovarijance ili variograma. Promjena varijance mjerene vrijednosti mo=e se pre-
doèiti grafièki kao prikaz standardnih pogrešaka procjene. Time je odreðen utjecaj
poznate vrijednosti na procijenjenu vrijednost s obzirom na njihovu udaljenost.

Razvijeno je i nekoliko tehnika ili varijanti te metode kako bi se poèetni algoritam
prilagodio zahtjevima razlièitih podataka. Neke od njih su jednostavni kriging
(Simple Kriging), obièni kriging (Ordinary Kriging), univerzalni kriging (Univer-
sal Kriging) (Ver Hoef 1993).

2.2. Metoda inverzne udaljenosti

Metoda inverzne udaljenosti je metoda interpolacije koja poput kriginga dodjeljuje
odgovarajuæe te=inske koeficijente kontrolnim toèkama ovisno o njihovoj uda-
ljenosti od toèaka pravilne prostorne mre=e. Meðutim, proraèun koeficijenata i
naèin njihova dodjeljivanja razlikuju se.

Eksponent udaljenosti (engl. Power) te=inski je parametar koji kontrolira ovisnost
te=ine o udaljenosti. On odreðuje koliko æe brzo te=ina opadati ovisno o udaljeno-
sti od èvorova prostorne mre=e. Kako naziv metode ka=e, one vrijednosti koje su
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bli=e toèkama u kojima se procjenjuje vrijednost imat æe veæi utjecaj na proces in-
terpolacije. Što je parametar bli=i nuli, dobiveni prikaz slièniji je horizontalnoj
plohi koja prolazi sredinom iz svih zadanih podataka. Što je parametar veæi, topo-
grafija je dobivene plohe izra=enija i znaèajnija je vrijednost najbli=e toèke èvoru
mre=e. Vrijednost parametra obièno varira izmeðu 1 i 3. Najèešæe se postavlja na
vrijednost 2 jer tada stvara najpouzdaniji prikaz interpoliranih vrijednosti i blago
zaglaðuje plohu.

Osnovna jednad=ba procjene metodom inverzne udaljenosti glasi (2):

Z
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1

1 (2)

gdje su:

Zi – poznate vrijednosti varijable u okolnom podruèju tzv. kontrolne toèke

Ziu – vrijednosti varijable dobivene procjenom

h dij ij� �2 2� – efektivni te=inski koeficijent; njegova je vrijednost jednaka dij

ako je parametar zaglaðivanja � jednak nuli

dij – udaljenost izmeðu kontrolne toèke i te vrijednosti koja se procjenjuje j

� – eksponent udaljenosti

� – parametar zaglaðivanja.

Metoda inverzne udaljenosti izvorno je egzaktni interpolator, što znaèi da kao i
kriging zadr=ava vrijednosti ulaznih podataka fiksnima i tijekom interpolacije ih
ne mijenja. Meðutim, ako definiramo vrijednost parametra zaglaðivanja �� 0,
metoda postaje zaglaðujuæi interpolator što utjeèe na dodjeljivanje te=inskih koefi-
cijenata podacima mjerenja.

Radi relativno jednostavnog algoritma znaèajna je brzina u proraèunu pa se za
manje skupove podataka mogu koristiti svi podaci prilikom interpolacije. Po=eljno
je da podaci budu pravilno razmješteni u kontrolnim toèkama jer tada daje bolje
rezultate. Ne omoguæava procjenu vrijednosti izvan podruèja poznatih podataka,
odnosno ekstrapolaciju vrijednosti.

2.3. Metoda minimalne zakrivljenosti

Metoda minimalne zakrivljenosti nastoji ostvariti što je moguæe glaðu plohu kao
rezultat interpolacije, a da pritom zadr=i interpolirane vrijednosti što bli=e ulazni-
ma. Buduæi da se ulazne vrijednosti mijenjaju u procesu interpolacije, ta metoda
nije egzaktni interpolator.

Ploha koja nastaje slièna je tankoj linearnoj elastiènoj ploèi koja prolazi kroz po-
znate vrijednosti toèaka s minimalnim iznosom savijanja. Radijus savijanja plohe
je što veæi da bi zakrivljenost bila minimalna.
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Matematièke formule primjenjuju se u više iteracija kako bi ploha koja nastaje
najbolje zadovoljila sve ulazne vrijednosti. Svaka iteracija obuhvaæa èitavo po-
druèje interpolacije. Vrijednosti se raèunaju sve dok sljedeæa uzastopna promjena
u vrijednosti ne bude manja od vrijednosti maksimalnog reziduala ili dok nije do-
segnut maksimalan broj iteracija.

Vrijednost maksimalnog reziduala i maksimalnog broja iteracija najva=niji su pa-
rametri te metode koje je potrebno definirati prije postupka interpolacije.

Za razliku od prethodne dvije opisane metode ova metoda minimalne zakrivljeno-
sti omoguæava procjenu vrijednosti izvan podruèja poznatih podataka, odnosno
ekstrapolaciju vrijednosti. Iako stvara uglaðene plohe za gotovo bilo koji skup po-
dataka, postoji tendencija nastajanja karakteristiènih oblika na podruèjima koja
su bez ulaznih vrijednosti. Prema tome posebnu pozornost treba obratiti prilikom
ekstrapolacije podataka.

Proces interpolacije metodom minimalne zakrivljenosti provodi se u nekoliko ko-
raka. Skup ulaznih vrijednosti modelira se jednostavnim regresijskim modelom
metodom najmanjih kvadrata prema formuli (3):

AX BY C Z X Y� � � ( , ). (3)

Razlike izmeðu dobivenih vrijednosti modela i ulaznih vrijednosti interpoliraju se,
a zatim se rješava modificirana biharmonièka diferencijalna jednad=ba (4) kojom
se nastoje minimalizirati integrirani reziduali (Smith i Wessel 1990)

( ) ( ) ( ) .1 02 2 2	 
 
 	 
 �T Z T Zi i (4)

Postavljaju se tri rubna uvjeta:
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gdje su:


2 – Laplaceov operator

n – rubna normala

Ti – unutarnja napetost

Tb – vanjska napetost.
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3. Izrada 3D modela razlièitim metodama interpolacije

Zahvaljujuæi razlièitim metodama interpolacije podataka opisanih u prethodnom
poglavlju i njihovoga prikaza na kartama moguæe je dobiti vjerodostojan model
koji najbolje mo=e predstaviti odreðeni skup prostornih podataka.

Danas se za raèunanje 3D modela uobièajeno koriste razlièiti grafièki raèunalni
programi, pa je za potrebe ovoga rada korišten raèunalni program Golden Surfer,
koji slu=i za kartiranje podataka na naèin da nepravilno rasporeðene prostorne
podatke interpolira u pravilnu prostornu mre=u, tzv. grid (Golden Software, Inc.
2002). Pravilna prostorna mre=a slu=i za generiranje razlièitih vrsta karata koje
mogu prikazivati slojnice, vektore, osjenèani reljef, trodimenzionalni model po-
vršine, trodimenzionalni =ièani model i drugo. Va=no je još napomenuti da pro-
gram osim naredbi za kreiranje i izmjenu sadr=i i niz naredbi kojima mo=emo do-
biti razlièite izraèune i statistiku podataka te je npr. moguæ izraèun volumena i
vertikalnih presjeka, što æe biti potrebno i u ovom radu.

3.1. Grafièki prikaz podataka

Na temelju terenskih mjerenja izraðeni su trodimenzionalni prikazi podruèja. Mjere-
ne podatke èine polo=ajne koordinate i pripadna dubina za svaku snimljenu toèku
dna jezera (xyz). Podaci su pohranjeni u tekstualne datoteke za pojedinu epohu koje
su poslu=ile kao ulazni podaci za raèunanje pravilne prostorne mre=e, odnosno grida.

Kao što je prethodno reèeno, Surfer kreira razlièite prikaze prostornih podataka na
osnovi pravilne prostorne mre=e te je prvo potrebno interpolacijom dobiti takvu mre=u.

Na istom skupu podataka primijenjene su i usporeðene tri prethodno opisane
metode interpolacije: kriging, metoda inverzne udaljenosti (engl. Inverse Distance
to a Power) i metoda minimalne udaljenosti (engl. Minimum Curvature).

Dobivena prostorna mre=a poslu=it æe za kreiranje =eljenoga grafièkog prikaza po-
dataka. U nastavku su dani grafièki prikazi za sve tri primijenjene metode inter-
polacije u dvije i tri dimenzije. Na slikama 1 i 2 nalaze se dobiveni prikazi sa sloj-
nicama koji prikazuju prostorni skup podataka u dvije dimenzije. Slojnice su linije
istih vrijednosti dubina jezera koje prikazuju oblik površine.
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c) Metoda minimalne
zakrivljenosti

b) Metoda inverzne
udaljenosti

a) Metoda kriging

Slika 1. Prikaz slojnica dijela jezera za I. epohu.



Na slikama 3 i 4 nalaze se trodimenzionalni prikazi promatranog dijela dna jeze-
ra, za svaku primijenjenu metodu interpolacije.

4. Usporedba primijenjenih metoda interpolacije

Da bi se moglo prikazati ponašanje neke velièine u stvarnosti koja je kontinuira-
na, potrebno je mjerene toèkaste podatke interpolacijom pretoèiti u kontinuirane
podatke. Svaka metoda interpolacije stvara razlièiti prikaz istih podataka. Zbog
toga je potrebno testirati i usporediti metode interpolacije kako bismo došli do
najpovoljnije metode za interpretaciju naših podataka.
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c) Metoda minimalne
zakrivljenosti

b) Metoda inverzne
udaljenosti

a) Metoda kriging

Slika 2. Prikaz slojnica dijela jezera za II. epohu.

c) Metoda minimalne
zakrivljenosti

b) Metoda inverzne
udaljenosti

a) Metoda kriging

Slika 3. Trodimenzionalni prikaz dijela dna jezera za I. epohu.

c) Metoda minimalne
zakrivljenosti

b) Metoda inverzne
udaljenosti

a) Metoda kriging

Slika 4. Trodimenzionalni prikaz dijela dna jezera za II. epohu.



Metode interpolacije mogu se usporeðivati na više naèina. U ovom radu one su
usporeðene pomoæu reziduala i razlikom dobivenih volumena.

4.1. Izraèun i usporedba reziduala

Kao što je prethodno reèeno, interpolacijom nastaje pravilna mre=a toèaka u koji-
ma se procjenjuje vrijednost èvornih toèaka na osnovi mjerenih podataka i algorit-
ma pojedine metode interpolacije.

Buduæi da je korišten isti skup ulaznih podataka za kreiranje prostorne mre=e
razlièitim metodama interpolacije, one se mogu usporeðivati pomoæu njihovih re-
ziduala.

Naime, reziduali su razlike izmeðu zadanih Z vrijednosti i pripadajuæih inter-
poliranih vrijednosti. Zadane Z vrijednosti ovdje su dubine jezera dobivene iz-
mjerom.

Raèunaju se prema osnovnoj formuli (8):

Z Z Zres dat grd� 	 , (8)

gdje su:

Zres – vrijednosti reziduala

Zdat – zadane vrijednosti iz ulazne datoteke

Zgrd – interpolirane vrijednosti pripadajuæe toèke.

Izraèunati reziduali i njihova usporedba te statistièki podaci prikazani su u tabli-
cama 1 i 2.
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Tablica 1. Statistika reziduala za mjerenja iz I. epohe.

Statistièki pokazatelji
reziduala

Metode interpolacije

Kriging Inverzna udaljenost Minimalna zakrivljenost

Ukupan broj podataka 3481 3481 3481

Zbroj vrijednosti [m] 2,62 30,98 20,57

Min. vrijednost [m] –0,64 –1,27 –1,95

Max. vrijednost [m] 0,72 1,23 2,06

Doseg [m] 1,36 2,49 4,01

Srednja vrijednost [m] 0,001 0,009 0,006

Standardno odstupanje [m] 0,001 0,003 0,002

Varijanca [m2] 0,003 0,035 0,028

Standardna devijacija [m] 0,050 0,18 0,17



Iz statistike reziduala svake metode vidljivo je da je standardna devijacija metode
kriging manja od vrijednosti dobivenih drugim metodama. Odnosno, izraèunati
matematièki prikaz topografije jezerskog dna kriging metodom bli=i je ulaznim
podacima mjerenja u odnosu na druge dvije metode. Drugi statistièki pokazatelji
takoðer upuæuju na isti zakljuèak.

4.2. Izraèun i usporedba vertikalnih profila

Presjekom vertikalne ravnine i dobivenih trodimenzionalnih prikaza jezera mogu
se pokazati razlike u izgledu površine modela dobivenih razlièitim metodama
interpolacije, a mo=e se prikazati i razlika u kolièini materijala na dnu jezera
izmeðu dvije mjerene epohe.

Linija proizvoljno odabranog profila polo=ajno je prikazana dvodimenzionalno
(slike 5 i 6) i trodimenzionalno (slike 7 i 8) na primjeru prikaza slojnica i 3D =ièa-
nog modela za obje epohe dobivenih kriging metodom interpolacije.
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Tablica 2. Statistika reziduala za mjerenja iz II. epohe.

Statistièki pokazatelji
reziduala

Metode interpolacije

Kriging Inverzna udaljenost Minimalna zakrivljenost

Ukupan broj podataka 9649 9649 9649

Zbroj vrijednosti [m] 30,19 48,30 –9,57

Min. vrijednost [m] –2,21 –2,52 –2,72

Max. vrijednost [m] 2,45 2,44 2,01

Doseg [m] 4,66 4,97 4,73

Srednja vrijednost [m] 0,003 0,005 –0,001

Standardno odstupanje [m] 0,003 0,004 0,003

Varijanca [m2] 0,089 0,121 0,095

Standardna devijacija [m] 0,299 0,347 0,309

Slika 5. Prikaz profila na karti sa
slojnicama za I. epohu.

Slika 6. Prikaz profila na �ièanom trodimen-
zionalnom modelu za I. epohu.



Program izraèunava presjek definiranog profila i linija pravilne prostorne mre=e
dobivene interpolacijom. Kao rezultat nastaje izlazna tekstualna datoteka koja
sadr=ava: (xyz) koordinate svih toèaka presjeka, staciona=u odnosno udaljenost to-
èaka profila od poèetne toèke i redni broj profila.

Slika 9 prikazuje usporedbu trodimenzionalnih modela jezera u razlièitim epoha-
ma dobivenih istom metodom interpolacije. Ti prikazi poslu=ili su za pregled raz-
lika u kolièini materijala na dnu jezera. Vidljiv je manjak materijala na dnu jezera
u II. epohi u odnosu na I. epohu.

Slike 10 i 11 prikazuju razlike u izgledu površine trodimenzionalnih modela dobi-
venih razlièitim metodama interpolacije.
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Slika 7. Prikaz profila na karti sa
slojnicama za II. epohu.

Slika 8. Prikaz profila na �ièanom trodimen-
zionalnom modelu za II. epohu.

c) Metoda minimalne
zakrivljenosti

b) Metoda inverzne
udaljenosti

a) Metoda kriging

Slika 9. Prikaz razlika profila.

Slika 11. Prikaz razlika profila za II. epohu.Slika 10. Prikaz razlika profila za I. epohu.



Mo=e se zakljuèiti da sve tri metode interpolacije daju poprilièno sliène rezultate.
Najveæe razlike u odnosu na druge dvije metode prisutne su kod metode mini-
malne zakrivljenosti, jer ona za razliku od preostale dvije metode nije egzaktni
interpolator. Takoðer su primjetne veæe razlike u izgledu profila pri mjerenju iz
II. epohe.

5. Raèunanje volumena

Na kraju smo pristupili izraèunu volumena, kao krajnjem cilju zbog kojeg su izve-
dena predmetna mjerenja u dvije epohe.

Volumen je matematièki definiran pomoæu integralnog raèuna. Naime, volumen
ispod neke funkcije f(x,y) definiran je kao dvostruki integral te funkcije po njenim
varijablama.

Kako se integrali raèunaju na taj naèin da se prvo odredi podintegralna funkcija, u
ovom sluèaju potrebno je prvo razmotriti naèine rješavanja jednostrukih integrala.

Pritom funkcija koja se =eli integrirati mo=e biti poznata, ali mo=e biti i niz
diskretnih podataka o nekom procesu, kao što je u ovome radu. Opæenito, poznate
funkcije lako se mogu integrirati, dok je za niz diskretnih podataka potrebno pri-
mijeniti numerièko integriranje.

Kako bi se maksimalno skratio postupak raèunanja, danas se iskljuèivo primje-
njuje automatizirani naèin izraèuna odgovarajuæim raèunalnim programima. Me-
tode izraèuna ovise o algoritmu kojim se program koristi. Prednost je automatizi-
ranih raèunalnih programa velika ušteda vremena pri numerièkim izraèunima,
olakšano intenzivno i slo=eno raèunanje, pregledan prikaz svih rezultata i njihova
laka usporedba (Karaè 2008).

5.1. Primijenjene formule za raèunanje volumena

Ako zamislimo prostornu mre=u dobivenu interpolacijom kao niz pravokutnih
polja s razmakom stupaca �x i razmakom redaka �y, tada ukupni volumen pro-
storne mre=e mo=emo aproksimirati zbrojem volumena pojedinaènih polja (pravo-
kutnih prizmi).

U korištenom programu za izraèun volumena tri su Newton-Cotesove formule:
produljeno trapezoidno pravilo, produljeno Simpsonovo 1/3 pravilo te produljeno
Simpsonovo 3/8 pravilo (Press i dr. 1988). Program raèuna vrijednost volumena
na osnovi svih triju metoda, a kao konaèna vrijednost uzima se njihova aritme-
tièka sredina (Drmaè i dr. 2003).

Volumen je opisan dvostrukim integralom

Volumen = f x y x y
y

y

x

x

( , ) .
min

max

min

max

d d

 (9)

Prvo se integrira po x vrijednostima (po stupcima) kako bi se dobile površine poje-
dinog retka, a zatim se integrira po y vrijednostima (po recima) da bi se dobila vri-
jednost ukupnog volumena.
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U nastavku slijede formule za pojedinu metodu.

Produljeno trapezoidno pravilo:

Volumen � � � � � �	

�y
A A A A An n2

2 21 2 3 1[ . . . ] (10)

Produljeno Simpsonovo 1/3 pravilo:

Volumen � � � � � � �	

�y
A A A A A An n3

4 2 4 21 2 3 4 1[ . . . ] (11)

Produljeno Simpsonovo 3/8 pravilo:

Volumen � � � � � � �	

3
8

3 3 2 21 2 3 4 1

�y
A A A A A An n[ . . . ], (12)

gdje su �x razmak stupaca, �y razmak redaka prostorne mre=e dobivene interpo-
lacijom, a Ai su površine polja prostorne mre=e dobivene numerièkom integraci-

jom integrala A f x y xi
y

y

� 
 ( , )
min

max

d za i=1,…, n ovisno o metodi (Stewart 1996).

5.2. Izraèun i usporedba volumena

Kako bi se toèno odredila kolièina materijala koja je izvaðena iz jezera Novo Èièe
izmeðu I. i II. epohe, potrebno je izraèunati volumen izmeðu prostornih mre=a do-
bivenih interpolacijom za pojedine epohe.

Toènost raèunanja volumena ovisi o gustoæi i uglaðenosti prostorne mre=e dobive-
ne interpolacijom. Što je prostorna mre=a gušæa i pravilnija, to æe se postiæi i veæa
toènost u izraèunu volumena.

Izraèunata je vrijednost volumena kao aritmetièka sredina vrijednosti dobivenih
pomoæu tri razlièite metode numerièke integracije. Tablica 3 prikazuje usporedbu
konaènih vrijednosti volumena ovisno o metodama interpolacije.
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Tablica 3. Podaci za vrijednost volumena.

Podaci za vrijednost
volumena

Metode interpolacije

Kriging Inverzna udaljenost Minimalna zakrivljenost

Trapezoidno pravilo [m3] 316242 315579 342451

Simpsonovo pravilo [m3] 316290 315655 342445

Simpsonovo 3/8 pravilo [m3] 316234 315614 342445

Aritmetièka sredina [m3] 316255 315616 342447

Pozitivni volumen [m3] 318216 317256 348682

Negativni volumen [m3] 1972 1675 6233

Volumen mre=e [m3] 316244 315582 342449



Iako su postupak izraèuna volumena i primijenjene formule isti, podaci volumena
poprimaju razlièite vrijednosti ovisno o metodi interpolacije. Ako usporedimo vri-
jednosti aritmetièkih sredina, najveæe razlike, a ujedno i najveæe vrijednosti volu-
mena pokazuje metoda minimalne zakrivljenosti. Metoda kriging razlikuje se od
metode inverzne udaljenosti za 639 m3, a od metode minimalne zakrivljenosti
manja je za 26 192 m3. Metode inverzne udaljenosti i minimalne zakrivljenosti
meðusobno se razlikuju za 26 831 m3.

6. Zakljuèak

Na jezeru Novo Èièe izvedena su geodetska mjerenja u dvije epohe s vremenskom
distancom radi odreðivanja kolièine eksploatiranog materijala i praæenja izvede-
nih rudarskih radova za potrebe koncesionara sukladno Zakonu o rudarstvu i
ostalim pozitivnim zakonskim aktima koji reguliraju to podruèje gospodarske dje-
latnosti. Korištenjem suvremene tehnologije i kombiniranim postupcima izmjere
geodetski struènjaci dobivaju pouzdane podatke koji slu=e kao osnova za daljnja
istra=ivanja i analize. Krajnji je cilj izraditi trodimenzionalni model podruèja koji
na svima razumljiv naèin prikazuje rezultate geodetskih mjerenja te omoguæava
struènjacima i znanstvenicima iz drugih podruèja lakše donošenje odluka i usmje-
ravanje svojega djelovanja.

Procjenjivanje vrijednosti nekog svojstva na neuzorkovanim mjestima, unutar
prostora prekrivenog toèkama opa=anja, poznata kao interpolacija, problem je koji
dugi niz godina zaokuplja pozornost brojnih struènjaka iz podruèja geoznanosti i
srodnih znanosti.

Ovisno o primjeni pojedine interpolacijske metode, dobivaju se razlièiti prikazi re-
zultata izmjere koji u manjoj ili veæoj mjeri odstupaju od realnog izgleda podruèja.
Prema tome o njima ovisi vizualni izgled modela, a sukladno tomu i podaci izraèu-
na volumena, vertikalni presjeci i statistièki podaci za promatrano podruèje.

Usporedbom triju razlièitih metoda interpolacije: metode kriging, metode inver-
zne udaljenosti i metode minimalne zakrivljenosti, na istom skupu prostornih po-
dataka dijela jezera Novo Èièe izvedeni su sljedeæi zakljuèci.

U interpretaciji prostorne neprekinutosti podataka, odnosno topografije dna jeze-
ra, najbolje rezultate dala je metoda kriging. Slièni prikazi dobivaju se i metodom
inverzne udaljenosti, ali statistièki pokazatelji metode kriging ipak daju povoljnije
vrijednosti. Statistika reziduala za metodu kriging pokazuje najmanje vrijednosti
standardnog odstupanja i devijacije u odnosu na druge metode, iz èega se mo=e
zakljuèiti da su interpolirane vrijednosti najbli=e ulaznim mjerenim vrijednostima
i dobiva se pouzdaniji prostorni model. Isto se mo=e zakljuèiti i iz statistike razli-
ka prostornih mre=a.

Grafièki prikazi vertikalnih presjeka pokazali su da su razlike izmeðu metoda kri-
ginga i inverzne udaljenosti neznatne u podruèjima s dovoljnom gustoæom izmje-
renih podataka. Metoda minimalne zakrivljenosti ima najveæa odstupanja buduæi
da ona jedina ne zadr=ava ulazne podatke nepromijenjenima tijekom procesa
interpolacije. Kod nje je prisutna tendencija zaglaðivanja plohe, a na podruèjima
gdje nema mjerenih podataka dolazi do svoðenja plohe na srednju vrijednost što
je vidljivo kod trodimenzionalnog modela jezera za II. epohu. Ovisno o metodi
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interpolacije mijenjaju se i podaci izraèuna volumena. Najveæe razlike, a ujedno i
najveæe vrijednosti volumena pokazuje metoda minimalne zakrivljenosti.

Na kraju je va=no naglasiti znaèaj geostatistièkih metoda interpolacije koje uzi-
maju u obzir prostornu zavisnost varijabli te odabir odgovarajuæeg algoritma od-
nosno programskog paketa koji æe zadovoljiti potrebe trodimenzionalnog modeli-
ranja.
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Comparison of Interpolation Methods
of Bathymetry Data Used for Monitoring
of Lake Volume Change

ABSTRACT. Exploitation of minerals in Republic of Croatia has been intensified
during last 15 years, especially in mineral ores related to construction works. Accor-
ding to the Law on Mining (NN 2009), concession holders are obliged to prepare a
survey of the mine site at least once a year, with the goal of determination of excava-
ted material. This paper describes surveying methods related to determination of vo-
lumes of sand and gravel taken from a lake. Different methods of data processing are
compared with respect to the accuracy. The Lake Novo Èièe is an artificial ecosystem
used for exploitation of sand and gravel. Bathymetric measurements of the lake bot-
tom has been performed using the integration of modern surveying methods: GPS
positioning and echosounder for depth measurements. Two series of measurements
have been used for comparison. A threedimensional model of the lake has been crea-
ted. Several methods of interpolation are used and differences were compared. The
volume of the lake has been determined by various algorithms, implemented in mo-
dern software packages.

Keywords: interpolation, geostatistics, kriging, bathymetry, threedimensional mo-
dels, volume calculation.
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