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Prikazani su izvorni Zagrebacki indeksi i neke njihove inacice kao $to su modificirani Zagrebacki
indeksi, varijabilni Zagrebacki indeksi, reformulirani izvorni Zagrebacki indeksi, reformulirani
modificirani Zagrebacki indeksi, Zagrebacki indeksi kao indeksi kompleksnosti, op¢i Zagrebacki
indeksi, Zagrebacki indeksi heterocikli¢kih sustava. Navedeno je nekoliko zanimljivih svojstava
Zagrebackih indeksa ovisnih o strukturi molekularnih (kemijskih) grafova. Dani su Zagrebacki
indeksi za linijske grafove, kao i njihova veza s odredenim etnjama po grafu. Razmatran je odnos
Zagrebackih indeksa prema nekima od najranijih molekularnih deskriptora kao $to su Plattov
indeks (iz godine 1947.) i Gordon-Scantleburyjev indeks (iz godine 1964.). Prikazani su takoder i
novi molekularni deskriptori nazvani Zagrebacki ko-indeksi, koji su svojevrsni anti-zagrebacki
indeksi. Navedene su formule za racunanje izvornih Zagrebackih indeksa za neke homologne
klase molekula.

Kljucne rijeci: Izvorni Zagrebacki indeksi, inacice Zagrebackih indeksa, svojstva Zagrebackih in-

deksa, Zagrebacke matrice, molekularni (kemijski) grafovi, kemijska teorija grafova,
analiticke formule za racunanje Zagrebackih indeksa

Uvod

Formalno su se Zagrebacki indeksi prvi puta pojavili prije
38 godina u aproksimativnoj formuli za ukupnu n-elek-
tronsku energiju konjugiranih molekula.” Nasslici 1 su autori
toga prvoga clanka o Zagrebackim indeksima, a na slici 2 je
prikazana prva stranica clanka.

Kao mijera razgrananosti neke kemijske strukture, Zagre-
backi indeksi su prvi put upotrijebljeni tri godine poslije,
kada je razmatrana razgrananost aciklickih poliena.? Zagre-
backi indeksi su prvi put tako nazvani u ¢lanku Balabana i
suradnika,? ali se u literaturi nazivaju i drugacije.* Tocnije, u
radu Balabana i suradnika’® govori se o indeksima Zagre-
backe grupe (engleski: Zagreb Group indices), a kao njihov
izvor navode se radovi ovdje navedeni kao referencije 11 2.
Pod Zagrebackom grupom ocito se mislilo na skupinu (tada
mladih) znanstvenika u Grupi za teorijsku kemiju Instituta
Rugjer Boskovi¢, koji su u to vrijeme zapocinjali pothvat iz
kojega Ce za koju godinu nastati Kemijska teorija grafova.

S vremenom su se pojavile i inacice Zagrebackih indeksa,” a
referirani su u vecini monografija, koje donose prikaze
molekularnih deskriptora i njihovu primjenu u modeliranju
odnosa strukture, svojstava i aktivnosti razlicitih klasa mo-
lekula (QSPR, QSAR).®'° Zagrebacki indeksi su takoder
ukljuceni u brojne racunalne programe za rutinsko racu-
nanje molekularnih deskriptora.™

Matematicka svojstva Zagrebackih indeksa detaljno su raz-
matrana, osobito posljednjih godina.">"> Godine 2003.
objavljena su o tome (ne manje od) tri znanstvena rada, a
sliedecih godina, zaklju¢no s godinom 2009., (ne manje od)

*U povodu 60-te obljetnice Instituta Rugjer Boskovi¢
* Autor za korespondenciju: Akademik Nenad Trinajsti¢, trina@irb.hr

8,3,4,9,6i9radova. U vrijeme pisanja ovog clanka, ove
godine su vec objavljena Cetiri rada, a nemali broj ih je u
tisku ili na recenziji. Vrijedi spomenuti autore koji su se u
posljednjih nekoliko godina bavili matematickim svojstvima
i primjenom Zagrebackih indeksa. Osim autora ovoga ¢lan-
ka to su: A. R. Ashrafi (Iran), |. Bauci¢ (Hrvatska), A. Behtoei
(Iran), S. H. Bertz (SAD), R. S. Chen (Kina), S. Chen (Kina),
T. Chen (Kina), T. C. E. Cheng (Kina), T. Dogli¢ (Hrvatska),
K. C. Das (Koreja), H. Deng (Kina), C. H. Fath-Tabar (Iran),
Y. Feng (Kina), B. Furtula (Srbija), A. Graovac (Hrvatska), Y
Guo (Kina), A. Hamzeh (Iran), P. Hansen (Kanada), B. Ho-
roldagva (Mongolija), X. Hu (Kina), H. Hua (Kina), Z. Huang
(Kina), A. Ili¢ (Srbija), M. Jannesari (Iran), D. JaneZic¢ (Slove-
nija), G. Kovacevi¢ (Hrvatska), R. Lang (Kina), S. G. Lee
(Koreja), S. Li (Kina), X. Li (Kina), B. Liu (Kina), H. Liu (Kina),
M. Liu (Kina), A. Milicevi¢ (Hrvatska), S. Moradi (Iran), S. M.
Rajtmajer (Hrvatska), D. Stevanovi¢ (Srbija), L. Sun (Kina),
B. Taeri (Iran), I. M. Toli¢-Narrelykke (Hrvatska), A. A. Toro-
pov (Uzbekistan), A. P. Toropova (Uzbekistan), D. Vukice-
vi¢ (Hrvatska), W. Wang (Kina), S. Wei (Kina), F. Xia (Kina),
Z.Yan (Kina), Z. Yarahmadi (Iran), Z. You (Kina), H. Zhang
(Kina), S. Zhang (Kina), B. Zhou (Kina), H. Zhou (Kina), uz
mogucnost da su neka imena izostavljena. Otuda slijedi da
su i nakon 38 godina Zagrebacki indeksi i njihove inacice
jos uvijek zanimljivi istraZivacima u podru¢ju matematicke
kemije i dizajna aktivnih molekula. Stovie Zagrebacki su
indeksi usli u kemijski zargon tako da se ¢esto i ne navode
izvorne publikacije u kojima su definirani.’® U ¢lanku ¢emo
rabiti nazivlje iz kemijske teorije grafova.'”'®

Izvorni Zagrebacki indeksi

Zagrebacki su indeksi M, i M, nekoga grafa G definirani na
sliedeci nacin:"?
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Slika 1 - Autori prvoga clanka o Zagrebackim indeksima Ivan
Gutman i Nenad Trinajsti¢ 38 godina poslije njegove objave

Fig 1
Gutman and Nenad Trinajsti¢ 38 years after its publication

— Authors of the first report on the Zagreb indices Ivan
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‘The dependence of the Hiickel total m-electron energy on the molecular topology is shown. General rules govern-
ing the structural dependence of the -electron energy in conjugated molecules are derived.

Fig. 2

The total 7-electron energy (E,,) is a very important
property of conjugated molecules and it can in a
proper way be related to their thermodynamic stabili-
ty [2]. Since the Hiickel hamiltonian is completely
defined by the molecular structure (“topology™) [3]
it is clear that there must be a unique relation between
£, and the molecular topology. In the past one has
tried to solve this problem using algebraic methods
[4-6], perturbation theory [7—11] and semi-empiri-
cal formulae [12—16].

The Hiickel hamiltonian is defined as
H=al +fA, m
where | is a unit matrix, @ and § are the Coulomb and
resonance integrals and A is the adjacency matrix of
the molecule [1, 17, 18]. If X, X5, .., Xy are the
cigenvalues of the matrix A (x; 3 x; if i < /), the total
electron energy (in § units) is given by

NP2
ke =2i L 2)
=1

In this work we will consider only alternant hydro-
carbons for which the “pairing theorem™ is valid, i.e.,
if x is an eigenvalue of A than —x is also an eigenvalue.
Therefore

N
E=27Ixl. ©)]
i=1

* Previous results can be found in ref. [1].

The coefficients 4 of the characteristic polynomial
of the graph G corresponding to the molecule,

N
o) = detlxI—Al =2 a3V, @
=0

can be evaluated by inspection of the molecular
topology using the Sachs theorem [19]. Details can
be found in ref. [18]. Another method for the
enumeration of a; was recently developed by Hosoya
[20]. Simple expressions can be derived [17] foray,
ay anday, ie.,

a,=0,

ay=-v, ay=-2ng, (5a)

where » is the number of bonds and n3 is the number
of 3-membered rings in the molecule. For alternant
hydrocarbons it is also valid,

;=0 forodd/. (5b)

The generalisation of egs. (5) for arbitrary ; s far
from being simple and will be discussed elsewhere [21]
Let S, be defined as

N
5,200 ©
i=1

It is also known [17] that

a =-S5, ay=-1S,, ay=-is,. Q)
Assuming that S| = 0, which is always true, the follow-
ing relation holds (see appendix):
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Slika 2 — Naslovna stranica prvoga clanka o Zagrebackim

(M

(2)

indeksima
— Front page of the first publication on Zagreb indices
M;= Zvd(i)d(i)
M, = HZEd(i)d(j)
e

gdje je d(i) valencija ¢vora i, d(i)d(j) je tezina grane i-j, V
skup ¢vorova, a E je skup grana grafa G. Valencija cvora je
dana brojem grana koje izlaze iz ¢vora. Npr. vrijednosti M, i
M, za molekularni graf G,, koji predstavlja ugljikov kostur
2,2-dimetilbutana (vidi sliku 3) su 24 i 22. Valencije ¢voro-
va u grafu G, prikazane su u slici 4.

U suvremenoj matematicko-kemijskoj literaturi M, se nazi-
va prvi Zagrebacki indeks (engleski: first Zagreb index), a M,
drugi Zagrebacki indeks (engleski: second Zagreb index).

H3C\C /CH3 C\C /C
/N /N

HaC c c C
H,

I II

G,

Slika 3 - 2,2-Dimetilbutan (1), njegov ugljikov kostur (11) i odgo-
varajuci molekularni graf G; s numeriranim ¢vorovima

Fig. 3 - 2,2-Dimethylbutane (I), its carbon skeleton (Il) and
the corresponding molecular graph G with labelled vertices

1 2
Slika 4 - Valencija ¢vorova u grafu G,
Fig.4 - The vertex-valencies in graph G,
Zagrebacki se indeksi mogu definirati i pomocu dijagonal-
nih elemenata kvadrirane matrice susjedstva ¢vorova ‘A:"

My = ,ZV(éAz)ii (‘A%); (3)
Mz = “ZE(GAZ)“ (éAZ)jj (4)
ije

Uporabu izraza (3) i (4) mozemo ilustrirati na grafu G,.

Matrica susjedstva ‘A ¢vorova grafa G, je

01T 00 0O
T 01T 1 10
01T 0 0 0O
01T 00 0O
0O 1T 0 0 0 1
00 00 1TO0
a matrica ‘A? je
T 0 1T 1 1T 0
04 0 0 0 1
T 01T 1T 1 0
T 0 1T 1 10
T 0 1 1 2 0
0O 1T 0 0 0 1

Dijagonalni elementi matrice “A? su identi¢ni valencijama
¢vorova u grafu G;:

(‘A%); = d() (5)
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pa su dobivene vrijednosti M, i M, identi¢ne prethodno do-
bivenim vrijednostima.

Prva dva clanka o izvornim Zagrebackim indeksima'?
umjereno se citiraju. Prema podatcima na ISI Web of Scien-
ce od 24. ozujka 2010. referencije 1 i 2 citirane su do toga
datuma 189 i 251 puta.

Modificirani Zagrebacki indeksi

Modificirani Zagrebacki indeksi uvedeni su da bi se istaklo
da su doprinosi vanjskih atoma u molekuli veci od doprino-
sa unutarnjih atoma u molekuli i tako odrazili Cinjenicu da
su vanjski atomi znatno vise izlozeni dodiru s povrSinom
drugih molekula od unutarnjih atoma te da imaju odlu-
Cujuci utjecaj na svojstva molekula. Modificirani Zagre-
backi indeksi ™M, i ™M, definirani su ovako:®

"My = % 1/dG)d) (6)
"M, = % 1/d(i)d()) (7)

Vrijedi istaknuti da je formula za ™M, indeks identi¢na for-
muli Bonchevoga indeksa oznacenoga s 'ON, koji je on
nazvao sveukupni indeks prvoga reda.?

Naslici 5 dajemo vrijednosti "M, i "M, indeksa za graf G,.

1 1
0,0625 |
1 0,25
mM1: 4,3125 mM2 = 1,375

Slika 5 — TeZine ¢vorova i grana u grafu G, koji se rabe za racu-

nanje modificiranih Zagrebackih indeksa
Fig. 5 — Vertex-weights and edge-weights in the graph G;
used for computing the modified Zagreb indices

Varijabilni Zagrebacki indeksi

Varijabilni Zagrebacki indeksi "M, i *M, definirani su izrazi-
ma:”'

My = _ZV [d(i) d(i) 8)
‘M, = iJ_ZE [d(i) d(p1¥ 9)

gdje je v varijabla, ¢ija se optimalna vrijednost odreduje po-
sebno za svako svojstvo koje se razmatra.

Ocigledno je da je "M, za v = 1 jednak izvornome prvome
Zagrebackome indeksu M;, a za v = -1 prvome modificira-
nome Zagrebackome indeksu ™M;. Indeks *M, za v = 1
jednak je izvornome drugome Zagrebackome indeksu M,,
zav = -1 drugome modificiranome Zagrebackome indek-
su ™M,, a za v = -/, Randicevu indeksu povezanosti.?**
Mili¢evi¢ i Nikoli¢ su ustanovili da su varijabilni Zagrebacki
indeksi pogodni za predvidanje vrelista nizih alkana.?’

Reformulirani izvorni Zagrebacki indeksi

Zagrebacki indeksi mogu se reformulirati tako da se u rela-
cijama (1) i (2) valencije ¢vorova zamijene valencijama gra-
na. Valencija d, neke grane g jednaka je broju susjednih
grana. Reformulirani izvorni Zagrebacki indeksi EM; i EM,
definirani su ovim izrazima:**

EM; = X dg(i) dg(i) (10)
ieE

EM, = X dyfi) dyf) (11)
I]E

Na slici 6 dane su valencije grana u grafu G;. Pomocu njih
dobijemo da su vrijednosti indeksa EM, i EM, grafa G, 44 i
67.

Slika 6 — Valencije grana u grafu G,
Fig.6  — The edge-valencies in graph G,

Reformulirani se Zagrebacki indeksi takoder mogu definira-
ti i pomocu dijagonalnih elemenata kvadrirane matrice su-
sjedstva grana ®A:
EM; = .ZE (BA?);; (BA?);; (12)
e

EM, = “ZE (8A2);; (8A2)
ije

i (13

Relacije (12) i (13) su povezane s relacijama (10) i (11) pre-
ko jednakosti:

dg(i) = (A% (14)
Relacija (14) se lako provjeri pomocu kvadrirane matrice

susjedstva grana. Na slici 7 prikazan je graf G; s numerira-
nim granama.

Slika 7 — Graf G; s numeriranim granama
Fig.7 - Graph G, with labelled edges

Matrica susjedstva #A grana grafa G, je

o1 1T 10
T 0 1T 1T 0
T 1T 0 1T 0
T 1 1T 0 1
00 0 1T O0
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a matrica 8A? je

32 2 21
2 3 2 21
2 2 3 21
2 2 2 40
T 1 1T 0 1

Reformulirani modificirani Zagrebacki indeksi

Modificirani Zagrebacki indeksi se mogu reformulirati tako
da se u relacije (10) i (11) umjesto d, uvede 1/dg:24

"EMy = I 1/dyidyi) = T [ddg@rt (1)

"EM; = T 1/dy(i) dgfj) = X [dg(i) dg(DI”! (16)

ek ek
Vrijednosti indeksa "EM, i "EM, za molekularni graf G, su
1,39581 0,8333.

Zagrebacki indeksi kao indeksi kompleksnosti

Zagrebacki indeksi kompleksnosti TM; i TM, definirani su
ovako:>#

T™; = S T did) (5 = M) (17)
™, = £ 2 dd() 6 = T M) (18)
s ije s

(1) ¢vorovi (2) grane

2 1 2 2 1
o) o)
1 2 1 2 2
> d}(s)=10 D di(s)=18
Zd,.dj(s)zo D dd (s)=8
i—j i—>j

Zbroj X  uizrazima (17) i (18) ide preko svih podgrafovas, a
zbrojevi i i Zj. v idu preko valencija ¢vorova koje su
dane u izvornome grafu. Oba indeksa TM, i TM, pred-
stavljaju zbroj svih indeksa M, i M, koji se racunaju za svaki
podgraf s. To je prikazano na slici 8 za graf G, koji pred-
stavlja ugljikov kostur butana.

Indeksi TM; i TM, su nastali na temelju Bonchevoga topolo-
gijskoga indeksa kompleksnosti, kojega je autor oznacio s
TC i koji je definiran kao zbroj valencija ¢vorova u svim
podgrafovima:?

TC =X X dli)s) (19)

s ieV

Na slici 9 izrac¢unan je indeks TC za graf ugljikova kostura
butana. Treba uociti da su valencije ¢vorova u podgrafovi-
ma jednake valencijama ¢vorova u izvornome grafu.

Bonchev je takoder predlozio i inacicu svoga indeksa, koju
je oznacio s TC1. Indeks TCT se razlikuje od indeksa TC po
tome Sto se u njegovu racunanju rabe valencije ¢vorova
kakve su u podgrafovima. To je prikazano na slici 10. Valja
uociti da je uvijek TC > TCT, osim u slucaju grafa s jednim
¢vorom, kada je TC = TC1 = 0.

Naravno da je ta Bonchevova ideja prihvacena u slucaju in-
deksa TM, i TM,, pa su uvedena jos dva Zagrebacka in-
deksa kompleksnosti *TM, i *TM, Racunanje indeksa *TM,
i *TM, za graf butana prikazano je na slici 11. Odnos
izmedu indeksa TM; i TM, i indeksa *TM, i *TM, uvijek je
™, (TM,) > *TM; (*TM,), osim u slucaju grafa s jednim
¢vorom, kada je TM; = *TM, = 0 i grafa s dva ¢vora, kada
je TM, = *TM,.

1
2
(3) podgrafovi (4) podgraf
s dvije grane s tri grane
2 2 1 2
/\ \/ /\/ 1
1 2 2 ! 2

D di(s)=18 > di(s)=10
D dd (s)=12 D dd,(s)=8

i—j i—>j

(5) T™, = 56
™, =28

Slika 8 — Racunanje Zagrebackih indeksa kompleksnosti TM; i TM, za graph G,, koji predstavlja ugljikov kostur butana

Fig 8

— Computing the Zagreb complexity indices TM, i TM, for graph G, representing the carbon skeleton of butane
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(1) ¢vorovi (2) grane

2 1

@) @)
O O
1 2

SN/

D d (s)=6 D.d (s)=10

(3) podgrafovi (4) podgraf
s dvije grane s tri grane
2 2 1 2
N N 1
1 2 2 ! 2

D d (s)=10

(5)TC =32

Slika 9 — Racunanje topologijskoga indeksa kompleksnosti TC za graph G,

Fig.9

(1) ¢vorovi (2) grane

1/1 1\1 1/1

D d (s)=6

Oo
Oo

— Computing the topological complexity index TC for graph G,

(3) podgrafovi (4) podgraf
s dvije grane s tri grane
2 1 1 )
/\ \/ /\/ !
1 1 2 1 )

D d (s)=8

(5)TC1=20

Slika 10 — Racunanje topologijskoga indeksa kompleksnosti TC1 za graf G,

Fig 10

Opci Zagrebacki indeksi

Opce topologijske indekse (overall topological indices)
uveo je Bonchev.?”?® Opci Zagrebacki indeksi OM, i OM,
su uvedeni 2001.% Definirani su na sljedeci nacin:

‘OM; = zszd(i)d(i) s) (20)
‘OM; = z Il d(d() (s) (21)
s ije

Vidljivo je da je opci prvi Zagrebacki indeks OM, jednak
indeksu TM,. Medutim, op¢i drugi Zagrebacki indeks OM,
nije jednak indeksu TM,, jer je u izrazu za racunanje OM,

— Computing the topological complexity index TC1 for the graph G,

drugi zbroj u izrazu (18) zamijenjen s produktom. Primjena
izraza (20) i (21) ilustrirana je na grafu G, i prikazana na slici
12.

Zagrebacki indeksi sustava s heteroatomima

Prosirenje Zagrebackih indeksa na sustave s heteroatomima
vrlo je jednostavno. Sustave s heteroatomima mozemo pri-
kazati pomocu utezenih grafova.'”*°=? Na slici 13 je prika-
zan utezeni graf G;, koji sluzi kao model za molekularni
kostur tert-butil-metil-eter. U grafu G; ¢vor koji odgovara
kisiku u molekuli potamnjen je i dana mu je tezina w.
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2
/\/ !
I 2
Gy
(1) ¢vorovi (2) grane (3) podgrafovi (4) podgraf
s dvije grane s tri grane
0 0 1 1 1
O o© /1 1\ / /2\ \/ 2 1
o o NS
0 0 1 1 1 1 1 2 1 )
D d}(s)=0 D di(s)=6 > di(s)=12 > di(s)=10
Ddd (s)=0 D dd(s)=3 D dd (s)=8 D dd (s)=8
i—>j i—>j i—>j i—j
(5) TM;* =28
TMz* = 19

Slika 11 — Racunanje modificiranih Zagrebackih indeksa kompleksnosti *TM; i *TM, za graf G,

Fig. 11— Computing the modified Zagreb complexity indices *TM, i *TM, for graph G,
2
/\/ !
! 2
G,
(1) ¢vorovi (2) grane (3) podgrafovi (4) podgraf
s dvije grane s tri grane
2 1 2 2 1 b 2 1 5
© © / \ / \/ 1
o o SN
i 3 ! 2 2 1 2 2 1 4
‘oM, =10 'OM; =18 ‘OM, =18 OM, =10
‘OM, =6 'OM, =38 ’OM, =8 *OM, =4
(5) OM, = 56
OM2 =26

Slika 12 — Racunanje opcih Zagrebackih indeksa OM; i OM, za graf G,
Fig. 12 — Computing overall Zagreb indices OM; i OM, for graph G,
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H3C\C /CH3 C\C /C
H3C/ N N\

III 1A%

Slika 13 — tert-butil-metil-eter (Ill), njegov kostur (IV) i odgova-
rajuci uteZeni molekularni graf G; s numeriranim ¢vorovima. U gra-
fu G; ¢vor, koji odgovara kisiku u molekuli, je zacrnjen i dana mu je
teZina w.

Fig. 13— tert-butyl methyl ether (1ll), its skeleton (IV) and the
corresponding weighted molecular graph G; with labeled vertices.
In graph G;, the vertex corresponding to the oxygen atom is deno-
ted by the blackened dot and is given weight w.

Na slici 14 dane su valencije ¢vorova u grafu G,. Cvor koji
odgovara kisiku u tert-butil-metil-eteru dobio je utezenu
valenciju. Time je oznaceno da su grane izmedu toga ¢vora
i susjednih ¢vorova razlicite od ostalih grana u grafu G,.

1 2w

Slika 14 — Valencije ¢vorova u grafu G;. Zatamnjeni ¢vor, koji
odgovara kisiku u tert-butil-metil-eteru, dobio je uteZenu valenciju.
Fig. 14 - The edge-valencies in graph G;. The blackened dot
corresponding to the oxygen in tert-butyl methyl eter, got the
weighted valency.

Racunanje Zagrebackih indeksa za utezene grafove se svodi
na uvrstavanje valencija ¢vorova u izraze (1) i (2). Za na$
primjer to izgleda ovako:

My = 20 + 4 w? (22)
M, =12+ 10w (23)

Za vrijednost parametra w = 1, (22) i (23) reduciraju se na
vrijednosti 24 i 22, koje odgovaraju vrijednostima indeksa
M, i M, za 2,2-dimetilbutan.

Postoje razli¢ite sheme odabiranja parametra w.*3*? Medu-
tim, jednoznacan nacin odabiranja vrijednosti parametra w
nije naden. Pragmaticni pristup odabiru numericke vrijed-
nosti parametra w je da ga se smatra varijabilnim para-
metrom, cija optimalna vrijednost daje najbolji model za
predvidanje svojstava i aktivnosti odredene klase molekula.

Zagrebacki indeksi za sustave s heteroatomima mogu se ta-
koder prikazati i pomocu matrica, koje nazivamo Zagre-
backe matrice.” Tu ideju da se graf-teorijske matrice rabe
kao generatori molekularnih deskriptora prvi je razmatrao
Randic¢ sa suradnicima,*®*? a kasnije su je razvili Diudea sa
suradnicima®** i drugi.?'°

Zagrebacke indekse definiramo pomocu Zagrebackih ma-
trica ovako:

M—] = ‘ZV [ZM]” (24)
M = X [ZM]; (25)
ije

gdje je ZM Zagrebacka matrica, koja je definirana na slje-
dedi nacin:*

[d(i)d(] ako je i=]
[ZM]; = [d()d(j)] ako je i# | (26)
0 ako i nije vezan na j

Primjer Zagrebacke matrice za utezeni graf je ZM matrica
grafa G,.

1T 4 0 0 0 O
4 16 4 4 8w O
0 4 1 0O 0 O
0O 4 0 1 0O O
0 8w 0 0 4w? 2w
0 0 0 0 2w 1

Otuda slijede vrijednosti za M, i M, identi¢ne onima prika-
zanima u izrazima (22) i (23).

Neka svojstva Zagrebackih indeksa
Zagrebacki indeksi posjeduju niz zanimljivih svojstava.
Ovdje ¢emo navesti samo neka njihova svojstva.

Prvi Zagrebacki indeks M, je povezan s valencijama ¢voro-
va u stablima, koji sluze kao modeli alkana, sljedecom rela-
cijom:

M;=P+4S+9T+16Q (27)

gdje su P broj ¢vorova s valencijom 1, S broj ¢vorova s va-
lencijom 2, T broj ¢vorova s valencijom 3 i Q broj ¢vorova s
valencijom 4. Valja znati da u stablima, koja su graf-teorijski
prikaz ugljikova kostura alkana, valencije ¢vorova idu od 1
do 4.

Relacija (27) moze se prevesti u relaciju:
M; =4V +2T+6(Q-1) (28)
pomocu sljedecih relacija:
E=V-1 (29)
V=P+S+T+Q (30)
E=P+2S+3T+4Q)2 (31)
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Prvi Zagrebacki indeks zadovoljava i sljededi identitet:*®

My = e [di) + d()I (32)
Taj rezultat moze se lako provjeriti pomocu podataka na sli-
ci 4. Relacija (32) je vazna jer pokazuje da se i prvi Zagre-
backi indeks moze koncipirati preko zbrajanja odredenih
doprinosa koje potjecu od grana promatranoga grafa. Vrije-
di usporediti formule (32) i (2), Sto ¢e omoguditi uvodenje
pojma Zagrebackih ko-indeksa. O njima poslije u tekstu.

Ako prevedemo neki graf G u odgovarajuci linijski graf L(G),
tada je indeks M, grafa G jednak dvostrukom broju ¢vorova
i grana u linijskome grafu L(G). Linijski graf L(G) nekoga gra-
fa G dobije se tako da se grane u G zamijene ¢vorovima u
L(G)."** Dva su ¢vora u L(G) povezana ako su odgova-
rajuce grane u G susjedne. Na slici 15 prikazujemo kon-
strukciju linijskoga grafa L(G,) iz grafa G, sa slike 3.

Broj ¢vorova i grana u nekome grafu G, V(G) i E(G) te u od-
govarajucem linijskome grafu L(G), VIL(G)] i E[L(C)], po-
vezani su sljedecim relacijama

VIL(GQ)] = E(Q) (33)
EIL@G)] = (1/2) ,ZV d(i) d() (G) - E(G) (34)

Relaciju (34) mozemo transformirati pomocu relacije (1) u:

E[L(C)] = M;/2 - E(Q) (35)

i otuda slijedi:

M, = 2 {EIL(G)] + E(G)} (36)

te uporabom relacije (33) kona¢no dobijemo:

M; = 2 {VILQ)] + E[L(O)]} (37)

Prvi Zagrebacki indeks M, jednak je i broju Setnji duljine 2
po grafu G, koje su oznacene s mwc,:*

M1 = mWC2 (38)
Setnja po grafu je niz ¢vorova i grana, ali $etnja uvijek
pocinje i zavrsava ¢vorom.*” Duljina Setnje je broj grana u
njoj. Na slici 16 prikazujemo sve Setnje duljine 2 po grafu

G,.

Gy

Prvi Zagrebacki indeks M, takoder je povezan i s brojem
zatvorenih Setnji duljine 4, koje su oznacene sa srw,:*°

M, = (srwy + 2 E)/2 (39)

Broj Setnji duljine 2, mwc,, jednak je zbroju svih elemenata
u kvadriranoj matrici susjedstva ¢vorova:

V Vo
M,] = mwc, = i§1 J§1 (CAz)ij (40)

Relacija (39) se moze transformirati u:

My = ( ZV (‘A";+ 2 B)/2 (41)
pomocu relacije:
Srwy = 'Zv (CA%); (42)

Dok relacija (38) vrijedi opcenito, to nije slucaj s relacijama
(39) i (41), koje vrijede za grafove bez Cetveroclanih prs-
tena.

Relaciju (41) su maodificirali Liu i Gutman®' tako da vrijedi i
za grafove koji sadrze cetveroclane prstenove C,:

My =1[( ZV A% + 2 B)/2]1-4Cy (43)
Taj je rezultat poznat jo$ od prve publikacije o Zagrebackim

indeksima," ali ocigledno zaboravljen, pa su Liu i Gutman>’
ponovili dokaz.

Braun et al.>? pokazali su da su drugi Zagrebacki indeks M, i
Setnja duljine 3 mwc; povezani jednostavnom relacijom:

M, = mwc;/2 (44)

Broj zatvorenih Setnji po grafu je velik ¢ak i za relativno ma-
lene grafove. Zatvorena Setnja je Setnja koja zapocinje i za-
vrsava na istome ¢voru.'®*” Duljina zatvorene $etnje je broj
grana u njoj. Promotrimo kao primjer broj zatvorenih Setnji
po grafu G, sa slike 3. Matrica “A* za molekularni graf G, je:

4 0 4 4 5 0

0 170 0 0 5
4.0 4 450
4.0 4 4 50
405570
05000 2
—>
L(Gy)

Slika 15 — Konstrukcija linijskoga grafa L(C,) iz grafa G, sa slike 3

Fig 15

— Construction of line graph L(G,) from graph G, given in Fig. 3
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Slika 16 — Sve Setnje duljine 2 po grafu G;
Fig. 16 - All walks of the length 2 on graph G,
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Slika 17 — Broj zatvorenih Setnji koje su duljine 4 i koje sve pocinju i zavrSavaju na ¢voru 1 grafa G,

Fig 17

Zbroj dijagonalnih elemenata daje 38 zatvorenih Setnji po
grafu G. Na slici 17 dajemo sve zatvorene Setnje, koje su
duljine 4 i koje sve pocinju i zavrsavaju na ¢voru 1 grafa G,.

Zagrebacki indeksi i neki drugi
topoloski indeksi

Zagrebacki indeksi su povezani s nekim drugim topoloskim
indeksima. Tako se moze pokazati da je prvi Zagrebacki in-
deks M, povezan s nekim mnogo starijim indeksima, kao
Sto su npr. Gordon-Scantleburyjev indeks iz 1964.% i Plat-
tov indeks iz 1947.>* Gordon-Scantleburyjev indeks S ne-
koga grafa G jednak je broju staza duljine 2, p,, u grafu:

Staza u grafu je niz susjednih grana, koja nikada ne prolazi
nekim ¢vorom vise od jedanput.>® Duljina staze je broj gra-
na u njoj.

Gordon-Scantleburyjev indeks moze se takoder definirati i
pomocu dijagonalnih elemenata kvadrirane matrice susjed-
stva ¢vorova:

S = (1/2)‘2\/ (CA?); CA%); - E (46)
Ako upotrijebimo relaciju (5), tada se relacija (46) moze
prevesti u sljedecu:

S=(1/2) 'Zvd(i) d@i) - E 47)

ili s pomocu relacije (1) u:

S =M,/2 - E (48)

Usporedba ove relacije s relacijom (35) pokazuje da je vri-
jednost Gordon-Scantleburyjevog indeksa za neki graf G
bez prstenova jednaka broju grana u odgovaraju¢em linij-
skome grafu.

Plattov indeks F nekoga grafa jednak je zbroju valencija gra-
na d,:
g

F=2d, (49)
)

Plattov indeks se takoder moze definirati i pomocu kvadri-
rane matrice susjedstva ¢vorova:°®

F= .AZE [(A%); + (Az)jj - 2] (50)
|JE

Relacija (50) moze se reformulirati u:
F=2 [(Az)ii (Az)ii - (Az)ii] (51)

ieV

Uporabom sljedecega izraza, poznatoga kao Lema o ruko-
vanju, koja potjece od Leonharda Eulera:>”

>di)=2E (52)
ieV

— Number of self-returning walks of length 4 that start and end at vertex 1 of graph G,

i relacije (5) dobijemo:

F= ‘Zv [d() d( -2 E. (53)
Moze se pokazati da su Gordon-Scantleburyjev indeks i
Plattov indeks povezani vrlo jednostavnom relacijom:

F=2S§ (54)

Otuda slijedi da se uporabom relacije (50) dobije jedno-
stavna veza izmedu Plattovog indeksa i prvoga Zagre-
backoga indeksa:

F=M, -2 (55)

U novije vrijeme mnogo se istrazuje nejednakost
M/V < My/E (56)

na koju je pozornost skrenuo kanadski matematicar Pierre
Hansen.

Vukicevic i Graovac®®*? te Hansen i Vukicevic® pokazali su
darelacija (56) vrijedi za sve aciklicke grafove, ali ne i opce-
nito za sve grafove. Caporossi et al.®' su nedavno pokazali
da relacija (56) vrijedi i za sve grafove s jednim prstenom.
Zanimljivo je da je za monocikle vrijedi:

MV = MJJE = 4. (57)
Vukicevic je 2007. pokazao da relacija:®?
My < YM,/E (58)

vrijedi za sve grafove i za sve eksponente od 0 do '/,
v €[0, 1/,], a u slu¢aju molekularnih (kemijskih) grafova vri-
jedi za sve eksponente od 0 do 1, v €[0, 1]. Huang et al .63
su 2010. pokazali su da relacija (58) vrijedi za sve grafove G
s eksponentom v € [-, 0]. Taj njihov rezultat ukljucuje sve
Vukiceviceve rezultate. Nesto prije su Zhang i Liu®* pokazali
da relacija (58) vrijedi za monociklicke grafove za sve
eksponente od 1 do o, v €[1,+x]. Taj je rezultat takoder
ukljucen u rezultat koji su izveli Huang et al.s3

O istrazivanjima u svezi s nejednakostima (56) i (58) Liu i
You su nedavno objavili pregledni ¢lanak.®

Zbog sljedecih jednakosti koje postoje izmedu grafa G i nje-
gova linijskoga grafa L(G):

V(G) = E[LG)] (59)
E(G) = VIL(G)] (60)
de()(G) = dDILG)] 61)

izvorni Zagrebacki indeksi i reformulirani Zagrebacki in-
deksi su povezani:**
EM1(G) = My[L(G)] (62)

EM,(C) = My[L(G)] (63)
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Zagrebacki ko-indeksi

Kao $to je ranije navedeno, iz formula (2) i (32) vidi se da se
oba Zagrebacka indeksa mogu dobiti zbrajanjem doprinosa
koji potjecu od grana promatranog grafa G, to jest od paro-
va ¢vorova koji su u grafu G susjedni. Doslic®® je nedavno
predlozio Zagrebacke ko-indekse, koje je definirao kao
zbroj doprinosa koji potjecu od parova ¢vorova koji u grafu
G nisu susjedni. Stoga umjesto formula (2) i (32) sada ima-
mo

CoM, = '_ZE[d(i)+ djl (64)

ij¢

CoM, = = d(i)d(j) (65)
ij¢E

Zatim je Dosli¢ sa svojim iranskim suradnicima Ashrafijem i
Hamzehom odredio ekstremne vrijednosti ovih novih mo-
lekularnih deskriptora.” Ova nova klasa molekularnih
deskriptora posjeduje niz zanimljivih svojstava. Ovdje na-
vodimo sljedece:

2M; + CoM; =4 VE (66)
2 M2 + COM2 = 4 E2 (67)

gdje je, kao i do sada, V broj ¢vorova, a E broj grana proma-
tranoga grafa.

Formule za racunanje nekih klasa molekula

(i) n-Alkani
My =4(NV-2)+2 (67)
My=4(V-2zaV>2 (68)
(if) n-Cikloalkani
My =M, =4V (69)
Ova jednakost je posljedica da je u cikloalkanima V = E.
(ili) Poliaceni
M; =26R-2 (70)
M, =33R-9 71

gdje je R broj Sesteroclanih prstenova.

(iv) Polifenantreni
M; = 26 R—2 (72)
M, = 34R-11 (73)

Indeks M, jednak je u izomernim poliacenima i polifenan-
trenima. To je posljedica definicije indeksa M, koji ovisi je-
dino o valencijama atoma u molekuli, pa je za izomerne
strukture, kao $to su poliaceni i polifenantreni, identican.

Zakljucak

Ima jo$ dosta zanimljivih matematickih rezultata o Zagre-
backim indeksima i njihovim inacicama,®®*”* kao npr. o
njihovim donjim i gornjim granicama’*"? te o Zagrebackim
matricama.®® Neki rezultati iznenaduju. Npr. ustanovljeno
je da drugi izvorni Zagrebacki indeks M, uspjesnije razlikuje
molekularne grafove od drugoga modificiranoga Zagrebac-

koga indeksa ™M,." Taj je rezultat neocekivan jer M, indek-
si pripadaju skupu prirodnih brojeva, a ™M, indeksi skupu
racionalnih brojeva. Na kraju isticemo da su izvorni Zagre-
backi indeksi vrlo jednostavni molekularni deskriptori, ali
trebalo se dosjetiti te jednostavnosti.
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Projekt o Zagrebackim indeksima je od pocetka podrzavan
od Ministarstva znanosti, obrazovanja i $porta Republike
Hrvatske.
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SUMMARY
About the Zagreb Indices
N. Trinajsti¢,* S. Nikoli¢,* and A. Milicevic®

The original Zagreb indices and some of their variants, such as the modified Zagreb indices, vari-
able Zagreb indices, reformulated original Zagreb indices, reformulated modified Zagreb indices,
Zagreb indices as complexity indices, general Zagreb indices, Zagreb indices for heterocyclic
systems, Zagreb co-indices, are outlined. Some interesting properties of the Zagreb indices,
depending on the structure of molecular (chemical) graphs, are mentioned. Zagreb indices of line
graphs and their connection with certain walks on graphs are discussed. The relationships bet-
ween the Zagreb indices and some of the earliest molecular descriptors such as the Platt index (in-
troduced in 1947) and Gordon-Scantlebury index (introduced in 1964) are presented. So-called
Zagreb co-indices are briefly mentioned. Analytical formulas for computing Zagreb indices of
several homologous structures are also given.
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