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Prikazani su izvorni Zagrebaèki indeksi i neke njihove inaèice kao što su modificirani Zagrebaèki
indeksi, varijabilni Zagrebaèki indeksi, reformulirani izvorni Zagrebaèki indeksi, reformulirani
modificirani Zagrebaèki indeksi, Zagrebaèki indeksi kao indeksi kompleksnosti, opæi Zagrebaèki
indeksi, Zagrebaèki indeksi heterociklièkih sustava. Navedeno je nekoliko zanimljivih svojstava
Zagrebaèkih indeksa ovisnih o strukturi molekularnih (kemijskih) grafova. Dani su Zagrebaèki
indeksi za linijske grafove, kao i njihova veza s odreðenim šetnjama po grafu. Razmatran je odnos
Zagrebaèkih indeksa prema nekima od najranijih molekularnih deskriptora kao što su Plattov
indeks (iz godine 1947.) i Gordon-Scantleburyjev indeks (iz godine 1964.). Prikazani su takoðer i
novi molekularni deskriptori nazvani Zagrebaèki ko-indeksi, koji su svojevrsni anti-zagrebaèki
indeksi. Navedene su formule za raèunanje izvornih Zagrebaèkih indeksa za neke homologne
klase molekula.
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Uvod
Formalno su se Zagrebaèki indeksi prvi puta pojavili prije
38 godina u aproksimativnoj formuli za ukupnu �-elek-
tronsku energiju konjugiranih molekula.1 Na slici 1 su autori
toga prvoga èlanka o Zagrebaèkim indeksima, a na slici 2 je
prikazana prva stranica èlanka.

Kao mjera razgrananosti neke kemijske strukture, Zagre-
baèki indeksi su prvi put upotrijebljeni tri godine poslije,
kada je razmatrana razgrananost aciklièkih poliena.2 Zagre-
baèki indeksi su prvi put tako nazvani u èlanku Balabana i
suradnika,3 ali se u literaturi nazivaju i drugaèije.4 Toènije, u
radu Balabana i suradnika3 govori se o indeksima Zagre-
baèke grupe (engleski: Zagreb Group indices), a kao njihov
izvor navode se radovi ovdje navedeni kao referencije 1 i 2.
Pod Zagrebaèkom grupom oèito se mislilo na skupinu (tada
mladih) znanstvenika u Grupi za teorijsku kemiju Instituta
Rugjer Boškoviæ, koji su u to vrijeme zapoèinjali pothvat iz
kojega æe za koju godinu nastati Kemijska teorija grafova.

S vremenom su se pojavile i inaèice Zagrebaèkih indeksa,5 a
referirani su u veæini monografija, koje donose prikaze
molekularnih deskriptora i njihovu primjenu u modeliranju
odnosa strukture, svojstava i aktivnosti razlièitih klasa mo-
lekula (QSPR, QSAR).6–10 Zagrebaèki indeksi su takoðer
ukljuèeni u brojne raèunalne programe za rutinsko raèu-
nanje molekularnih deskriptora.11

Matematièka svojstva Zagrebaèkih indeksa detaljno su raz-
matrana, osobito posljednjih godina.12–15 Godine 2003.
objavljena su o tome (ne manje od) tri znanstvena rada, a
sljedeæih godina, zakljuèno s godinom 2009., (ne manje od)

8, 3, 4, 9, 6 i 9 radova. U vrijeme pisanja ovog èlanka, ove
godine su veæ objavljena èetiri rada, a nemali broj ih je u
tisku ili na recenziji. Vrijedi spomenuti autore koji su se u
posljednjih nekoliko godina bavili matematièkim svojstvima
i primjenom Zagrebaèkih indeksa. Osim autora ovoga èlan-
ka to su: A. R. Ashrafi (Iran), I. Bauèiæ (Hrvatska), A. Behtoei
(Iran), S. H. Bertz (SAD), R. S. Chen (Kina), S. Chen (Kina),
T. Chen (Kina), T. C. E. Cheng (Kina), T. Došliæ (Hrvatska),
K. C. Das (Koreja), H. Deng (Kina), G. H. Fath-Tabar (Iran),
Y. Feng (Kina), B. Furtula (Srbija), A. Graovac (Hrvatska), Y.
Guo (Kina), A. Hamzeh (Iran), P. Hansen (Kanada), B. Ho-
roldagva (Mongolija), X. Hu (Kina), H. Hua (Kina), Z. Huang
(Kina), A. Iliæ (Srbija), M. Jannesari (Iran), D. JaneÞiè (Slove-
nija), G. Kovaèeviæ (Hrvatska), R. Lang (Kina), S. G. Lee
(Koreja), S. Li (Kina), X. Li (Kina), B. Liu (Kina), H. Liu (Kina),
M. Liu (Kina), A. Milièeviæ (Hrvatska), S. Moradi (Iran), S. M.
Rajtmajer (Hrvatska), D. Stevanoviæ (Srbija), L. Sun (Kina),
B. Taeri (Iran), I. M. Toliæ-Norrelykke (Hrvatska), A. A. Toro-
pov (Uzbekistan), A. P. Toropova (Uzbekistan), D. Vukièe-
viæ (Hrvatska), W. Wang (Kina), S. Wei (Kina), F. Xia (Kina),
Z. Yan (Kina), Z. Yarahmadi (Iran), Z. You (Kina), H. Zhang
(Kina), S. Zhang (Kina), B. Zhou (Kina), H. Zhou (Kina), uz
moguænost da su neka imena izostavljena. Otuda slijedi da
su i nakon 38 godina Zagrebaèki indeksi i njihove inaèice
još uvijek zanimljivi istraÞivaèima u podruèju matematièke
kemije i dizajna aktivnih molekula. Štoviše Zagrebaèki su
indeksi ušli u kemijski Þargon tako da se èesto i ne navode
izvorne publikacije u kojima su definirani.16 U èlanku æemo
rabiti nazivlje iz kemijske teorije grafova.17,18

Izvorni Zagrebaèki indeksi

Zagrebaèki su indeksi M1 i M2 nekoga grafa G definirani na
sljedeæi naèin:1,2

N. TRINAJSTIÆ et al.: O Zagrebaèkim indeksima, Kem. Ind. 59 (12) 577–589 (2010) 577

KUI – 25/2010
Prispjelo 28. svibnja 2010.

Prihvaæeno 17. rujna 2010.

� U povodu 60-te obljetnice Instituta Rugjer Boškoviæ
* Autor za korespondenciju: Akademik Nenad Trinajstiæ, trina@irb.hr



M d(i)d(i)
i V

1 �
�

� (1)

M d(i)d(j)
ij E

2 �
�

� (2)

gdje je d(i) valencija èvora i, d(i)d(j) je teÞina grane i-j, V
skup èvorova, a E je skup grana grafa G. Valencija èvora je
dana brojem grana koje izlaze iz èvora. Npr. vrijednosti M1 i
M2 za molekularni graf G1, koji predstavlja ugljikov kostur
2,2-dimetilbutana (vidi sliku 3) su 24 i 22. Valencije èvoro-
va u grafu G1 prikazane su u slici 4.

U suvremenoj matematièko-kemijskoj literaturi M1 se nazi-
va prvi Zagrebaèki indeks (engleski: first Zagreb index), a M2

drugi Zagrebaèki indeks (engleski: second Zagreb index).

Zagrebaèki se indeksi mogu definirati i pomoæu dijagonal-
nih elemenata kvadrirane matrice susjedstva èvorova èA:19

M1 = �
i V�

(èA2)ii (èA2)ii (3)

M2 = �
ij E�

(èA2)ii (èA2)jj (4)

Uporabu izraza (3) i (4) moÞemo ilustrirati na grafu G1.

Matrica susjedstva èA èvorova grafa G1 je

0 1 0 0 0 0
1 0 1 1 1 0
0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0

a matrica èA2 je

1 0 1 1 1 0
0 4 0 0 0 1
1 0 1 1 1 0
1 0 1 1 1 0
1 0 1 1 2 0
0 1 0 0 0 1

Dijagonalni elementi matrice èA2 su identièni valencijama
èvorova u grafu G1:

(èA2)ii = d(i) (5)
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S l i k a 3 – 2,2-Dimetilbutan (I), njegov ugljikov kostur (II) i odgo-
varajuæi molekularni graf G1 s numeriranim èvorovima
F i g. 3 – 2,2-Dimethylbutane (I), its carbon skeleton (II) and
the corresponding molecular graph G1 with labelled vertices

S l i k a 4 – Valencija èvorova u grafu G1

F i g. 4 – The vertex-valencies in graph G1

S l i k a 1 – Autori prvoga èlanka o Zagrebaèkim indeksima Ivan
Gutman i Nenad Trinajstiæ 38 godina poslije njegove objave
F i g. 1 – Authors of the first report on the Zagreb indices Ivan
Gutman and Nenad Trinajstiæ 38 years after its publication

S l i k a 2 – Naslovna stranica prvoga èlanka o Zagrebaèkim
indeksima

F i g. 2 – Front page of the first publication on Zagreb indices



pa su dobivene vrijednosti M1 i M2 identiène prethodno do-
bivenim vrijednostima.

Prva dva èlanka o izvornim Zagrebaèkim indeksima1,2

umjereno se citiraju. Prema podatcima na ISI Web of Scien-
ce od 24. oÞujka 2010. referencije 1 i 2 citirane su do toga
datuma 189 i 251 puta.

Modificirani Zagrebaèki indeksi

Modificirani Zagrebaèki indeksi uvedeni su da bi se istaklo
da su doprinosi vanjskih atoma u molekuli veæi od doprino-
sa unutarnjih atoma u molekuli i tako odrazili èinjenicu da
su vanjski atomi znatno više izloÞeni dodiru s površinom
drugih molekula od unutarnjih atoma te da imaju odlu-
èujuæi utjecaj na svojstva molekula. Modificirani Zagre-
baèki indeksi mM1 i mM2 definirani su ovako:5

mM1 = �
i V�

1/d(i)d(i) (6)

mM2 = �
ij E�

1/d(i)d(j) (7)

Vrijedi istaknuti da je formula za mM2 indeks identièna for-
muli Bonchevoga indeksa oznaèenoga s 1ON, koji je on
nazvao sveukupni indeks prvoga reda.20

Na slici 5 dajemo vrijednosti mM1 i mM2 indeksa za graf G1.

Varijabilni Zagrebaèki indeksi

Varijabilni Zagrebaèki indeksi vM1 i vM2 definirani su izrazi-
ma:21

vM1 = �
i V�

[d(i) d(i)]v (8)

vM2 = �
ij E�

[d(i) d(j)]v (9)

gdje je v varijabla, èija se optimalna vrijednost odreðuje po-
sebno za svako svojstvo koje se razmatra.

Oèigledno je da je vM1 za v = 1 jednak izvornome prvome
Zagrebaèkome indeksu M1, a za v = –1 prvome modificira-
nome Zagrebaèkome indeksu mM1. Indeks vM2 za v = 1
jednak je izvornome drugome Zagrebaèkome indeksu M2,
za v = –1 drugome modificiranome Zagrebaèkome indek-
su mM2, a za v = –1/2 Randiæevu indeksu povezanosti.22,23

Milièeviæ i Nikoliæ su ustanovili da su varijabilni Zagrebaèki
indeksi pogodni za predviðanje vrelišta niÞih alkana.21

Reformulirani izvorni Zagrebaèki indeksi

Zagrebaèki indeksi mogu se reformulirati tako da se u rela-
cijama (1) i (2) valencije èvorova zamijene valencijama gra-
na. Valencija dg neke grane g jednaka je broju susjednih
grana. Reformulirani izvorni Zagrebaèki indeksi EM1 i EM2

definirani su ovim izrazima:24

EM1 = �
i E�

dg(i) dg(i) (10)

EM2 = �
ij E�

dg(i) dg(j) (11)

Na slici 6 dane su valencije grana u grafu G1. Pomoæu njih
dobijemo da su vrijednosti indeksa EM1 i EM2 grafa G1 44 i
67.

Reformulirani se Zagrebaèki indeksi takoðer mogu definira-
ti i pomoæu dijagonalnih elemenata kvadrirane matrice su-
sjedstva grana gA:

EM1 = �
i E�

(gA2)ii (gA2)ii (12)

EM2 = �
ij E�

(gA2)ii (gA2)jj (13)

Relacije (12) i (13) su povezane s relacijama (10) i (11) pre-
ko jednakosti:

dg(i) = (gA2)ii (14)

Relacija (14) se lako provjeri pomoæu kvadrirane matrice
susjedstva grana. Na slici 7 prikazan je graf G1 s numerira-
nim granama.

Matrica susjedstva gA grana grafa G1 je

0 1 1 1 0

1 0 1 1 0

1 1 0 1 0

1 1 1 0 1

0 0 0 1 0

N. TRINAJSTIÆ et al.: O Zagrebaèkim indeksima, Kem. Ind. 59 (12) 577–589 (2010) 579

S l i k a 5 – TeÞine èvorova i grana u grafu G1 koji se rabe za raèu-
nanje modificiranih Zagrebaèkih indeksa

F i g. 5 – Vertex-weights and edge-weights in the graph G1
used for computing the modified Zagreb indices

S l i k a 6 – Valencije grana u grafu G1

F i g. 6 – The edge-valencies in graph G1

S l i k a 7 – Graf G1 s numeriranim granama
F i g. 7 – Graph G1 with labelled edges



a matrica gA2 je

3 2 2 2 1

2 3 2 2 1

2 2 3 2 1

2 2 2 4 0

1 1 1 0 1

Reformulirani modificirani Zagrebaèki indeksi

Modificirani Zagrebaèki indeksi se mogu reformulirati tako
da se u relacije (10) i (11) umjesto dg uvede 1/dg:24

mEM1 = �
i V�

1/dg(i)dg(i) = �
i E�

[dg(i)dg(i)]–1 (15)

mEM2 = �
ij E�

1/dg(i) dg(j) = �
ij E�

[dg(i) dg(j)]–1 (16)

Vrijednosti indeksa mEM1 i mEM2 za molekularni graf G1 su
1,3958 i 0,8333.

Zagrebaèki indeksi kao indeksi kompleksnosti

Zagrebaèki indeksi kompleksnosti TM1 i TM2 definirani su
ovako:5,25

TM1 = �
s

�
i E�

d(i)d(i) (s) = �
s

M1(s) (17)

TM2 = �
s

�
ij E�

d(i)d(j) (s) = �
s

M2(s) (18)

Zbroj �s u izrazima (17) i (18) ide preko svih podgrafova s, a
zbrojevi �i V�

i �ij V�
idu preko valencija èvorova koje su

dane u izvornome grafu. Oba indeksa TM1 i TM2 pred-
stavljaju zbroj svih indeksa M1 i M2 koji se raèunaju za svaki
podgraf s. To je prikazano na slici 8 za graf G2 koji pred-
stavlja ugljikov kostur butana.

Indeksi TM1 i TM2 su nastali na temelju Bonchevoga topolo-
gijskoga indeksa kompleksnosti, kojega je autor oznaèio s
TC i koji je definiran kao zbroj valencija èvorova u svim
podgrafovima:26

TC = �
s

�
i V�

d(i)(s) (19)

Na slici 9 izraèunan je indeks TC za graf ugljikova kostura
butana. Treba uoèiti da su valencije èvorova u podgrafovi-
ma jednake valencijama èvorova u izvornome grafu.

Bonchev je takoðer predloÞio i inaèicu svoga indeksa, koju
je oznaèio s TC1. Indeks TC1 se razlikuje od indeksa TC po
tome što se u njegovu raèunanju rabe valencije èvorova
kakve su u podgrafovima. To je prikazano na slici 10. Valja
uoèiti da je uvijek TC > TC1, osim u sluèaju grafa s jednim
èvorom, kada je TC = TC1 = 0.

Naravno da je ta Bonchevova ideja prihvaæena u sluèaju in-
deksa TM1 i TM2, pa su uvedena još dva Zagrebaèka in-
deksa kompleksnosti *TM1 i *TM2. Raèunanje indeksa *TM1

i *TM2 za graf butana prikazano je na slici 11. Odnos
izmeðu indeksa TM1 i TM2 i indeksa *TM1 i *TM2 uvijek je
TM1 (TM2) > *TM1 (*TM2), osim u sluèaju grafa s jednim
èvorom, kada je TM1 = *TM1 = 0 i grafa s dva èvora, kada
je TM2 = *TM2.
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S l i k a 8 – Raèunanje Zagrebaèkih indeksa kompleksnosti TM1 i TM2 za graph G2, koji predstavlja ugljikov kostur butana
F i g. 8 – Computing the Zagreb complexity indices TM1 i TM2 for graph G2 representing the carbon skeleton of butane



Opæi Zagrebaèki indeksi

Opæe topologijske indekse (overall topological indices)
uveo je Bonchev.27,28 Opæi Zagrebaèki indeksi OM1 i OM2

su uvedeni 2001.29 Definirani su na sljedeæi naèin:
sOM1 = �

s
�

i V�

d(i)d(i) (s) (20)

sOM2 = �
s

�
ij E�

d(i)d(j) (s) (21)

Vidljivo je da je opæi prvi Zagrebaèki indeks OM1 jednak
indeksu TM1. Meðutim, opæi drugi Zagrebaèki indeks OM2

nije jednak indeksu TM2, jer je u izrazu za raèunanje OM2

drugi zbroj u izrazu (18) zamijenjen s produktom. Primjena
izraza (20) i (21) ilustrirana je na grafu G2 i prikazana na slici
12.

Zagrebaèki indeksi sustava s heteroatomima

Proširenje Zagrebaèkih indeksa na sustave s heteroatomima
vrlo je jednostavno. Sustave s heteroatomima moÞemo pri-
kazati pomoæu uteÞenih grafova.17,30–32 Na slici 13 je prika-
zan uteÞeni graf G3, koji sluÞi kao model za molekularni
kostur tert-butil-metil-eter. U grafu G3 èvor koji odgovara
kisiku u molekuli potamnjen je i dana mu je teÞina w.
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S l i k a 9 – Raèunanje topologijskoga indeksa kompleksnosti TC za graph G2

F i g. 9 – Computing the topological complexity index TC for graph G2

S l i k a 10 – Raèunanje topologijskoga indeksa kompleksnosti TC1 za graf G2

F i g. 10 – Computing the topological complexity index TC1 for the graph G2
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S l i k a 11 – Raèunanje modificiranih Zagrebaèkih indeksa kompleksnosti *TM1 i *TM2 za graf G2

F i g. 11 – Computing the modified Zagreb complexity indices *TM1 i *TM2 for graph G2

S l i k a 12 – Raèunanje opæih Zagrebaèkih indeksa OM1 i OM2 za graf G2

F i g. 12 – Computing overall Zagreb indices OM1 i OM2 for graph G2



Na slici 14 dane su valencije èvorova u grafu G3. Èvor koji
odgovara kisiku u tert-butil-metil-eteru dobio je uteÞenu
valenciju. Time je oznaèeno da su grane izmeðu toga èvora
i susjednih èvorova razlièite od ostalih grana u grafu G3.

Raèunanje Zagrebaèkih indeksa za uteÞene grafove se svodi
na uvrštavanje valencija èvorova u izraze (1) i (2). Za naš
primjer to izgleda ovako:

M1 = 20 + 4 w2 (22)

M2 = 12 + 10 w (23)

Za vrijednost parametra w = 1, (22) i (23) reduciraju se na
vrijednosti 24 i 22, koje odgovaraju vrijednostima indeksa
M1 i M2 za 2,2-dimetilbutan.

Postoje razlièite sheme odabiranja parametra w.33–39 Meðu-
tim, jednoznaèan naèin odabiranja vrijednosti parametra w
nije naðen. Pragmatièni pristup odabiru numerièke vrijed-
nosti parametra w je da ga se smatra varijabilnim para-
metrom, èija optimalna vrijednost daje najbolji model za
predviðanje svojstava i aktivnosti odreðene klase molekula.

Zagrebaèki indeksi za sustave s heteroatomima mogu se ta-
koðer prikazati i pomoæu matrica, koje nazivamo Zagre-
baèke matrice.19 Tu ideju da se graf-teorijske matrice rabe
kao generatori molekularnih deskriptora prvi je razmatrao
Randiæ sa suradnicima,40–42 a kasnije su je razvili Diudea sa
suradnicima43,44 i drugi.9,10

Zagrebaèke indekse definiramo pomoæu Zagrebaèkih ma-
trica ovako:

M1 = �
i V�

[ZM]ii (24)

M2 = �
ij E�

[ZM]ij (25)

gdje je ZM Zagrebaèka matrica, koja je definirana na slje-
deæi naèin:45

[ ]
[ ) )]
[ ) )]ZM ij �

�

�

d(i d(i ako je i j
d(i d(j ako je i j

ako i0 nije vezan na j

�

�
�

�
�

(26)

Primjer Zagrebaèke matrice za uteÞeni graf je ZM matrica
grafa G3.

1 4 0 0 0 0

4 16 4 4 8w 0

0 4 1 0 0 0

0 4 0 1 0 0

0 8w 0 0 4w2 2w

0 0 0 0 2w 1

Otuda slijede vrijednosti za M1 i M2 identiène onima prika-
zanima u izrazima (22) i (23).

Neka svojstva Zagrebaèkih indeksa

Zagrebaèki indeksi posjeduju niz zanimljivih svojstava.
Ovdje æemo navesti samo neka njihova svojstva.

Prvi Zagrebaèki indeks M1 je povezan s valencijama èvoro-
va u stablima, koji sluÞe kao modeli alkana, sljedeæom rela-
cijom:

M1 = P + 4 S + 9 T + 16 Q (27)

gdje su P broj èvorova s valencijom 1, S broj èvorova s va-
lencijom 2, T broj èvorova s valencijom 3 i Q broj èvorova s
valencijom 4. Valja znati da u stablima, koja su graf-teorijski
prikaz ugljikova kostura alkana, valencije èvorova idu od 1
do 4.

Relacija (27) moÞe se prevesti u relaciju:

M1 = 4 V + 2 T + 6 (Q –1) (28)

pomoæu sljedeæih relacija:

E = V – 1 (29)

V = P + S + T + Q (30)

E = (P + 2 S + 3 T + 4 Q)/2 (31)
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S l i k a 13 – tert-butil-metil-eter (III), njegov kostur (IV) i odgova-
rajuæi uteÞeni molekularni graf G3 s numeriranim èvorovima. U gra-
fu G3 èvor, koji odgovara kisiku u molekuli, je zacrnjen i dana mu je
teÞina w.
F i g. 13 – tert-butyl methyl ether (III), its skeleton (IV) and the
corresponding weighted molecular graph G3 with labeled vertices.
In graph G3, the vertex corresponding to the oxygen atom is deno-
ted by the blackened dot and is given weight w.

S l i k a 14 – Valencije èvorova u grafu G3. Zatamnjeni èvor, koji
odgovara kisiku u tert-butil-metil-eteru, dobio je uteÞenu valenciju.
F i g. 14 – The edge-valencies in graph G1. The blackened dot
corresponding to the oxygen in tert-butyl methyl eter, got the
weighted valency.



Prvi Zagrebaèki indeks zadovoljava i sljedeæi identitet:46

M1 = �
ij E�

[d(i) + d(j)] (32)

Taj rezultat moÞe se lako provjeriti pomoæu podataka na sli-
ci 4. Relacija (32) je vaÞna jer pokazuje da se i prvi Zagre-
baèki indeks moÞe koncipirati preko zbrajanja odreðenih
doprinosa koje potjeèu od grana promatranoga grafa. Vrije-
di usporediti formule (32) i (2), što æe omoguæiti uvoðenje
pojma Zagrebaèkih ko-indeksa. O njima poslije u tekstu.

Ako prevedemo neki graf G u odgovarajuæi linijski graf L(G),
tada je indeks M1 grafa G jednak dvostrukom broju èvorova
i grana u linijskome grafu L(G). Linijski graf L(G) nekoga gra-
fa G dobije se tako da se grane u G zamijene èvorovima u
L(G).18,47 Dva su èvora u L(G) povezana ako su odgova-
rajuæe grane u G susjedne. Na slici 15 prikazujemo kon-
strukciju linijskoga grafa L(G1) iz grafa G1 sa slike 3.

Broj èvorova i grana u nekome grafu G, V(G) i E(G) te u od-
govarajuæem linijskome grafu L(G), V[L(G)] i E[L(G)], po-
vezani su sljedeæim relacijama

V[L(G)] = E(G) (33)

E[L(G)] = (1/2) �
i V�

d(i) d(i) (G) – E(G) (34)

Relaciju (34) moÞemo transformirati pomoæu relacije (1) u:

E[L(G)] = M1/2 – E(G) (35)

i otuda slijedi:

M1 = 2 {E[L(G)] + E(G)} (36)

te uporabom relacije (33) konaèno dobijemo:

M1 = 2 {V[L(G)] + E[L(G)]} (37)

Prvi Zagrebaèki indeks M1 jednak je i broju šetnji duljine 2
po grafu G, koje su oznaèene s mwc2:48

M1 = mwc2 (38)

Šetnja po grafu je niz èvorova i grana, ali šetnja uvijek
poèinje i završava èvorom.47 Duljina šetnje je broj grana u
njoj. Na slici 16 prikazujemo sve šetnje duljine 2 po grafu
G1.

Prvi Zagrebaèki indeks M1 takoðer je povezan i s brojem
zatvorenih šetnji duljine 4, koje su oznaèene sa srw4:49,50

M1 = (srw4 + 2 E)/2 (39)

Broj šetnji duljine 2, mwc2, jednak je zbroju svih elemenata
u kvadriranoj matrici susjedstva èvorova:

M1 = mwc2 = � �

V

i=1

V

j>1
(èA2)ij (40)

Relacija (39) se moÞe transformirati u:

M1 = ( �
i V�

(èA4)ii+ 2 E)/2 (41)

pomoæu relacije:

srw4 = �
i V�

(èA4)ii (42)

Dok relacija (38) vrijedi opæenito, to nije sluèaj s relacijama
(39) i (41), koje vrijede za grafove bez èetveroèlanih prs-
tena.

Relaciju (41) su modificirali Liu i Gutman51 tako da vrijedi i
za grafove koji sadrÞe èetveroèlane prstenove C4:

M1 = [( �
i V�

(èA4)ii + 2 E)/2] – 4 C4 (43)

Taj je rezultat poznat još od prve publikacije o Zagrebaèkim
indeksima,1 ali oèigledno zaboravljen, pa su Liu i Gutman51

ponovili dokaz.

Braun et al.52 pokazali su da su drugi Zagrebaèki indeks M2 i
šetnja duljine 3 mwc3 povezani jednostavnom relacijom:

M2 = mwc3/2 (44)

Broj zatvorenih šetnji po grafu je velik èak i za relativno ma-
lene grafove. Zatvorena šetnja je šetnja koja zapoèinje i za-
vršava na istome èvoru.18,47 Duljina zatvorene šetnje je broj
grana u njoj. Promotrimo kao primjer broj zatvorenih šetnji
po grafu G1 sa slike 3. Matrica èA4 za molekularni graf G1 je:

4 0 4 4 5 0

0 17 0 0 0 5

4 0 4 4 5 0

4 0 4 4 5 0

4 0 5 5 7 0

0 5 0 0 0 2
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S l i k a 15 – Konstrukcija linijskoga grafa L(G1) iz grafa G1 sa slike 3

F i g. 15 – Construction of line graph L(G1) from graph G1 given in Fig. 3
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S l i k a 16 – Sve šetnje duljine 2 po grafu G1

F i g. 16 – All walks of the length 2 on graph G1



Zbroj dijagonalnih elemenata daje 38 zatvorenih šetnji po
grafu G. Na slici 17 dajemo sve zatvorene šetnje, koje su
duljine 4 i koje sve poèinju i završavaju na èvoru 1 grafa G1.

Zagrebaèki indeksi i neki drugi
topološki indeksi
Zagrebaèki indeksi su povezani s nekim drugim topološkim
indeksima. Tako se moÞe pokazati da je prvi Zagrebaèki in-
deks M1 povezan s nekim mnogo starijim indeksima, kao
što su npr. Gordon-Scantleburyjev indeks iz 1964.53 i Plat-
tov indeks iz 1947.54 Gordon-Scantleburyjev indeks S ne-
koga grafa G jednak je broju staza duljine 2, p2, u grafu:

S = p2 (45)

Staza u grafu je niz susjednih grana, koja nikada ne prolazi
nekim èvorom više od jedanput.55 Duljina staze je broj gra-
na u njoj.

Gordon-Scantleburyjev indeks moÞe se takoðer definirati i
pomoæu dijagonalnih elemenata kvadrirane matrice susjed-
stva èvorova:

S = (1/2) �
i V�

(èA2)ii (èA2)ii – E (46)

Ako upotrijebimo relaciju (5), tada se relacija (46) moÞe
prevesti u sljedeæu:

S = (1/2) �
i V�

d(i) d(i) – E (47)

ili s pomoæu relacije (1) u:

S = M1/2 – E. (48)

Usporedba ove relacije s relacijom (35) pokazuje da je vri-
jednost Gordon-Scantleburyjevog indeksa za neki graf G
bez prstenova jednaka broju grana u odgovarajuæem linij-
skome grafu.

Plattov indeks F nekoga grafa jednak je zbroju valencija gra-
na dg:

F = �
g

dg (49)

Plattov indeks se takoðer moÞe definirati i pomoæu kvadri-
rane matrice susjedstva èvorova:56

F = �
ij E�

[(A2)ii + (A2)jj – 2] (50)

Relacija (50) moÞe se reformulirati u:

F = �
i V�

[(A2)ii (A2)ii – (A2)ii] (51)

Uporabom sljedeæega izraza, poznatoga kao Lema o ruko-
vanju, koja potjeèe od Leonharda Eulera:57

�
i V�

d(i) = 2 E (52)

i relacije (5) dobijemo:

F = �
i V�

[d(i) d(i)] – 2 E. (53)

MoÞe se pokazati da su Gordon-Scantleburyjev indeks i
Plattov indeks povezani vrlo jednostavnom relacijom:

F = 2 S (54)

Otuda slijedi da se uporabom relacije (50) dobije jedno-
stavna veza izmeðu Plattovog indeksa i prvoga Zagre-
baèkoga indeksa:

F = M1 – 2E (55)

U novije vrijeme mnogo se istraÞuje nejednakost

M1/V � M2/E (56)

na koju je pozornost skrenuo kanadski matematièar Pierre
Hansen.

Vukièeviæ i Graovac58,59 te Hansen i Vukièeviæ60 pokazali su
da relacija (56) vrijedi za sve aciklièke grafove, ali ne i opæe-
nito za sve grafove. Caporossi et al.61 su nedavno pokazali
da relacija (56) vrijedi i za sve grafove s jednim prstenom.
Zanimljivo je da je za monocikle vrijedi:

M1/V = M2/E = 4. (57)

Vukièeviæ je 2007. pokazao da relacija:62

vM1/V �
vM2/E (58)

vrijedi za sve grafove i za sve eksponente od 0 do 1/2,
v � [0, 1/2], a u sluèaju molekularnih (kemijskih) grafova vri-
jedi za sve eksponente od 0 do 1, v � [0, 1]. Huang et al.63

su 2010. pokazali su da relacija (58) vrijedi za sve grafove G
s eksponentom v � [–�, 0]. Taj njihov rezultat ukljuèuje sve
Vukièeviæeve rezultate. Nešto prije su Zhang i Liu64 pokazali
da relacija (58) vrijedi za monociklièke grafove za sve
eksponente od 1 do �, v � [1,+�]. Taj je rezultat takoðer
ukljuèen u rezultat koji su izveli Huang et al.63

O istraÞivanjima u svezi s nejednakostima (56) i (58) Liu i
You su nedavno objavili pregledni èlanak.65

Zbog sljedeæih jednakosti koje postoje izmeðu grafa G i nje-
gova linijskoga grafa L(G):

V(G) = E[L(G)] (59)

E(G) = V[L(G)] (60)

de(i)(G) = d(i)[L(G)] (61)

izvorni Zagrebaèki indeksi i reformulirani Zagrebaèki in-
deksi su povezani:24

EM1(G) = M1[L(G)] (62)

EM2(G) = M2[L(G)] (63)
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S l i k a 17 – Broj zatvorenih šetnji koje su duljine 4 i koje sve poèinju i završavaju na èvoru 1 grafa G1

F i g. 17 – Number of self-returning walks of length 4 that start and end at vertex 1 of graph G1



Zagrebaèki ko-indeksi

Kao što je ranije navedeno, iz formula (2) i (32) vidi se da se
oba Zagrebaèka indeksa mogu dobiti zbrajanjem doprinosa
koji potjeèu od grana promatranog grafa G, to jest od paro-
va èvorova koji su u grafu G susjedni. Došliæ66 je nedavno
predloÞio Zagrebaèke ko-indekse, koje je definirao kao
zbroj doprinosa koji potjeèu od parova èvorova koji u grafu
G nisu susjedni. Stoga umjesto formula (2) i (32) sada ima-
mo

CoM d(i) d(j)1
ij E

� �
�

� [ ] (64)

CoM d(i)d(j)2
ij E

�
�

� (65)

Zatim je Došliæ sa svojim iranskim suradnicima Ashrafijem i
Hamzehom odredio ekstremne vrijednosti ovih novih mo-
lekularnih deskriptora.67 Ova nova klasa molekularnih
deskriptora posjeduje niz zanimljivih svojstava. Ovdje na-
vodimo sljedeæe:

2 M1 + CoM1 = 4 V E (66)

2 M2 + CoM2 = 4 E2 (67)

gdje je, kao i do sada, V broj èvorova, a E broj grana proma-
tranoga grafa.

Formule za raèunanje nekih klasa molekula

(i) n-Alkani

M1 = 4 (V – 2) + 2 (67)

M2 = 4 (V – 2) za V > 2 (68)

(ii) n-Cikloalkani

M1 = M2 = 4 V (69)

Ova jednakost je posljedica da je u cikloalkanima V = E.

(iii) Poliaceni

M1 = 26 R – 2 (70)

M2 = 33 R – 9 (71)

gdje je R broj šesteroèlanih prstenova.

(iv) Polifenantreni

M1 = 26 R – 2 (72)

M2 = 34 R – 11 (73)

Indeks M1 jednak je u izomernim poliacenima i polifenan-
trenima. To je posljedica definicije indeksa M1, koji ovisi je-
dino o valencijama atoma u molekuli, pa je za izomerne
strukture, kao što su poliaceni i polifenantreni, identièan.

Zakljuèak

Ima još dosta zanimljivih matematièkih rezultata o Zagre-
baèkim indeksima i njihovim inaèicama,68–73 kao npr. o
njihovim donjim i gornjim granicama74–79 te o Zagrebaèkim
matricama.80 Neki rezultati iznenaðuju. Npr. ustanovljeno
je da drugi izvorni Zagrebaèki indeks M2 uspješnije razlikuje
molekularne grafove od drugoga modificiranoga Zagrebaè-

koga indeksa mM2.81 Taj je rezultat neoèekivan jer M2 indek-
si pripadaju skupu prirodnih brojeva, a mM2 indeksi skupu
racionalnih brojeva. Na kraju istièemo da su izvorni Zagre-
baèki indeksi vrlo jednostavni molekularni deskriptori, ali
trebalo se dosjetiti te jednostavnosti.
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SUMMARY

About the Zagreb Indices
N. Trinajstiæ,a S. Nikoliæ,a and A. Milièeviæb

The original Zagreb indices and some of their variants, such as the modified Zagreb indices, vari-
able Zagreb indices, reformulated original Zagreb indices, reformulated modified Zagreb indices,
Zagreb indices as complexity indices, general Zagreb indices, Zagreb indices for heterocyclic
systems, Zagreb co-indices, are outlined. Some interesting properties of the Zagreb indices,
depending on the structure of molecular (chemical) graphs, are mentioned. Zagreb indices of line
graphs and their connection with certain walks on graphs are discussed. The relationships bet-
ween the Zagreb indices and some of the earliest molecular descriptors such as the Platt index (in-
troduced in 1947) and Gordon-Scantlebury index (introduced in 1964) are presented. So-called
Zagreb co-indices are briefly mentioned. Analytical formulas for computing Zagreb indices of
several homologous structures are also given.
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