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1. Uvod

Na ove zanimljive brojeve prvi su naisli Leonhard Euler (1703.-1783.) 1 Johann Andreas
von Segner (1704.-1777.), gotovo Citavo stoljece prije Catalana (1814.-1894.).
Proucavajuci problem triangulacije konveksnog n-terokuta, Segner je postavio rekurzivnu
relaciju, a Euler prvi uspjesno rijeSio 1 1760. godine doSao do opcéeg izraza za broj
triangulacija. Zanimljivo je napomenuti kako je Euler problemu pristupio alatima koji se
pripisuju modernoj kombinatorici, izraCunavsi tako funkciju izvodnicu za broj
triangulacija i zatvorenu formulu iz nje. Ipak, u ¢ast Catalanu, koji je izveo 1 dokazao
mnoga svojstva i identitete ovih brojeva, oni se danas zovu njegovim imenom. Catalanovi
brojevi javljaju se u mnostvu naizgled nepovezanih kombinatornih problema. U knjizi
[11] ih se navodi ¢ak 95. Malo je poznato da je ove brojevi potpuno neovisno otkrio
kineski matemati¢ar Ming An-Tu (1692.-1763.) tijekom 1730-1h godina, no njegovi
radovi ostali su nepoznati zapadnom svijetu sve do 1839. godine.

1 | cl=] ¢ 1~ C, n C

1 17 429[ 13 742,900 19 1,767,263,190
2] 8| 1,430[14] 2,674,440] 20 6,564,120,420
3 s 9] 4.862[15] 9,694,845 21] 24,466,267,020
4] 1410] 16,796] 16] 35.357,670[22]  91,482,563,640
5| 42 11][ 58,786] 17][129,644,790] 23 ][ 343,059,613,650
6 ][132] 12][208,012] 18 ][477,638,700][ 24 ][ 1,289,904,147,324

Tablica 1: Catalanovi brojevi
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2. Problemi vezani uz Catalanove brojeve
2.1 Triangulacija konveksnog n-terokuta

Ovaj povijesno najstariji problem doveo je do otkri¢a Catalanovih brojeva. Razmatra se
broj na¢ina (oznac¢imo taj broj s 7 n) na koji je moguca maksimalna dekompozicija

konveksnog n-terokuta na n-2 trokuta (otud ime triangulacija). Da bismo ga triangulirali,
potrebno je povuci n-3 dijagonala koje se ne smiju sje¢i. Ako vam ovo nije odmah ocito,
jedna dijagonala dijeli ga na dva dijela, dvije na tri 1 tako dalje indukcijom po n.

Razmotrimo problem induktivno 1 po¢nimo s trokutom. S obzirom da je on ve¢
trianguliran, postoji samo jedan nacin triangulacije pa je stoga T’ 3= 1. Za konveksan

cetverokut (n = 4) moramo povuci jednu dijagonalu. To moZemo uciniti na dva nac¢ina
(jer takav Cetverokut ima dvije dijagonale) pa je, dakle, T’ 4= 2. Za peterokut (n =5)

rjeSenje je manje ocigledno, postoji 5 nacina triangulacije. Nadimo sad opce rjeSenje za
broj triangulacija n-terokuta 7 " Primijetimo da je svaka stranica n-terokuta dio to¢no

jednog trokuta triangulacije.

Za prebrojavanje koristit ¢emo rekurziju i sljedeci algoritam - nasumce odabiremo i
fiksiramo jednu od stranica te brojimo triangulacije u kojima sudjeluje svaki od trokuta
podignutih nad tom stranicom. Za k-tu tocku kao vrh trokuta, zdesna je ostao (n - k + 1)-
terokut, koji moZemo triangulirati na 7' h ] nacina, a s lijeva k-terokut koji moZemo

triangulirati na T ' nacina (vidi sliku 1). Pritom podrazumijevamo da je 7. , = 1.

Slika 1: Fiksiramo jednu stranicu i nad njom konstruiramo trokute.

Buduc¢i da su izbori triangulacije 1izdvojenih mnogokuta medusobno neovisni, vrijedi

kombinatorni princip produkta te je za odabranu tocku £ taj broj jednak T’ kT PIRE Izbor te

toCke takoder moZemo uciniti na viSe (neovisnih) nacina pa nam preostaje jos samo
prosumirati po svim moguc¢im vrijednostima k. Konacan oblik za T | glasi:

n—1

T = ZTkTﬂ—k+l

k=2
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Pomocu programskog paketa Mathematica skicirat ¢emo triangulacije nekih konveksnih
poligona na sljedec¢i nacin:

<<DiscreteMath‘Combinatorica‘

sup[{p ,q }, n ] := Abs[p-g]>l&&p<g&&Mod[p+l, n]!=g&&Mod[g+l,n]!=p;

intersect[{ y{a , b}, y{c , d}, }/; (a<c<b<d| |c<a<d<b) ] :=True;

triangulate[n ]:=ShowGraphArray[FromUnorderedPairs/@Map[Join |
ToUnorderedPairs[Cycle[n]],#]&,DeleteCases[Subsets[Select|
Tuples[Range[n], 2], supl[#, n] &], {n - 3}], ?intersect]]]

Do[triangulate[i], {i, 3, 6}]

P
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Slika 2: Triangulacije nekih poligona.

Definirali smo funkciju sup koja provjerava jesu li vrhovi p 1 ¢ susjedni 1 vraca logicki
istinitu vrijednost ako nisu. Funkcija intersect prima listu uredenih parova vrhova (tj.
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dijagonale) kao argument 1 testira sadrzi li ona dijagonale koje se sijeku te vraca logicki
istinitu vrijednost ako lista nije valjana. Definiramo funkciju triangulate koja prikazuje
triangulirane poligone. Najprije generiramo sve moguce uredene parove prirodnih
brojeva manjih ili jednakih n, zatim odaberemo one koji su dijagonale i od takvih
odabiremo sve moguce n- 3 podskupove (jer do kraja triangulirani poligoni imaju to¢no
toliko dijagonala). Jo§ nam preostaje od njih pomocu funkcije DeleteCases odabrati
valjane poligone kojima se dijagonale ne sijeku, funkcijom Join pridruZziti im obodne
lukove (Cycle[n]) te ih prikazati pomo¢u ShowGraphArray. MnoStvo visestrukih
odabira navodi nas na zaklju¢ak da su ovom metodom grafovi prosli "sito 1 reSeto" prije
nego li su zadovoljili sve kriterije. Postoji li neka druga metoda kojom bismo efikasnije
pronasli trazene grafove?

Mozemo potraziti bijekciju s nekim drugim problemom koji takoder vodi na Catalanove
brojeve te tako do¢i do drugog nacina generiranja triangulacija. Kao primjer, uspostavit
¢emo bijekciju s problemom redoslijeda mnozenja (o kojem ¢e biti rijeci u iducoj cjelini)
na nacin kako je prikazano na slici 3.

Slika 3: Bijekcija s problemom redoslijeda mnozenja
2.2 Redoslijed mnoZenja

Na koliko na¢ina mozemo pomnoZiti n brojeva, ne mijenjajuci pritom poredak brojeva,
ve¢ samo redoslijed mnoZenja? MnoZenje je binarna operacija pa od zadanih n brojeva
prvo moramo pomnoziti dva, zatim njihov umnozak mnoziti narednim elementom i tako
redom dok svi brojevi ne budu pomnoZeni. Da eksplicitno prikazemo redoslijed
mnozenja, koristit cemo zagrade.
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Pritom moramo paziti na to da zagrade ne moZemo postaviti bilo kako - zagradujemo
parove brojeva pa se unutar jednog para zagrada ne mogu nalaziti npr. Cetiri 1li samo
jedan broj. Na koliko nac¢ina to mozZemo uciniti za niz duljine n? Taj broj ¢emo oznaciti
saZ .

n

Valja odmah uociti da nisu vazni sami brojevi ni njithov odnos i da je jedino poredak
zagrada bitan. Zbog toga th mozemo zamijeniti nekom oznakom, a u kasnijem
razmatranju 1 ispustiti. Krenimo od pocetka - jasno je da (gledajuci poredak svih zagrada
s lijeva na desno) ne mozemo zapoceti sa zatvorenom zagradom, ve¢ prva zagrada mora
biti otvorena. Sljedec¢a moZe biti otvorena ili zatvorena, idu¢a pak zatvorena samo ako
prethodna nije bila, itd.

Rijesit ¢emo ovaj primjer sagledavsi ocitu €injenicu - da bismo dobili konacan rezultat
mnoZenja, moramo pomnoZiti neka dva zagradena bloka. Stovise, ti blokovi ne mogu biti
raStrkani, ve¢ jedan mora biti na poc€etku, a drugi na kraju niza brojeva koje mnozimo
(presjek skupova omedenih zagradama mora biti disjunktan).

Odaberemo li prvi blok duljine &, drugi mora biti duljine » - £. Prvi stoga mozemo
zagraditi na Z fax drugi blok na Zn_ r nacina i to nezavisno jedan od drugoga. Prema

pravilu produkta, ako je duljina prvog bloka &, imamo Zan_ nacina zagradivanja; uocite

k
sli¢nost s prethodnim primjerom! Jo$§ nam preostaje prosumirati po svim moguéim
vrijednostima k. Primijetite, k£ ne poprima vrijednosti ve¢e od 1 ni one manje od n - 1 zato
Sto blokovi moraju biti neprazni. Konac¢no, trazeni izraz glasi:

n—1
Z, = Ezkzﬂ_k.
k=1

Nekoliko pocetnih vrijednosti brojeva Zn su: Z1 = 1,22 = 1,Z3 =27 4= S...
Generirat ¢emo sve moguce rasporede zagrada za n=4 pomocu programskog paketa
Mathematica na sljedeci nacin:

rule:={a___,b ,c ,d__ }->{a,{b,c},d}

cl[L List]:= Union[Nest[Flatten[Map[ReplaceList|

#,rule]&, #]1,11&,{L},Length[L]-2]]

cl[Range[4]]

Out [1]1={{1,{2,{3,4}}},{1,{{2,3},4}},{{1,2},{3,4}},
{({1,{2,3}},4},{{{1,2},3},4}}
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2.3 Problem zagradivanja

Problem zagradivanja vrlo je sli¢an problemu redoslijeda mnoZenja. Postavlja se pitanje
na koliko nacina moZemo u nizu rasporediti 2n zagrada tako da, brojeci s lijeva, niu
jednom trenutku ne nabrojimo (strogo) vise zatvorenih nego otvorenih zagrada. Na
primjer, zagradivanje ()() je valjano, a ())( nije jer na poziciji 3 primjecujemo veci broj
zatvorenih nego otvorenih zagrada. Da bismo dokazali istovjetnost s prethodnim
problemom, uspostavimo bijekciju na sljedec¢i na¢in: odstranimo sve osim zatvorenih
zagrada 1 znakova mnoZenja, koje zatim zamijenimo otvorenim zagradama.

Problem je takoder ekvivalentan broju mogucih valjanih ugnijeZzdenja n blokova u nekim
programskim jezicima (na primjer, u programskom jeziku C). To¢nije, prebrojavamo

valjane rasporede n parova zagrada koji omeduju blokove.

Generirat ¢emo takve parove zagrada pomocu programskog paketa Mathematica:

cat[n Integer?Positive] := Select[IntegerDigits[Range[2”n], 2, n],
VectorQ[Most@FoldList[Plus, 0, # /. 0 -> -1], NonNegative] &&
Tr@# == n/2 &]

TableForm[cat@6/.{1->"(",0->")"},TableSpacing->{1,0}]

Pomocu funkcije IntegerDigits generiramo sve moguce liste jedinica 1 nula duljine n.
Koristec¢i Select, odabiremo liste koje nam odgovaraju: prvo zahtijevamo da lista ima
jednak broj nula 1 jedinica, $to moZemo jednostavno postic¢i shvacéajuci listu kao vektor,
uvjetom da njegov trag (funkcija Tr) bude #/2. Budu¢i da je Catalanov broj takoder 1 broj
nenegativnih parcijalnih suma jednakog broja jedinica i minus jedinica, raCunamo
parcijalne sume elemenata liste funkcijom FoldList, prethodno zamijenivsi sve O u -1 te
koristimo test VectorQ kako bismo uvjetovali da svaki od elemenata parcijalne sume
mora zadovoljavati uvjet NonNegative. Tek tada Citav izraz moZe biti logicki istinit, a
konkretna lista odabrana.

2.4 Putovi u cjelobrojnoj mrezi

Cjelobrojnu mrezu ili diskretnu resetku tvore pravci kroz cjelobrojne tocke, usporedni s
koordinatnim osima u Kartezijevom koordinatnom sustavu. Za ovaj konkretan primjer
uvodimo restrikciju na mrezu veliCine n X n te se pitamo koliko ima najkracih putova u
ovakvoj cjelobrojnoj mrezi koji nikad ne prelaze njezinu dijagonalu. Taj broj oznacit
¢emo s Pn. Bez smanjenja opcenitosti mozemo promatrati putove koji su uvijek ispod
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nje.

Podsjetimo se, najkraéi putovi zadovoljavaju uvjet da se u svakom iduc¢em koraku mora
biti blize odredi$noj tocki te su u ovom primjeru stoga dopusteni jedino pomaci gore ili
desno (kre¢emo iz ishodista koordinatnog sustava). Valja uociti da je ovaj problem
ekvivalentan prethodnom problemu postavljanja zagrada - svaki odmak od dijagonale
udesno mozZzemo zapisati otvorenom zagradom, a pomak gore, prema dijagonali,
zatvorenom.

Slika 4: Putovi u cjelobrojnoj mrezi 3 x 3 [12]

1A [T

-

PokuSajmo direktno prebrojiti ovakve putove i time dobiti eksplicitnu formulu za n-ti
Catalanov broj. Prvo prebrojimo sve putove kroz cjelobrojnu mrezu do tocke (n,n) 1 od
tog broja oduzmemo broj zabranjenih putova koji sijeku dijagonalu. Svaki cjelobrojni put
mozZemo kodirati odredenim redoslijedom vektora pomaka udesno (1, 0) 1 vektora
pomaka prema gore (0, 1). Izbor pozicija pomaka prema gore (od ukupnog broja od 2n
pomaka) jednoznacno odreduje put u cjelobrojnoj mrezi jer preostale pozici;e

predstavljaju pomake udesno. Pomake prema gore mozemo rasporediti na () nacina.

Izbrojimo sad putove koji sijeku dijagonalu. Promatramo prvu to¢ku na nedozvoljenom
putu koja se nalazi s krive strane dijagonale. Nakon te tocke reflektiramo put na nacin da
svaki pomak udesno zamijenimo pomakom prema gore i obrnuto. Budu¢i da smo dosli
jedno polje iznad dijagonale, dosad smo uc¢inili £ pomaka prema desno i &+ 1 prema
gore. Preostalo nam je n - kK pomaka desno 1 7 - k - 1 pomaka gore da bismo dosli do
(n,n). Reflektiranjem puta zamjenjuju se brojevi preostalih pomaka pa ¢e takva
modificirana staza imati k+ (n - k-1)=n- 1 pomakaudesnoi(k+ 1)+ (n-k)=n+1
prema gore, dakle do¢i ¢emo do tocke (n - 1,n + 1). Svaki nedozvoljen put moZemo tako
modificirati na jedinstven nacin. Uo¢imo 1 da svaki najkrac¢i put u cjelobrojnoj mrezi od
(0, 0) do (n - 1,n + 1) moZemo preinaciti u to¢no jedan nedozvoljen put od (0, 0) do (n,n),
reflektirajuci ga na isti nac¢in ¢im prijede originalnu dijagonalu. Time smo uspostavili

bijekciju izmedu skupa svih najkracih putova koji sijeku dijagonalu 1 skuﬂpa svih

najkracih putova u cjelobrojnoj mrezi do tocke (n - 1,n + 1), kojih ima “+1). Stoga je n-ti

Catalanov broj jednak
ir 21 1 2
= (ﬂ,) B (ﬂ.ﬂ) = R—H(n)
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Slika 5: Reflektirani put [12]

Posluzit ¢emo se programskim paketom Mathematica 1 nacrtati prvih nekoliko slucaja
(vidljivih na slici 6) pomocu sljedeceg programskog koda:

<< DiscreteMath‘Combinatorica‘
gen[n Integer?Positive] := Sele

e
VectorQ[Most@FoldList[Plus, O,
TrQ# == n/2 &]

ct[IntegerDigits[Range[2”n], 2, n],
# /. 0 -=> =11, NonNegative] &&
spf[l List] := Block[{x =1, n = Length[1]/2 + 1}, Highlight[
GridGraph[n,n], {Partition[Join[{1l}, Table[If[l[[i]] ==
1, (x =x +n), (x=x+1)], {i, 1, Length[l + 11}1]1, 2, 11},
{HighlightedEdgeColors -> {Blue},
HighlightedEdgeStyle -> Thickness[0.05]1}]1;

For[i = 2, 1 < 12, i = 1 + 2; ShowGraphArray[Partition]|
spf /@ gen@i, 5, 5, {1, 1}, {}1]]

2x2

3x3
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4x4

5x5

Slika 6. Najkraci putovi koji ne prelaze dijagonalu
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Najprije definiramo funkciju gen koja generira liste jedinica 1 nula duljine 2n, uz uvjet da
ni u jednom trenutku broj nula ne premasi broj jedinica. Ovako dobivene liste
interpretirat cemo kao kodirane pomake - jedinice ¢e predstavljati pomake prema gore, a
nule pomake u smjeru desno. Da bismo §to jednostavnije nacrtali zeljeni graf, generirat
¢emo cjelobrojnu mrezu funkcijom GridGraph te potom funkcijom Highlight oznaciti
zeljene putove. 1z ve¢ spomenute liste pomaka generiramo listu obilaska grafa, uzevsi u
obzir konkretnu numeraciju pojedinih ¢vorova. Radi i se o pomaku udesno, trenutacni
¢vor uvecamo za jedan, a u slucaju pomaka prema gore povecanjem trenutatnog indeksa
za n + 1 dobijamo broj koji odgovara elementu na istoj poziciji u retku iznad.
Naposljetku, funkcijom Partition dobiven redoslijed ¢vorova rastavljamo u 2-particije
koje za funkciju Highlight predstavljaju lukove grafa koje treba istaknuti.

2.5 Dyckovi planinski putovi

Koliko ima razli¢itih konfiguracija planinskih lanaca s to¢no 2x uspona (ili padova)?
Oznacimo taj broj s Dn. Ispravna konfiguracija Dyckovog puta podrazumijeva da je

visina uvijek nenegativna, tj. da broj uspona u svakom trenutku mora biti ve¢i ili jednak
broju padova.

AMAA AN AN AN AN\

AvA AN AMNA AN AN

A SN NN\

Slika 7. Dyckovi planinski putovi za n = 4

Primijetimo analogiju s problemom zagradivanja, gdje broj zatvorenih zagrada prije
pozicije k ne smije premasiti broj otvorenih prije iste pozicije. Bijekciju uspostavljamo na
nacin da svaku otvorenu zagradu zamjenjujemo usponom, a zatvorenu padom. Takoder,
lako je uvidjeti da je ovaj problem vizualno sli¢an 1 matematicki potpuno ekvivalentan
prethodnom, a graf jednog moZemo dobiti iz grafa drugog rotacijom; stoga zaklju¢ujemo
da je Dn = Pn.

Prikazimo to u Mathematici:
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<< DiscreteMath‘Combinatorica’

gen[n Integer?Positive] := Select[IntegerDigits[Range[2”n], 2, n],
VectorQ[Most@FoldList[Plus, 0, # /. 0 -> -1], NonNegative] &&
TrQ# == n/2 &]

pf[l List] := Block[{x =1, n = Length[1]/2 + 1}, Highlight]
RotateVertices[GridGraph([n,n], -Pi/4], {Partition[Join[{1l},
Table [If[1[[i]] == 1, (x = x + n), (x=x+ 1)1, {i, 1,

Length[l + 11}]1, 2, 1]}, {HighlightedEdgeColors -> {Blue},
HighlightedEdgeStyle -> Thickness[0.05]}]11;

For[i = 2, 1 < 12, i = 1 + 2; ShowGraphArray[Partition
[pf /@ gen@i, 6, o,
{1, 1}, {}], EdgeColor->White, VertexStyle->{None}]]

Koristimo gotovo istovjetan kod, uz dodatak funkcije RotateVertices, kojom graf

T

rotiramo za -§. Takoder, cjelobrojnu reSetku isklju¢ujemo postavljanjem opcije
EdgeColor u White.

2.6 Problem rukovanja

Na koliko se nac¢ina 2# ljudi rasporedenih oko okruglog stola moze rukovati tako da im se
ruke ne kriZzaju? I ovaj je problem ekvivalentan ostalima te je rjeSenje ponovno Catalanov
broj Cn. DokaZzimo to - bijekciju ¢emo uspostaviti npr. s problemom zagrada, tako da

svaku od zagrada numeriramo brojevima od 1 do 2# te na isti nacin po redu oznacimo
vrhove grafa. Zatim postupamo na sljedeci nacin: pronademo par zagrada (otvorenu i
zatvorenu) unutar kojih nema drugih zagrada, te spojimo pripadajuce vrhove grafa. Taj
par izbacimo 1 postupak nastavimo sve dok ne izbacimo 1 zadnji par zagrada. Na taj nacin
konstruirali smo bijekciju izmedu ovih dvaju problema jer je za svaki raspored zagrada
moguce jednoznacno konstruirati pripadajuci graf rukovanja. Nacrtajmo to pomocu
programskog paketa Mathematica:

<< DiscreteMath Combinatorica’

cat[n Integer?Positive] := Select[IntegerDigits[Range[2”n], 2, n],
VectorQ[Most@FoldList[Plus, 0, # /. 0 -> -1], NonNegative] &&
Tr@# == n/2 &]

handshake[n Integer] := ShowGraphArray[Partition[FromUnorderedPairs/@

Flatten[{Table[{cat[n] [[1]][[J]1],3},{i,1,Length[cat[n]]},{]J,1,n}]
/)oAx_ o {l,p_ Y, {0,a ), v }=>{x,y,{p,g}}},1],k=Ceiling[Sqgrt|

Length[cat[n]]]],k,{1,1},{}],AspectRatio->Automatic,VertexStyle->
Disk[0.1],VertexColor->Green]

Do [handshake[2i], {i,5}]
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Slika 8. Grafovi rukovanja
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Ravnaju¢i se kombinatornim dokazom o bijektivnosti s problemom zagrada, postupamo
na sljedec¢i na¢in. Funkcijom cat generiramo inicijalne liste nula 1 jedinica uz uvjet da
broj nula ni u jednom trenutku ne smije premasiti broj jedinica (njih mozemo shvatiti kao
otvorene, a nule kao zatvorene zagrade). 1z tih lista pomocu funkcije Table tvorimo liste
uredenih parova koje ¢ine element inicijalne liste 1 njegov redni broj. Zatim
primjenjujemo algoritam koristen u bijektivnom dokazu - primjenom operacije
ReplaceRepeated (u skracenom obliku //.) traZimo uzastopne parove jedinica 1 nula te
svaki takav pronadeni par uredenih parova sjedinjujemo u jedan uredeni par koji
saCinjavaju redni brojevi polaznih parova i stavljamo na kraj liste.

Na taj nacin elementi s kraja liste ne€e smetati uzastopnoj primjeni operacije
ReplaceRepeated te cemo naposljetku dobiti listu koja sadrzi parove oznaka ¢vorova, tj.
ljudi koji se rukuju. Jo§ ih samo treba spojiti 1 nacrtati, $to ¢emo najlakSe uciniti pomocu
funkcije FromUnorderedPairs, koja ¢ini upravo to - crta graf ¢iju je listu spojnica
primila kao argument. Za olakSan prikaz particionirat ¢emo izlazne podatke (tipa Graph)
u podskupove s brojem elemenata priblizno jednakim korijenu duljine pocetne liste. Na
taj ¢emo nacin pomocu funkcije ShowGraphArray pokazati sve grafove odredenog
slucaja odjednom, na slici koja je priblizno kvadratnog formata.

2.7 Problem binarnih stabala

U teoriji grafova stablo se definira kao povezan graf u kojem nema ciklusa. Binarno
stablo sacinjava jedan istaknuti vrh koji se naziva korijenom, i uredeni par binarnih
stabala koja se nazivaju lijevim i1 desnim podstablom (podstabla mogu biti prazna).
Postavlja se pitanje: koliko ima razli¢itih binarnih stabala s n vrhova? Ozna¢imo traZeni
broj s B . MoZemo brojati ovako - "razreZemo" stablo izmedu korijena 1 podstabala te

brojimo njihove moguce konfiguracije. U lijevom moZe biti jedan vrh, a u desnom »- 2 ili
pak u lijevom dva, a u desnom #n- 3, itd. U opéem slucaju, u lijevom moze biti £ vrhova, a
u desnom 7 - k - 1 pa lijevih podstabala ima B P2 desnih Bn_ el Slucaji su neovisni pa

prema pravilu produkta ukupni broj konfiguracija za ¢vrsto k iznosi BkB I Sumiramo

n-k-
po svim vrijednostima k i dobivamo ve¢ poznati rezultat:

n—1

B, = ZBkB Rt
k=0

Navedimo nekoliko pocetnih vrijednosti broja Bn: BO = l,B1 = 1,32 = 2,B3 =35..

2N DN

Slika 9: Binarna stabla s tri ¢vora [12]
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Nacrtajmo sada nekoliko slu¢aja pomocu programskog paketa Mathematica (uz

prethodnu preinaku funkcije TreePlot paketa DiscreteMath‘Tree¢ kako bi stabla
izgledala ljepSe): <<DiscreteMath‘Tree"

ctl{}]:={{

={{}}
ctl{a }1:={{0,a}}
ct[l List]:=

Module[{i,m=Rest[1l],elemlst=First[1l]}, Join@@Map[Insert[#,
{0,elemlst}, {1}]¢&,

Table[Distribute[{ct[Take[m,1]],ct[Take[m, {i+1l,Length[m]}]]},List],
{iIOI

Length[m]}],{2}]]

For[k = 2, k <= 6, k++, Show[GraphicsArray]|
Partition[a = TreePlot /Q@ ct[Rangelk]], f = Floor[Sgrt[Lengthlalll,

£, {1, 1}, {}], AspectRatio -> Automatic]]]
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Budu¢i da su rekurzivni algoritmi narocito pogodni za stabla, rijesit ¢emo problem
takvim algoritmom. Prvo definiramo uvjete izlaska iz rekurzije, a zatim 1 samu
rekurzivnu funkciju ct, kojom generiramo sve moguce konfiguracije binarnih stabala sa
zadanim brojevima ¢vorova. Koristimo funkciju TreePlot iz paketa
DiscreteMath‘Tree*, koji tip podataka Tree definira kao listu s tri podliste, od kojih je
prva ureden par oznake i rednog broja ¢vora, a druga i treca predstavljaju lijevo 1 desno
podstablo. Ako generiramo binarna stabla u tom formatu, moZemo 1h jednostavno crtati
pozivom funkcije TreePlot. Pogledajmo kako izgleda izlaz funkcije za stablo s Cetiri
vrha, u formatu MatrixForm:

7 {0,1} {} 10,25 {1, ({0,381 {1, (0,401}
{01} { {o,2} {1, {{0.3}. {0, 4}, (}}}
{01} { {{0,2},{0,3}, {0,4}}

{01} { {o,2},{{0,3}, {1, (0,43}, {1}
{01} { {o,2}.{{0, 3} {0.4}, (3}, {1}
{61} {0,2} {o,3} {}, (0,43}

{0,1} {o,2} {{o,3}, {0,4}, {1}

{01} {{0,2},{},{0,3}} {0,4)

{01} {{o,2}.{0.3}. (}} {04

{01} {{o,2}, {1, {0,3} (1, 0,41} {}

(0,1} {{o,2}, {1, {{o.3} (0,4}, 11} {}

{01} {{0,2},{0,3}, {0, 4}} It

(0.1} {{0,21{{0,3h {} L1 {1} {}

\ {01} {{o.2}{{0.3}.{0, 4}, {1} & /

Sve §to nam preostaje jest pozvati funkciju TreePlot za svaku konfiguraciju stabala te
prikazati skup rezultata kao polje grafickih elemenata GraphicsArray. MoZemo jos
pokusati ravnomjerno rasporediti grafove (u kvadrat) tako da ih particioniramo u
podskupove kojima je duljina priblizno korijen ukupne duljine liste, Sto postizemo
kombinacijom funkcija Sqrt i Floor.

3. Funkecija izvodnica za Catalanove brojeve

Na prethodnim primjerima (ponegdje uz pomak indeksa) uvidjeli smo da se zapravo radi
o istoj rekurziji, koja glasi ovako:

€1 = Colh
Ch=CelCo+ C1eh 4+ Colle
Uy = Gl + ChCh + 01 Ch + Cplh

Gﬂ = Gﬂ—lgﬂ + Gn—ﬂgl + . + G'.I.C"ﬂ—ﬂ + Gﬂcn—l
Co =Y CiCait

Kada bismo na neki na¢in uspjeli pronaci funkciju kojoj razvoj u formalni red potencija
kao koeficijente uz x ima niz Catalanovih brojeva, znali bismo kako glasi njihova opca
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formula.

flz)=Co+Ciz+ oz’ + Caz” + .0 = Ec,,m“
=0

Budu¢i da je rekurzija za Cn potpune proslosti (tj. da bismo izra¢unali njen op¢i ¢lan, nije

dovoljno racunati s nekoliko prethodnih ¢lanova, ve¢ moramo uzeti u obzir sve), ne
moZemo je jednostavno rijesiti. Ipak, moZemo se njome posluziti da dobijemo
funkcionalnu jednadZbu rjeSavanjem koje bismo izveli trazenu funkciju, a potom je
razviti u red potencija i pronaci zatvorenu formulu za Cn.

Posluzit ¢emo se malim trikom 1 kvadrirati prethodni izraz.

[f{z)]* = CoCu + (C1Ca + CaCh) & + (CaCa + C1C1 + CoCa) z° + ...

Pogledajmo jo§ jednom gornji niz rekurzija - koeficijenti u zagradama koje smo dobili
kvadriranjem izraza upravo su Catalanovi brojevi pa ¢emo ih tako 1 izraziti.

[_f[:r}]ﬂ =01 + Oz 4+ G;gzg + G.q,:ra + ..

Primje¢ujemo da indeksi koeficijenata ne odgovaraju potencijama od x, Sto mozemo
popraviti mnozenjem cijelog izraza s x.

T - [_;“(:s]l]2 = Ciz + Caz’ + Caz’ + Caz® + ...

Gornjem izrazu nedostaje jo§ samo ¢lan CO, koji je jednak 1, pa dodavanjem jedinice
dobivamo sljede¢u funkcionalnu jednadzbu, koju sredujemo i rjeSavamo po f(x):
z- (=)’ +1= f(z)

z- f(z)* — f@) +1=0
1+ /T —4dz

flz)iz = B ee—

Koje je rjeSenje ove kvadratne funkcionalne jednadzbe ispravno? Znamo da mora
vrijediti f0) =C 0= 1 pa iskoristimo taj uvjet 1 izraz ocijenimo prijelazom na limes.

Lim fi(z) =00

Jim o) =

Prvi izraz tezi u beskonacnost, a drugi je oblika 0/0 pa ga moZemo ocijeniti pomocu
L’Hospitalova pravila i vidjeti da tezi u 1. Zato uzimamo rjesenje s minusom, fz(x).
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Jos nam preostaje razviti dobivenu funkciju u red potencija kako bismo dobili izraz za

pripadajuce koeficijente u zatvorenom obliku. Pritom ¢emo za razvijanje izraza koristiti
binomni red.

VT —dz =(1— 4z)%
3 =(1+z)*
£ ()

GG -DE -2 G-k+1)
k!
_ (NS84 )

(=L - (—1}*—-1 _ (2;; - 2)

a
f"_"'-\

H'I"

I[l—-’-lm

A

& el

W r . . . .o 1.Ill12
Prvo rac¢unamo op¢i binomni koeficijent ("2

2F .t k- 22k-1 BF—1
Zato vrijedi

’ E ]5;]2&1'(2: )(4}

")

1—vT—dz 1 1 s=(-1)% fok—2 B ho1
——— =3 +§ ( )[—4] E

L

2z — k2% | k—1

Na kraju nalazimo koeficijent uz x”, koji predstavlja trazenu formulu za C "

T Y (—1)~+? 2An+1) — el
B (n+1}-22tn+13((n+1} )( —4)

_ [_l}“_'-i in mt+l  antl
o [n+l]-4“+1(n)(_l} 4

1 Ir
Cm4+lilm
Zanimljivo je promotriti kako se op¢i izraz za n-ti Catalanov broj ponaSa kada n tezi u

beskonacnost. Da bismo to pokazali, posluzit ¢emo se Stirlingovom aproksimacijskom
formulom:
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!
lim —————— =1
n—03 4 2rm. - (%)“
! o v B (S)“

G“:;(Zn)
rn+1ll n
I 0}
(r+ 1) (n)!?
o 1 vﬂﬂrﬂn-(ﬂ?")h
et Vmm - (2)
1 V3.0
r+l orr
41'1-
Cn ™ A7 T2

Ca

4. Ostala svojstva
4.1 Alternativna rekurzija

Dokazimo jos§ jednu rekurzivnu relaciju za Catalanove brojeve. Promatrajmo uredene
parove koje Cine triangulacija (n+2)-terokuta i jedna njezina istaknuta dijagonala. Ako
prvo izaberemo trijangulaciju, zaklju¢ujemo da takvih parova ima Cn “(n-1) (jer je Cn =

T 42 1 1zabrana trijangulacija sadrzi n-1 dijagonala). S druge strane, mozemo prvo

izabrati dijagonalu. To¢no n + 2 dijagonala odsjecaju od naseg mnogokuta (k+2)-terokut.
Ako fiksiramo jednu, postoji C kCn- ' triangulacija koje je sadrze. Svaki par brojali smo

dvaput (za (k+2)-terokut 1 za (n-k+2)-terokut) pa izraz moramo podijeliti s 2:

_ R+ {101+ CaCaa+ -+ CaaCi)

(r—11C, 5

Dodajemo 1 oduzimamo ¢lan 2C0Cn u brojniku i sredujemo izraz:
2r—1)Crn=[(rn+2) (CuCs + C1Cn1+ CaCn a2+ -+ Cr1Ch + CnCn — 2 - CoCh)

=42 (Cop —2C,)
B 2(r — 1)

Cn

Iz toga jednostavno slijedi da je Sati = 2{Zn+1)
[ mt 32

Algebarski, moZemo to raspisati 1 ovako:
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Cat1 _ (2rn +2)! (m+1)(n})?

Co  [(r+2)[m+11° (2r)
_(Em4-2)(2r+1)(r+1)

B (n+2) (n+1)2
_ 2%+ 1)(n+1)?

T (m+1)%(rn+2)
2(2r + 1)

- w4+ 2
2(2r + 1)
e+ 2 .

Cn+1 == Gn

Rjesavanjem ove rekurzije dobivamo sljedeci izraz za n-ti Catalanov broj:

_4®-T(3 +m)

CVE-T(2 4w

Ca

gdje je T (z) gama funkcija definirana s T(z) = § * /~le"dt. Rezultat mozemo zapisati

0
na ovaj krajnje neobican nacin (dakako, on ima kombinatorni smisao samo za prirodne
brojeve):

no, e ym—173  —4
4 e e dE

Cn = 4 :
V- Jo et le b

Takoder, ako ocijenimo omjer Szt = 2nt) limesom kad » tezi u beskonacnost, vidimo
da omjer susjednih ¢lanova niza Catalanovih brojeva tezi broju 4 pa je Cn g jako

velike n priblizno 4 puta veci od Cn.

i Crt1

m— 0 C-'"

=4

4.2 Verizni razlomci za Catalanove brojeve

Da bismo pokazali vezu Catalanovih brojeva s veriznim razlomcima, posluzit ¢emo se
ve¢ 1zvedenom funkcionalnom jednadZbom

% f(z)’ + 1= flz).
Pregrupirajmo izraz 1 izlu€¢imo f(x)...
Fz) Lz f(=)] =1

...te zatim podijelimo faktorom u zagradi kako bismo izrazili f{x).
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1
fe) =17y

Odatle iterativnim uvrStavanjem gornjeg izraza za f(x) u nazivnik dobivamo veriZzni
razlomak

fla) = ———

Kao primjer, provjerimo to razvojem u red potencija funkcije koju dobijemo nakon
nekoliko iteracija veriznog razlomka, sluzeci se pritom programskim paketom
Mathematica:

Series A=, 0,6}

1+ z+ 22" + 5z + 143" + 42" +132z° + O[z]

Uocimo da su koeficijenti u ovom razvoju upravo Catalanovi brojevi.
4.3 Veza s Pascalovim trokutom

Jednu takvu vezu ve¢ smo pronasli izvodeci broj putova u cjelobrojnoj mrezi. Pokazali
smo kako je n-ti Catalanov broj jednak

Ir 2n 1 2n
Cn = (n) - (‘R-—l) - ﬂ-_-l-l(ﬂ-)
To je upravo razlika srednjeg ¢lana i njemu susjednog elementa parnog retka. Sto je s

neparnim redcima? Kod njih oduzimamo jedan od srednjih ¢lanova i njemu susjedni s
iste strane. Primijetimo da zapravo radimo istu stvar. Budu¢i da je svaki element

. . .. . . n
Pascalova trokuta suma elemenata u retku iznad njega s lijeve 1 desne strane, tako je )
Em—1

im
Zapravo 2; ni_z) (pravilo apsorpcije binomnih koeficijenata). Takoder, vrijedi i) =
1) + (o2 pa dobivamo:

o (7)) - (02 (25) - ()
e (n22) - (222)
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Postoje 1 druge veze Catalanovih brojeva s Pascalovim trokutom. Neke od njih je
jednostavno uociti, a druge uopce ne bismo ocekivali. Jednostavno je uociti da se npr.
Catalanovi brojevi pojavljuju kao faktori srednjih ¢lanova parnih redaka. Uistinu,

nekoliko prvih srednjih ¢lanovasuredom: 1 =1°1,2=1"2,6=2"3,20=5"4,70=
14°5,252=42"6,924=132"7.... Budu¢i da je Cn =7 () , mnoZenjem jednakosti s

n + 1 uvidamo da je srednji ¢lan uistinu jednak umnosku n-tog Catalanovog broja 1
faktoran + 1.

Jos$ jednu vezu mozemo pronaci ovako. Krenimo od izraza

2n ir
= (7))
. . . . = ﬂ—l “_1 . . .
Uzastopnom primjenom jednakosti =)+ G ma posljednjem ¢lanu dobivamo

sljede¢i izraz, koji predstavlja razliku srednjeg elementa () i svih elemenata na
dijagonali Pascalovog trokuta:

(- () () ()
() () ()5

1 1
1 21
1 3 31
1 4 6 4 1
1 510 10 § 1
1 6 15 20 15 61
1 7 21 35 35 21 71
1 828 56 70 56 28 8 1

Na primjer, 70 -35-15-5-1=14.
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