wlay/m af X

Kako brze izracunati a”

Goran Delac

Algoritmi precizno opisuju nacin rjeSavanja nekog problema na rastavljajuéi ga na konacan broj
koraka. Svaki korak opisan je nekom instrukcijom. Od velike nam je vaznosti znati koliko je algoritam kojeg
primjenjujemo, uéinkovit. Zelimo da on bude §to brzi i da pritom zauzme §to manje memorije racunala.
Definiramo dva aspekta slozenosti: vremenski i prostorni (memorijski).

Vremenska slozenost definira se obi¢no kao procjena broja operacija potrebnih da se algoritam
izvrsi u ovisnosti o broju ulaznih podataka. Kako se u racunalu svi procesi odvijaju diskretno (u
ovisnosti radnog takta procesora), poveanje broja operacija povecava i potrebno vrijeme izvrsavanja.
Zelimo i da se nas algoritam izvrsi u nekom realnom vremenu, moramo voditi racuna o tome kako broj
ulaznih podataka utjece na broj operacija koje ¢e biti potrebne za izvrSenje algoritma.

Slozenost se iskazuje asimptotskim ponasanjem niza (a,,) koji predstavlja gornju medu za broj operacija
potrebnih da se algoritam izvrsi. Drugim rje¢ima, a,, predstavlja najveéi moguéi broj operacija potrebnih
da se algoritam izvrsi u ovisnosti o nekom n. Primjerice, kad bismo htjeli izracunati zbroj

1+2+...4n
na racunalu bismo to napravili na sljedeé¢i nacin:
S :=0;
za i :=1 do n radi
| S:=8+1;

Racunalo za ovaj algoritam mora izvrsiti tocno n operacija za svaki n € N. Stoga je u ovom slucaju a,, = n.
Kazemo da niz (a,,) asimptotski dominira nizom (b,) ako postoje ng € N, M > 0 takvi da:

|bn| < Mlay|, Yn > ny.

Neka je O(ay,) skup svih nizova b,, koji su asimptotski dominirani nizom (a,). To ozna¢avamo b,, = O(ay,).
Ovakav nac¢in obiljezavanja naziva se O-notacija. Ukoliko istodobno vrijedi b, = O(ay,) i an, = O(by)
onda za nizove a,, i b, kazemo da asimptotski rastu istom brzinom. Postoje M1, My i ng € N takvi da za
svaki n > ng vrijedi:

Milan| < [by| < Ma|ay|. (3)

Ovaj slucaj se oznacava ©(n). Recimo, algoritam koji zbraja
Py2d+. . +0d

provodimo kao:
S :=0;
za i := 1 do n radi
L S:=85+i-i-1;

Buduéi da pri svakom koraku provodimo 3 operacije, broj operacija jednak je b,, = 3n. Nizovi a,, = n i
b, = 3n rastu istom brzinom jer za My =11 My = 3 vrijedi (3).

Neka je broj ulaznih podataka u algoritam n. Oznacimo sa c(n) slozenost algoritma (procjenu broja
instrukeija u ovisnosti o n).

Vrlo nam je bitno znati kako se slozenost asimptotski ponasa.

SlozZenost algoritma moze biti:

e Logaritamskog rasta, c(n) = ©(logn)

e Polinomijalnog rasta, ¢(n) = ©(n*), gdje je k neki prirodan broj
Poseban slucaj za k = 1 dobivamo slozenost linearnog rasta, za k = 2 kvadratnog rasta itd.
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e Eksponencijalnog rasta, c¢(n) = ©(a"), a > 1
e Faktorijelnog rasta, c¢(n) = ©(n!)
e Nekog drugog rasta

U racunarstvu se algoritam smatra prihvatljivim ako mu je slozenost najvise polinomsijalnog rasta
i to sto manjeg stupnja. (Prethodno navedeni algoritmi linearne su slozenosti.) Algoritmi s vedim
asimptotskim rastom slozenosti nisu izvedivi u realnom vremenu za ve¢i broj ulaznih podataka n. Za
ilustraciju kako slozenost ovisi o broju ulaznih podataka n moze pomodéi sljedeca tablica:

n | [loggn] | n | |n-logyn|| n* | n® | 2n ‘ n!
5 2 5 11 25 125 32 120
20 4 20 86 400 | 8000 | 1048576 |2.43-10'8
40 5 40 212 1600 | 64000 | 1.09-10™ | 8.15-10%7
60 5 60 354 3600 | 216000 | 1.15-10™® | 8.32 - 10%!

Vidljivo je da se algoritmi sa eksponencijalnim i faktorijelnim brzinama rasta slozenosti ne mogu
izracunati u realnom vremenu za ve¢i broj ulaznih podataka (za svaku operaciju racunalu je potrebno
izvjesno vrijeme).
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Slika 1. Usporedba trajanja algoritama ovisno o njihovoj sloZenosti.

Potenciranje

U ovome dijelu pozabavit ¢emo se potenciranjem. Ideja ovog algoritma vrlo je jednostavna. Imamo
zadan neki realni broj @ > 01 n € N. Zelimo izra¢unati a™ preko osnovnih operacija zbrajanja i mnozenja.
Mozemo realizirati petlju koja rac¢una clanove niza yi := yr_1-a, k = 1,...,n gdje je y1 = a i naravno
Yn = a”. Ovo obi¢no radimo ovako:

yi=a;

zai:=1 don—1radi

LY =Yy a

Nakon sto se petlja izvrsi, y = a™. Da bismo dosli do rezultata, moramo petlju u svakom slucaju izvrsiti
n — 1 puta, pa je sloZzenost ovog algoritma:
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linearna. Mozemo li isti problem rijesiti na efikasniji nac¢in? Pretpostavimo da je n = 2%, k € N i rastavimo
a™ na sljedeéi naéin:

a" = (a®)? = (@) T = =(..(a®*.. )%
Konstruirajmo petlju koja ée izvrsavati k uzastopnih kvadriranja broja a:
y=a
za 1 :=1 do k radi
LY =YYy

Bududi da je n = 2*, slozenost ovog algoritma je ¢(n) = k = logy n.
Dobili smo logaritamsku slozenost, bitno poboljsanje u odnosu na prethodni slu¢aj. Ukoliko je n # 2%
mozemo eksponent rastaviti po potencijama broja 2 (tj. pretvoriti u binarni zapis).

Neka je n = 19. 19 po potencijama broja 2 (binarno) rastavimo

19=1-2"4+0-2°+0-2>+1-2' +1-2° =10011y).

Rastavimo

19 _ 24421420 24 2t 20 16, 2

a =a -a a4 =a -a -a

Za a'® potrebna su nam 4 uzastopna kvadriranja (jer je 16 = 24). Njima su obuhvadeni i a, a® pa su nam
potrebna jos samo dva mnozenja da dodemo do rezultata. Do konacnog rezultata trebalo nam je ukupno 6
koraka $to je znatno bolje od 18 koraka koliko bi nam trebalo da koristimo algoritam obi¢nog potenciranja.
Ovaj primjer lijepo ilustrira kako najjednostavniji algoritam ¢esto nije najucinkovitiji nac¢in da se dode do
rjesenja.

Algoritam za brzo potenciranje mozemo realizirati na sljedeéi nacin:

1. Uc¢itaj a, n. Postavi y := 1.
Podijeli n s 2, spremi kvocijent ¢ i ostatak r.
Ako jer =1 spremi y :=y - a.
Ako je ¢ = 0 prekini program.
Postavin:=q,a:=a-a
Skok na korak 2.

Pogledajmo kako se izvrsava algoritam na primjeru a'® (n = 19).

> o s o

koraK || n [ ¢ || a | y
a

1. 191911 a

2. 9 |4[1]a®|d?

3. 41210 a* ]| a®

4. 2 (110]a®]|d?

5. 1]0]1]a'|a
Ovaj algoritam naziva se jo$ i brzo potenciranje. Ovo u pseudokodu piSemo:
ucitaj(a,n);
yi=1

dok ¢ # 0 radi
q :=ndiv 2; r :=n mod 2;

akor =1

L Y =1Yy-a
ni=g;
a:=a-a;

Slozenost algoritma brzog potenciranja je:
c(n) = O(logy n).

Ako Zelimo potencirati broj a na eksponent 10°, prvom bi algoritmu trebalo 999999 ponavljanja, dok bi ih
algoritam brzog potenciranja trebao svega 19.
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