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SaZetak

U osnovnoj $koli kvadratna mreZa uglavnom se koristi pri rjeSavanju
geometrijskih zadatka. U ¢lanku autor ukazuje i na druge mogucnosti njenog koristenja
u nastavi matematike.

Sadrzaji izloZeni u ovome radu, kao cjelina, namijenjeni su prvenstveno radu s
onim ucenicima osnovne skole koji u matematici Zele i mogu vise, tj. radu s mladim
matemati¢arima (osnovne Skole).

Kljucne rijeci: cjelobrojni kvadrati, geometrijski zadaci, kvadratna mreZa,
mladi matematicari, nastava matematike, osnovna skola, ucenici koji mogu i Zele vise

U prvom kvadrantu Kartezijevog' koordinatnog sustava povucimo iz to¢aka 1, 2,
3, 4... na apscisnoj osi Ox polupravce usporedne (paralelne) s ordinatnom osi Oy i iz
tocaka 1, 2, 3, 4... na osi Oy polupravce usporedne s osi Ox. Ti polupravci ¢ine mreZu
jedini¢nih kvadrata (slika 1) sa ¢vorovima u cjelobrojnim to¢kama, tj. to¢kama cije su
koordinate cijeli — a u ovom slucaju i nenegativni — brojevi. Navedeni polupravci su
crte mreZe.

! Rene Descartes (La Haye Touraine, 31. 3. 1596. — Stockholm, 11. 2. 1650.) veliki francuski
matematicar; u filozofiji poznat kao osnivac racionalizma.

U knjizi Geometrija (tiskana 8. 6. 1637. godine) — dijelu obimnijeg djela skra¢enog nazivom
Rasprava o metodi — uveo je pojam promjenljive veli¢ine (varijable) i koordinatnog sustava koji su po
njegovom latiniziranom imenu Cartesius i danas tako naziva. Time je rodena analiticka geometrija do
kojih je rezultata doSao jo$ 1619. Razvio je algebarsku metodu u geometriji. Smatrao je da se svaki
matematicki problem mozZe svesti na algebarski jezik, a potom rijeSiti sredstvima analiticke
geometrije. Imao je predodZbu o realnom broju blisku danasnjoj. Proucavao je algebarske jednadzbe i
medu prvima uocio je da vrijedi osnovni teorem algebre. U djelima se sluZio terminologijom i
oznakama koje se ne razlikuju mnogo od sadasSnjih: oznake x, y, z... za varijable, a, b, c... za
koeficijente (konstante), oznake x°, x°... za potecije itd. Prona3ao je i formulu koja nosi ime Eulerova
formula.
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U kvadratnoj mreZi promatrat ¢emo kvadrate s vrhovima u ¢vorovima, tj. u
cjelobrojnim tockama — zato ih i zovemo cjelobrojni kvadrati — ali sa stranicama koje
ne moraju pripadati crtama mreZe.
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Slika 1.

Ocito je da postoji neograni¢eno mnogo cjelobrojnih kvadrata ¢iji se jedan vrh
nalazi u nekom od ¢voru mreZe, a stranice pripadaju crtama mreZe (slika 2). Duljine
stranica svih takvih kvadrata su pozitivai cijeli brojevi.
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Slika 2.

Nadalje, postoji neograni¢eno mnogo cjelobrojnih kvadrata s vrhom u zadanom
¢voru i dijagonalom na tzv. dijagonalnoj crti mreze’. 1 u ovom sluc¢aju su duljine
stranica tih kvadrata pozitivni cijeli brojevi.

Medutim, ako su dva vrha kvadrata u ¢vorovima koji ne leZe na istoj crti mreZe,
ne mozemo biti unaprijed sigurni da se za bilo koja dva tako zadana ¢vora moZe

% Dijagonalnom crtom mreZe zvat ¢emo pravac koji prolazi kroz dva suprotna vrha nekog
jedini¢nog kvadrata.
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konstruirati odgovarajuci cjelobrojni kvadrat. Naime, postojanje takvog kvadrata mora
se dokazati. Treba, prema tome, rijesiti sljedeci zadatak:

Ako su dva susjedna vrha A i B kvadrata u po volji odabranim dvjema tockama
(¢vorovima), dokazati da je kvadrat ABCD cjelobrojan.

Ili, u nesto jednostavnijoj formulaciji:

Ako su dva susjedna vrha A i B kvadrata u dvjema cjelobrojnim tockama koje ne

pripadaju istoj crti mreZe, dokazati da su i preostala dva vrha C i D u cjelobrojnim
tockama.

Dokaz Sap oznatimo vertikalnu crtu mreZe na kojoj lezi vrh A i sa g horizontalnu
crtu na kojoj lezi vrh B (slika 3). Presjek ovih dviju crti ozna¢imo s P, t;.
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Slika 3.

Presjek P ovih crti je cjelobrojna tocka, a duZine AP i BP Kkatete su
pravokutnog trokuta i imaju stoga cjelobrojnu duljinu a odnosno b. DuZina
AB je jedna stranica traZenoga cjelobrojnog kvadrata ABCD za ¢iji vrh mora
vrijediti

IBC|=1AB| i BCLlAB.
Neka je duZina CQ okomita na pravac ¢, tj. CQLlqg (Q€gq). Zato je trokut
BQC pravokutan i ZCBQ = ZBAP (okomiti kraci). Kakao je jo$ i [BC| =
|AB| slijedi da je

ABQC = AAPB.

Iz ove sukladnosti slijedi |BQ| = |AP| i |CQ| = |BP|. Znaci da i katete BQ i
CQ imaju cjelobrojnu duljinu, tj. da se vrh C nalazi u nekoj cjelobrojnoj
tocki mreZze.
Na analogan se nacin utvrduje da je i Cetvrti vrh, tocka D, kvadrata ABCD

cjelobrojna tocka mreZe (slika 4.) Time je dokazano da se u kvadratnoj
mreZi, nad proizvoljno odabranoj duzini AB, Ciji su krajevi cjelobrojne
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tocke, moZe konstruirati (nacrtati) cjelobrojni kvadrat ABCD, tj. kvadrat
kojemu su i preostala dva vrha takoder cjelobrojne tocke.
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Napomena.

Ako je p horizontalna crta mreZe kroz vrh A i g vertikalna crta kroz vrh B, dobiva

se cjelobrojni kvadrat ABC'D’ koji je simetri¢an kvadratu® ABCD u odnosu na duZinu
AB.
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Slika 5.

Na slici 5 predstavljene su stranice kvadrata ¢iji susjedni vrhovi ne pripadaju
istoj crti mreZe. Pritom je vrh A u tocki 1 i na osi Oy, a vrh B je, respektivno, u jednoj

od tocaka 1, 2, 3... na osi Ox. Duljine prvih nekoliko ovih duZina AB su iracionalni
brojevi

3 U geometriji, sukladni trokuti su ekvivalentni. Medutim, u koordinatnoj ravnini oni to nisu

ukoliko im se sva Cetiri vrha ne podudaraju (pokrivaju), a vrhovi C i C'kao i vrhovi D i D' razlikuju se
svojim koordinatama.
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V2412 =42, V12422 =45, V12432 =410

i dalje

Ako je vrh A u tocki 2 na osi Oy a vrh B je, respektivno, u tockama 2, 3, 4... na
osi Ox (slika 6), duljine prvih nekoliko tih duZina AB bit ¢e opet iracionalni brojevi.

Imamo, naime
V22422 =48, A22+32 =413, V22+42 =420
idalje

V26, 29, 40, V53, s, ...
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Slika 6.

Medutim, ako je, na primjer, vrh A u tocki 3 na osi Oy a vrh B u tocki 4 na osi
Ox, tada je duljina duZine AB racionalan broj i to cijeli broj 5. Naime, primjenom

Pitagorina poucka imamo
V32 +42 =\25=5.

Zato se namece sljedece pitanje:

Kada je duljina duZine, cije su rubne tocke (krajevi) cjelobrojne tocke kvadratne
mreZe, racionalan a kada iracionalan broj?

Odgovor na ovo pitanje dajemo na sljede¢i nacin:

U kvadratnoj mrezi uo¢imo dvije cjelobrojne tocke, jednu A # 0 na osi Oy i
drugu B # 0 na osi Ox (slika 7). Nadalje, ozna¢imo s a, b, ¢ redom duljine duZina OB,
OA 1 AB. Za pravokutan trokut OBA, primjenom Pitagorina poucka, imamo

F=d+ bz, a,beN,

odnosno
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c=va’+b* .
Na osnovi ovih dviju relacija moZe se zakljuciti da ¢e ¢ biti (pozitivan) cijeli broj

ako i samo ako je a” + b” kvadrat cijelog broja. To pak znaéi da brojevi a, b, ¢ &ine tzv.
Pitagorinu trojku brojeva'.

Jasno je da duljina c stranice cjelobrojnog kvadrata moZe biti, na primjer

ce (V2. 45,48, 410,13, 417,420, V26 }

jer se svaki od brojeva 2, 5, 8, 10, 13, 17, 20, 26 mozZe prikazati kao zbroj kvadrata
dvaju prirodnih brojeva. Tko je

2=1"+1%, 5=1*+2% 8=2°+2° 10=3"+1%

y
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Slika 7.

Istovremeno

ce{\3. 6,47, V11, V12, V14 Ji5}

jer se nijedan od brojeva 3, 6, 7, 11, 12, 14, 15 ne moZe prikazati kao zbroj kvadrata
dvaju prirodnih brojeva.

* Pitagorine trojke brojeva su zapravo trojke prirodnih brojeva (x, y, z) koje su rjeSenja
jednadzbe x> + y* = 2%,
Ako je (x, y, z) pitagorina trojka, onda je trokut sa stranicama x, y, z pravokutan.

: . . e m?> =1 m?+1
Naziv dolazi po tome §to su, po Platonu, pitagorejci nasli da je | m, 7 5 takva

2—112,y=2mn,z

trojka brojeva za svaki prirodni broj m. Opce se rjeSenje moZe napisati u obliku x = m
=m’+n’.

Pitagorine trojke brojeva poznavali su i stari Babilonci kao i neku (nama jo§ nepoznatu)
metodu za njihovo pronalaZenje. Tako se na jednoj glinenoj ploc¢i uz jednostavne Pitagorine trojke,
kao Sto je na primjer (3, 4, 5), nalazi i trojka (4961, 6480, 8161). Na toj plo¢i navedeno je 50
pitagorinih trojki brojeva.
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Slika 8.

Vratimo se na trivijalne slucajeve cjelobrojnog kvadrata u kvadratnoj mreZzi

(i) kada stranice kvadrata pripadaju (leZe) na crtama mreZe (slika 2)

(i1) kada dijagonale kvadrata pripadaju (leZe) na dijagonalnim crtama mreZe
(slika 5 i slika 6)

(iii) kada dijagonale traZenog cjelobrojnog kvadrata leZe na crtama kvadratne
mreze (slika 8).

Vezano uz trivijalni slucaj (iii) lako se moZemo uvijeriti da duljina dijagonale
kvadrata mora biti paran broj, tj. d = 2n, ne N.

Umjesto zakljucka:

U svim razmatranim slucajevima — onim trivijalnim kao i onim u opéem obliku —

povrsina kvadrata ¢iji su vrhovi u cjelobrojnim tockama kvadratne mreZe izraZava se
cijelim brojem. I sama ta ¢injenica opravdava naziv cjelobrojni kvadrati.
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Abstract

In primary school, the square network is mainly used to solve geometrical
exercises. The paper deals with other possibilities of its use in teaching mathematics.

The material exhibited in this paper, as a whole, is primarily aimed at those
primary school pupils who strive to achieve more, that is, at dealing with young
mathematicians (primary school).
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