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27. turnir gradova — jesenski krug

Ove je godine u Hrvatskoj prvi put odrzano medunarodno matematicko natjecanje Tur-
nir gradova. Pored Klokana ovo natjecanje jedno je od najrasirenijih natjecanja u svijetu.
A po razini je odmah iza MMO-a, s time da zadatci variraju od lakih (na razini skolskih
natjecanja) do izrazito teskih (na razini najtezih zadataka s MMO-a).

Natjecanje se sastoji od dvaju krugova
(jesenskog i proljetnog), od kojih svaki
ima dva dijela: 1. (pripremni)i2. (glavni).
Pripremni dio ima lakSe zadatke na ko-
jima se moze dobiti manje bodova, a glavni
dio ima teze zadatke koji i nose viSe bo-
dova. Broj bodova koje je pojedini na-
tjecatelj stekao u pojedinom krugu izra¢unava
se zbrajanjem bodova iz triju zadataka na kojima je ucenik osvojio najvise bodova (ne
trebate rijesiti sve zadatke da bi ste osvojili maksimum bodova).

Ucenici su podijeljeni u dvije skupine: JUNIORI (1. i 2. razred) i SENIORI (3. i4. razredi).
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GRADOVA ‘
—

Bodovi ucenika 1. razreda u skupini JUNIORI mnoze se koeficijentom 3’ a bodovi uc¢enika

5
3. razreda u skupini SENIORI koeficijentom 1

Rezultat grada izra¢unava se kao prosjek N ucenika koji su osvojili najvise bodova na

natjecanju (gdje je N = | BROLSIAKOWKA GRADA |) -~ Ovo je natjecanje i ekipno i pojedinatno.

Najbolji pojedinci pozivaju se na [jetnu konfereciju Turnira gradova.

Natjecanje organizira SrediSnji odbor Turnira gradova u Moskvi uz pomo¢ lokalnih
organizatora. U Hrvatskoj se natjecanje provodi u organizaciji Hrvatskog matematickog
drustva. Ove godine u natjecanje ukljucio se grad Zagreb, a traje akcija uklju¢enja i dugih
gradova. Natjecanje je odrzano u V. gimnaziji 22. i 29. listopada 2005. s pocetkom u 9
sati.

Informacije o natjecanju mozete na¢i na web-stranicama Turnira gradova v Hrvatskoj
http://playmath.skolstvo.t-com.hr/turnir ili na stranicama Turnira gradova (na ru-
skom) http://www.turgor.ru

Slika 1. Rasprostranjenost Turnira gradova
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Medunarodno matematicko natjecanje

27. TURNIR GRADOVA
JESEN 2005.
PRIPREMNI DIO

1. i 2. razredi

1. Dan je trokut ABC. Tocke M, Ms, M3 redom su polovista stranica AB, BC i CA,
a tocke Hy, Ho, H3 noziSta visina na te stranice iz vrhova C, A, B, redom. Dokazite
da se od duzina duljina |Hy Ms|, |HoMs| i |HsM;| moze sastaviti trokut.

(Zadatak vrijedi 3 boda)

2. U svakom vrhu kocke zapisan je broj. U svakom koraku broj zapisan u svakom od
vrhova kocke zamijenimo prosjekom triju brojeva koji se nalaze u susjednim vrhovima.
Svi brojevi zamijene se istovremeno. Nakon 10 takvih koraka u svakom vrhu kocke

nalazi se isti broj kao na pocetku. Jesu li nuzno svi pocetni brojevi bili medusobno
jednaki?

(Zadatak vrijedi 3 boda)
3. Duzina jedini¢ne duljine podijeljena je na 11 manjih duzina, od kojih nijedna nije

dulja od a. Za koje vrijednosti a mozemo zakljuciti da se od svake 3 od dobivenih 11
duzina moze sastaviti trokut?

(Zadatak vrijedi 4 boda)
4. Sahovska figura kreée se prema sljedeéim pravilima:

e moze skociti 8 ili 9 polja vertikalno (]) ili horizontalno («);
e ni na jedno polje ne smije doéi 2 puta.
Koliko najvise polja moze obiéi ova Sahovska figura na ploéi 15 x 15 (figura moze
krenuti s bilo kojeg polja na ploci).
(Zadatak vrijedi 4 boda)
5. Dano je 6 nov¢ic¢a od kojih je jedan krivotvoren. (Masa krivotvorenog novéi¢a razlikuje
se od mase nekrivotvorenog, ali nista drugo o njihovim masama nije poznato.) Dana je

vaga koja pokazuje masu novcica koji se na njoj vazu. Kako mozemo nadi krivotvoren
nov¢ié u tri vaganja?

(Zadatak vrijedi 5 bodova)

3. 14. razredi

1. Mogu li se izmedu dvaju susjednih kvadrata pronaéi dva razlicita kuba? Odnosno,
ima li nejednakost
2 3 _ 313 2
n‘<a’<b’<(n+1)
rjeSenje u skupu prirodnih brojeva N7

(Zadatak vrijedi 3 boda)
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2. Zadana je duzina duljine v/24+1/34+/5. Moze li se, samo pomo¢u neoznacenog ravnala
i Sestara konstruirati duzina duljine 1.

(Zadatak vrijedi 3 boda)

3. Dano je 6 nov¢i¢a od kojih je jedan krivotvoren. (Masa krivotvorenog novéica razlikuje
se od mase nekrivotvorenog, ali nista drugo o njihovim masama nije poznato.) Dana je
vaga koja pokazuje masu novcica koji se na njoj vazu. Kako mozemo nadi krivotvoren
novc¢ié¢ u tri vaganja?

(Zadatak vrijedi 4 boda)
4. Nad stranicama pravokutnog trokuta ABC' konstruirani su kvadrati, a njihova sredista
oznacena su s D, E i F. Pokazi da je omjer povrsina trokuta DEF i trokuta ABC
(a) vedi od 1;
(b) barem 2.

(Zadatak vrijedi (a)+(b)= 2 + 2 =4 boda)

5. Kocka lezi na ravnini i nekoliko je puta preokrenuta (preko svojih bridova), nakon
¢ega se ponovo nalazi na pocetnoj poziciji s istom stranom prema gore. Moze li se
dogoditi da je gornja strana zarotirana za 90° u odnosu na svoj pocetni polozaj?

(Zadatak vrijedi 5 bodova)
GLAVNI DIO

1. i 2. razredi

1. Za prirodan broj kazemo da je palindrom ako se ¢ita jednako slijeva i zdesna (na
primjer, brojevi 1, 343 i 2002 su palindromi, a 2005 nije). Je li mogucée naéi 2005
parova oblika (n,n + 110) tako da su u svakome paru oba broja palindromi?

(Zadatak vrijedi 3 boda)

2. Produzetci stranica AB i C'D konveksnog ¢etverokuta ABCD sijeku se u tocki K.
Poznato je da je |AD| = |BC|. Neka su tocke M i N polovista stranica AB i CD.
Dokazite da je trokut M N K tupokutan.

(Zadatak vrijedi 5 bodova)

3. Na svakom se polju sahovske ploce nalazi jedan top (kula). U bilo kojem trenutku
smijemo maknuti jedan top koji napada neparan broj drugih topova. Koliki je mak-
simalni broj topova koje mozemo maknuti? (Jedan top napada drugi ako se nalaze u
istom retku ili stupcu i ako izmedu njih nema ni jednog drugog topa.)

(Zadatak vrijedi 6 bodova)

4. Dva mrava pomicu se duz ruba stola oblika mnogokuta. Sve stranice toga stola dulje
su od 1 metar, a udaljenost izmedu mrava uvijek je jednaka 10 cm. Na pocetku se
oba mrava nalaze na istoj strani stola.

(a) Pretpostavimo da je stol konveksan. Mogu li se uvijek mravi kretati tako da na
kraju svaki mrav posjeti svaku tocku ruba stola barem jednom?
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(b) Pretpostavimo da stol nije nuzno konveksan. Mogu li se uvijek mravi kretati
tako da svaku tocku ruba stola posjeti barem jedan mrav?

(Zadatak vrijedi (a) + (b) =2+ 4 = 6 bodova)
. Pronadite najveéi prirodan broj N za koji jednadzba

99z + 100y + 1012 = N

ima jedinstveno rjesenje x,y, z, pri ¢emu su ovi brojevi prirodni.

(Zadatak vrijedi 7 bodova)

. Karlson (koji zivi na tavanu) ima na raspolaganju 1000 posuda marmelade. Posude
nisu nuzno jednake, ali nijedna ne sadrzi viSe od jedne stotine ukupne koli¢ine mar-
melade. Za dorucak Karlson moze pojesti jednaku koli¢inu marmelade iz bilo kojih
100 posuda koje odabere. Dokazi da Karlson moze nakon nekoliko dorucaka pojesti
svu marmeladu.

(Zadatak vrijedi 8 bodova)

3. 14. razredi

. Za koje je n moguce pronaci razli¢ite prirodne brojeve a1, as...,a, takve da je suma
al/ag +CL2/CL3 +...+ an/al

cijeli broj?
(Zadatak vrijedi 3 boda)

. Dva mrava pomicu se duz ruba stola oblika mnogokuta. Sve stranice toga stola dulje
su od 1 metar, a udaljenost izmedu mrava uvijek je jednaka 10 cm. Na pocetku se
oba mrava nalaze na istoj strani stola.

(a) Pretpostavimo da je stol konveksan. Mogu li se uvijek mravi kretati tako da na
kraju svaki mrav posjeti svaku tocku ruba stola barem jednom?

(b) Pretpostavimo da stol nije nuzno konveksan. Mogu li se uvijek mravi kretati
tako da svaku tocku ruba stola posjeti barem jedan mrav?

(Zadatak vrijedi (a) + (b) =2+ 3 = 5 bodova)

. Na svakom se polju Sahovske ploce nalazi jedan top (kula). U bilo kojem trenutku
smijemo maknuti jedan top koji napada neparan broj drugih topova. Koliki je mak-
simalni broj topova koje mozemo maknuti? (Jedan top napada drugi ako se nalaze u
istom retku ili stupcu i ako izmedu njih nema ni jednog drugog topa.)

(Zadatak vrijedi 6 bodova)

. Nekoliko pozitivnih brojeva manjih ili jednakih 1 zapisano je na kruznici. Dokazi da
se kruznica moze podijeliti na tri kruzna luka tako da se zbroj brojeva na bilo koja
dva luka razlikuje za najvise 1. (Ako na kruznom luku nema brojeva, onda je zbroj
jednak nuli.)

(Zadatak vrijedi 6 bodova)
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5. U trokutu ABC, AA,, BBy, CC; su simetrale kutova. Poznato je da omjer veli¢ina
kutova ZCAB, ZABC, ZBCA iznosi 4 : 2 : 1. Dokazi da je |A1B1| = |A1C4].

(Zadatak vrijedi 7 bodova)
6. Na ploc¢u se u svakom trenutku smije ili zapisati dvije jedinice ili izbrisati dva ista

broja n i zamijeniti ih s n +1 i n — 1. Koliki je najmanji broj ovakvih operacija
potreban da bi se na plo¢i pojavio broj 2005. (Na pocetku je ploca bila prazna.)

(Zadatak vrijedi 8 bodova)
Rezultati

Sve nas vjerojatno zanimaju rezultati. Rezultati koje vidite ovdje privremeni su lokalni
rezultati. Konacne rezultate znat ¢emo tek nakon $to radove ucenika pregleda i konacno
ocijeni sredisnji odbor. No i oni nam neSto govore

| RANG | IME I PREZIME | SKOLA | RAZRED | O DIO | A DIO || UKUPNO | KONAGNO* |
1. Ivan Sandrk V. gimnazija 2. 9 6 9 9.00
2. Petar Mlinari¢ XV. gimnazija 1 6 2 6 8.00
2. Marko Magerl XV. gimnazija 1 6 0 6 8.00
2. Zorana Curkovi¢ | V. gimnazija 1 6 0 6 8.00
5. Goran Grdenié V. gimnazija 1 5 2 5 6.66
6. Ivo Sluganovié¢ V. gimnazija 2 - 6 6 6.00
7. Melkior Ornik XV. gimnazija 2 6 4 6 6.00
8. Goran Zuzi¢ V. gimnazija 1 - 4 4 5.33
9. Ivan Gavran V. gimnazija 2 1 4 4 4.00
9. Emil Kolundzi¢ V. gimnazija 2 4 0 4 4.00
9. Ana Kontrec V. gimnazija 1 3 0 3 4.00
| RANG | IME I PREZIME | SKOLA | RAZRED | O DIO | A DIO || UKUPNO | KONAGNO* |
1. Goran Drazi¢ V. gimnazija 4. 13 18 18 18.00
2. Nikola Adzaga V. gimnazija 3. 12 5 12 15.00
3. Petar Sirkovié¢ V. gimnazija 3. 11 4 11 13.75
4. Ivan Sudié V. gimnazija 3. 1 10 10 12.50
5. Tomislav Grbin | XV. gimnazija 4. 12 - 12 12.00
6. Sasa Stanko V. gimnazija 3. 9 4 9 11.25
7. Iva Kasum V. gimnazija 4. 11 2 11 11.00
8. Marko Popovié V. gimnazija 4. 10 11 11 11.00
9. Ivan Cesar XV. gimnazija 4. 7 - 7 7.00

*KONACNO - oznacava rezultate nakon §to se uzme u obzir razred
UKUPNO je bilo moguce osvojiti 21 bod

Iz 1. i 2. razreda sudjelovalo je 17 ucenika, a iz 3. i 4. razreda 10 ucenika. Trenutni
rezultat grada Zagreba je 13.25.

S obzirom da je ovo medunarodno natjecanje, Citatelje sigurno zanima kako su drugi
gradovi prosli. Usporedbe radi donosimo vam rezultate iz Moskve. Kako neki bodovi nisu
cjelobrojni donosimo statistiku po intervalima.

Prvo rezultati 8. razreda (prva tablica) i 9. razreda (druga tablica) u Moskvi (1. i 2.
razred u Hrvatskoj)
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. BODOVI BROJ UCENIKA
BODOVI BROJ UCENIKA

0, 4) 69 [0,4) 131
14, 8) 10 [4,8) 28
8 ’12> 9 8,12) 28
. [12,15) 7
[12,15) 2
[15, 4+-00) 0 [15,18) 5
’ [18, +0o0) 0
Rezultati 10. i 11. razreda u Moskvi (3. i 4. razred u Hrvatskoj):

BODOVI BROJ UCENIKA .
BODOVI  BROJ UCENIKA

0,4 189

{ ’ 8; . 0, 4) 138
8, 12) 23 [24’182% gg
[12,15) 12 )
(15, 18) 10 [12,15) 19
18, 24) ) [15, 18) 6
24, 27) 5 18, 21) 3

(27, +00) 0 [21,400) 0

Evo graficke usporedbe broja ucenika koji su postigli bar 4 boda u Moskvi i Zagrebu.
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Za kraj spomenimo sve koji su sudjelovali u organizaciji Turnira gradova. Natjecanje su
organizirali i radove ucenika ispravili:

e Matija Basi¢

Dijana Kreso

Rudi Mrazovié

Nikola Grubisié
Kristina Skreb

Visnja Poli¢
o Tvrtko Tadié¢

Casopis PlayMath pruzio je struénu, tehnicku i medijsku podrsku. Posebno se zahvaljujemo
V. gimnaziji §to je bila domacin ovog natjecanja.
Hrovatski odbor za Turnir gradova

UPUTE I RJESENJA NA STRANICI 50.
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