Wlay/matX

Problemi s polinomima

U ovom ¢emo clanku pokazati kako se rjeSavaju neki zadatci vezani uz polinome. Zato
prvo objasnimo neke pojmove i navedimo iskaze teorema koje ¢emo pritom koristiti.

Definicija 1. Polinom (jedne varijable) je funkcija realnog ili kompleksnog argumenta
x koju mozemo zapisati u obliku P(x) = a,2" + ap_12" 1 + -+ + a1z + ap, pri cemu je
n € Np,a, # 0 ako je n > 1. Brojeve ag,a1,as,...,a, zovemo koeficijenti polinoma P,
broj ag slobodni élan, a a,, vodeéi élan. Broj n zovemo stupanj polinoma (st P = n)
Definicija 2. Korijen ili nultocka polinoma P(x) je svaki z koji zadovoljava jednadzbu
P(z) =0.

Teorem 1. Neka su P(x),Q(x) proizvoljni polinomi i Q(z) # 0. Tada postoji jedinstveni
polinomi S(z), R(x) takav da je

P(z) = S(2)Q(x) + R(z)

idaje R(z) =01ili st R < st@Q. Polinom R(x) zovemo ostatak dijeljenja polinoma P(x) i
Q(z). Ako je R(x) = 0 onda kazemo da je P(z) djeljiv s Q(z).

Primjer 1. Odredi ostatak pri dijeljenju polinoma P(z) = 8 + 2% + 22 + 2° + z sa

Q(z) =23 — 2.

Rjesenje. Znamo da je ostatak R(z) jedinstveni polinom takav da je P(z) = S(x)Q(z) +
R(z) i da je st R <st Q. Zato pretpostavimo da je R(z) = ax? + bz + c¢. Odredimo brojeve
a,b,c. To ¢emo uciniti tako da u P(x) = S(x)Q(z) + R(x) uvrstimo nultocke polinoma
Q(z). Tako ¢emo ’se izvuéi’ a da ne znamo §to je S(x).

Ocito je da je Q(x) = z(z — 1)(x + 1), pa su njegove nultocke 0, 1, -1. Dobivamo sustav:

=0 = 0=c
r=1 = d5=a+b+c
r=-1 == -b=a-b+c

rjesenje kojeg je a =0, b =5, ¢ = 0. Dakle, R(x) = 5z. v

ZADATAK 1. Odredi a, b, c takve da je P(x) = 22* + az? + bx + ¢ djeljiv sa = + 2, a ostatak
pri dijeljenju sa (22 — 1) je (v — 2).

Teorem 2. Polinomi P(z) = a,z"+a, 12" ' +---4a1z+agi Q(x) = bz +- - -+biz+b,
an # 0,b, # 0 jednaki su ako i samo ako n =m iap = by, za k =0,1,2,...,n. Takoder,
dva polinoma istog stupnja (n) jednaka su ako se podudaraju u barem n + 1 tocki.
Teorem 3. Polinom P(x) djeljiv je s polinomom x — xg ako i samo ako je xg nultocka
polinoma P(x).

Teorem 4. (Osnovni teorem algebre) Svaki polinom P(x) stupnja n > 1 ima totno n
kompleksnih korijena x1,x9,...,x, 1 moze se na jedinstven na¢in (na poredak faktora)
zapisati u obliku P(x) = ap(z — x1)(x — x2) -+ - (z — xp).
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Teorem 5. (LAGRANGEOV INTERPOLACIJSKI TEOREM) Neka su zadani razli¢iti brojevi
xo,x1,...,%y 1 proizvoljne vrijednosti yo, y1, .. ., yn. Tada postoji jedinstven polinom P(x)
stupnja ne veéeg od n za kojeg vrijedi P(xg) = yx, k = 0,1,...,n. Taj polinom je dan sa

(r—mo) - (r —xp—1) (@ — Tpg1) -+ (. — xp)
Zy T — Zo) ($k—$k—1)($k—$k+1)"'($k—$n)'

Primjer 2. (P1 MU EPsILON, 1964.) Odredi koliko je P(n+ 1) ako je P(z) polinom stupnja
niPk)=2"2ak=0,1,2,..n
Rjesenje. Prema teoremu 5. vrijedi da je

—z9)- - (n+1l—zp_1)(n+1—zk1) - (n+1—a,)
(zk —x0) -+ (T — Tp—1)(Th — Tp41) -~ (T — Tn)

n—|—1
k=0

n+1)! " 41 .
Z n—|— 1— (kl(_link(n _ k‘)' = - Z < ;— > (_1) k+12k _

k= k=0

n+1
_ Z ( n+1 ) 1)n—k+12k + 2n+1 — (1 o 2)n+1 + 2n+1 — 2n+1 —1.

v

ZADATAK 2. (USAMO 1975.)Odredi koliko je P(n + 1) ako je P(x) polinom stupnja n i
P(k) =5 zak=0,1,2,..,n
ZADATAK 3. (PRIJEDLOG zA MMO 1983.) Odredi koliko je P(n+1) ako je P(z) polinom

TnFIy za k:O,1,2,..,n
(")
Primjer 3. (PRIJEDLOG zA MMO 1983.) Neka je (F),), Fibonaccijev niz, a P(x) polinom

stupnja 1001 takav da je P(k) = Fy za k = 1003,...,2004. Dokazi da je P(2005) =
Fopo5 — 1.

stupnjan i P(k) =

Rjesenje. Neka je P,(x) polinom stupnja n takav da je P,(x) = Fy za k = n+ 2,n +
3,...,2n + 2. Pokazimo da je tada P,,(2n + 3) = Fy,43 — 1.

Ocito je Py(1) = 1 i tvrdnja vrijedi za n = 0. Pretpostavimo da vrijedi za P,_1(z) i
promotrimo P, (z). Polinom

Q(x)=Py(z+2)— P, (z+1)
najvise je stupnja n — 1, a vrijedi Q(k) = Pp(k+2) — Py(k+ 1) = Fy19 — Fi4q = Fj, za
k=n+1,n+2,...,2n. Zatose Q(x) i P,—1(x) podudarajuu n toc¢aka, paje Q(z) = P,_1(x)
za sve x. Uz induktivnu pretpostavku P,_1(2n + 1) = Fb, 41 — 1, dobivamo

P,2n+3) = Fopqo + Fopy1 — 1 = Fopqz — 1.

v

Primjer 4. Nadi sve polinome P(x) koji zadovoljavaju jednadzbu P(x? — 2x) = (P(x — 2))?
za sve T € R.
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Rjesenje. Ocito je jedno rjesenje: P(x) = 0. Nadimo ostala. Uvedimo prvo supstituciju
y = x—1. Tada jednadzba, prelazi u P(y>—1) = (P(y—1))2. Uvedimo jos Q(y) = P(y—1).
Tada je Q(y?) = (Q())2, ¥y € .
Zapisimo Q(z) = anz"™ + ap_12" ' + -+ + a1 + ag,a, # 0. Pretpostavimo da nisu svi
brojevi an_1,...,a1,a9 nula. Neka je k < n najveéi broj takav da je ap # 0. Uvrstimo li
sad Q(z) u jednadzbu dobivamo:

anx2n —|—ak:c2k 4. +CL1£C2 + ag = Q(CL‘Z) — (Q(l‘))Q — (anx" +ak$k + ... +a1x+a0)2,

Prema teoremu 2 sada slijedi (izjednacavanjem koeficijenata uz 2"**) 0 = 2a,a;. Kontra-
dikcijal

Zato mora biti ap,—1 = ... = a1 = ap = 01 Q(z) = a,z™. Uvrstavanjem u jednadzbu
dobivamo a,z?" = a2x?", iz éega slijedi da je a,, = 1.
Sada dobivamo rjesenje pocetnog problema P(z) = (z + 1)". v

ZADATAK 4. Nadi sve polinome P(x) koji zadovoljavaju jednadzbu xP(z—1) = (x—26) P(x)
za sve ¢ € R.

ZADATAK 5. Nadi sve polinome P(z) koji zadovoljavaju jednadzbu (z —3)P(z + 1) — (x +
3)P(x —2) = 3z(2% — 9) za sve v € R.

Primjer 5. (MMO 2004.) Nadi sve polinome P(x) koji zadovoljavaju jednakost P(a —b) +
P(b—c¢) = P(c—a) = 2P(a+b+c) za sve realne brojeve a, b, c takve da je ab+bc+ ca = 0.

Rjesenje. Za svaki realan broj x trojka (a, b, ¢) = (6x, 3z, —2z) zadovoljava ab+ bc+ ca = 0.
Za ovu trojku iz dane jednadzbe slijedi

P(3z) + P(5z) + P(—8x) = 2P(7x),Vz € R.
Za P(x) = apz™ + ap_12" ' + -+ 4+ a1x + ag, prema teoremu 2., dobivamo
(38 + 58+ (=8)F —2-7M)a, =0,k =0,1,2,... ,n.

Bududéi da je izraz u zagradi negativan za neparne k, a pozitivan za k = 0 i za sve parne
k > 6, izraz je jednak 0 samo za k = 2 i k = 4. Zato je P(z) = ax? + p2*,a,3 € R.
Provjerom jo§ samo treba potvrditi da je to zaista rjesenje. v

ZADATAK 6. (IMC 2005.) Nadi sve polinome P(z) kojima su sve nultocke racionalne i
zadovoljavaju uvjet da je (ag,a1,...,a,) permutacija brojeva (0,1,2,...,n).
Primjer 6. Nadi sve polinome P(x) koji zadovoljavaju jednadzbu P(z2)+ P(x)P(z+1) = 0.

Rjesenje. Uotimo da iz P(z) = 0 slijedi P(2%) = 0. No, kako je broj nultocki polinoma
konacan, mora vrijediti |z] = 1ili z = 0, odnosno sve nultocke u kompleksnoj ravnini moraju
se nalaziti u ishodistu ili na jedini¢noj kruznici oko ishodista.

Takoder zbog P(z) = 0 slijedi P((z — 1)?) = 0. Zato se sve nultocke nalaze u tocki 1 i na
jedini¢noj kruznici oko 1.

Presjek tih dvaju skupova su 0 i 1. Zato je po teoremu 3:

P(z) =az™(x — 1)".
Uvrstimo li ovo u jednadzbu, dobivamo

az®™(z? —1)" 4 az™(z — 1)"a(z +1)"z" = 0.
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Ako je a = 0, tada je P(z) = 0. Ako je a # 0, onda je 1 + ax™ "™ (x + 1)™ —n = 0, iz ¢ega

slijedi: n =m,a = —1, i rjeSenje je:

P(x)

—z"(z—-1)",n=0,1,2,...

v

ZADATAK 7. Nadi sve polinome P(x) koji zadovoljavaju jednadzbu P(x? + x + 1) =

P(z)P(z +1).
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