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Vise dokaza jedne poznate trigonometrijske
nejednakosti u trokutu

SEFKET ARSLANAGIC* ALJA MumMmINAGIGT

Sazetak. U radu se navodi nekoliko razlicitih dokaza jedne poz-
nate trigonometrijske nejednakosti u trokutu. Dokazi su prilagodeni
ucenicima sredngih skola.

Kljuéne rijeci: trigonometrija, nejednakosti
Several proofs of well known trigonometric inequality in triangle

Abstract.  Several proofs of well known trigonometric inequality
are given. These proofs are adapted for high school students.

Key words: trigonometry, inequality

Dokazivanje nejednakosti u matematici je jako zanimljiv i kreativan posao. Pri
tome dolaze do izrazaja razne ideje koje cesto dovode do rezultata. Naravno, onaj
koji hoce to realizirati mora biti solidno educiran iz raznih podruc¢ja matematike te
diferencijalnog racuna.

U ovom ¢lanku upravo ¢emo se baviti raznim dokazima jedne poznate trigonome-
trijske nejednakosti koja ¢esto ima primjenu kod dokazivanja drugih nejednakosti.
Rijec je o sljedecoj trigonometrijskoj nejednakosti u trokutu:

2
2

+tg2l > 1, (1)

2a
tg®— +tg 9

2
gdje su «, B i unutarnji kutovi trokuta.
Kod dokaza ove nejednakosti koristit ¢emo neke druge poznate jednakosti i ne-

jednakosti ¢iji se dokazi mogu naéi u [1], [2] i [3]. To su ove jednakosti i nejednakosti
koje vrijede za trokut:

a f By v, o
tg—tg— +tg—tg — +tg—tg— =1 2
gytes Ttenty 5 Tggten =1, (2)

4R
cos2%+0052§+cos2%: 2]—;7", (3)
cosa—&—cosﬁ—&—cos'y:l—i-%, (4)
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153 4R+

th +tgg +tg§ PR (5)
R > 2r (Eulerova nejednakost), (6)
AR +7 > sV/3, (7)

te5 + tgg +tg > V3, (8)

gdje su r i R polumjeri upisane i opisane kruznice trokutu, s je poluopseg trokuta.

Dokaz 1. Stavimo li da je tg% =z, tgg =yi tg% = z, jednakost (2) postaje

oy +yz+zo =1 9)
Sada iz ocigledne nejednakosti
2@ +y*+2Y) —2(@y+yz+zz)=(z -y’ +(@y—2)>+@—2>>0
i jednakosti (9) slijedi:
2(x2+y2+z2) —22>0, tj.

22 4?2t > 1,

odnosno
g2%+tg26 +tg? 5 > 1,
a ovo je nejednakost (1) koju je trebalo dokazati. O
Primijetimo da jednakost u (1) vrijedi onda i samo onda ako je x =y = z, tj.
tg% = tgg = tg%7 a odavde a = 8 = v, odnosno onda i samo onda ako je trokut
jednakostranican.

Dokaz 2. Iz jednakosti (2) primjenom nejednakosti Cauchy-Buniakowsky-
Schwartz dobivamo

B B, v v, «
£ et te L tg S
2g2+g2g2+g2 2

2 & 2@ 27.\/ 2% 26
\/tg 2+tg 2+tg 5 tg 2+tg 5

2 28 27
& 412l 42
g Tigy Ty

1 = tg

IN

t
+g2

O
Ovo je jedan jako kratak i elegantan dokaz za koga je potrebno znati samo
nejednakost Cauchy-Buniakowsky-Schwartz za n = 3, a koja glasi:

(a1b1 + agby + a3b3) (a1 + Cl2 + ag)(bz + b2 + bg)

gdje su a1, az,as3,by,b2,b3 € R.
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Dokaz 3. Neka je
M = tg2% +tg?l + g2 2

2 2
1-— 2
Kako je tg2§ = ST _ — 1, to je:
2 1+4cosx 1l4cosz
1 1 1
M=2 - 3. 10
<1+cosa+1—|—c0sﬁ+1—|—c057) (10)

Stavimo da je x =14 cosa, y =1+ cos B, z =1+ cos~; (x,y,z > 0).
Aritmeticka sredina tih brojeva je

1 4) 1 (6) 3
A3:%:§(3+cosa+cosﬁ+cosv) (:)5(3—1—1—1—%) < 3 (11)
Harmonijska sredina tih brojeva je
3
Hy = — R S B
14+cosa 1+cosf 14cosy
a odavde
11 1 . 1 n 1 (1_0)1 M+3
H; 3\1l+cosaa 1+4cosp 1+cosy) 3 2 7
te 6
Hj3 = . 12
ST M+3 (12)
Kako je H3 < As, to iz (12) i (11) dobivamo:
6 3
< - M+3>14 M > 1.
My3 -2 T M Te=de M=
O

Dokaz 4. Neka je

o v

M =tg?— +tg?= +tg? <.

g 2+ g 2+ g 5

1—

Kako je tggzﬁ,to je:

1—cosa\” 1- > 1- 2
M - <a) L <COSB) . <COS”Y)
sin sin 8 sin 7y
(1 -cosa) (1 —cosB)? (1 —cosy)?
.2 .2 + 2
sin” sin” 8 sin® ~y
(1 —cosa)?+ (1 —-cosB)?+ (1 —cosv)?

3+ cos? o + cos? B + cos? v — 2(cos a + cos 3 + cos )

v

(4:) 3+2C082§—1-|—2(:OS2§—1+200282;/— —2(1—&—%)
= 2(0052(;—}-005254—0052;)—2—];
(3) 4R+ r 2r 2R-—r r (6) .
= 2. —2— == =2——= > 1. tj.
2R R R rR="
M > 1.
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O
Dokaz 5. Neka suA:th%—i— 26+tg 5 1B—tg2 +tg§+tg%. Sada
dobivamo: 5 3
g v
=A4+2(tg=t tg—t tg—t
* <g2 gy Tlegtey Tiey gz)
tj. zbog (2):
=A+2,
a odavde zbog (8):
(8)
A=B2—2> (\/5) —2=1.
O
Dokaz 6. Imamo zbog (2):
a B a B 7\
tg = +tg?s +t tg— +tgs +tgo | —2, tj.
g2+g +g2 (g2+g2+g2> y U]
na osnovu (5) i (7):
2
4 o
1022 412D g2 = (ARETYT 5T SVBY 3 91
2 2 2 S S
O

Dokaz 7. Za ovaj dokaz koristit ¢emo Jensenovu nejednakost ([2]). Promatrat
¢emo funkciju

J(x) = tg?5; @ € (0,7).

Imamo (o o
T 1 1 = sin £
Flla)=2tgs — .= 82 _ S5
2 cos?§ 2 cos?F  cos? g

te

. cos® £ + 3sin? 5
f ("L') W >0 zasve x € (0,7T)
Dakle, dana funkcija f(z) = tgzg je konveksna za x € (0, 7), pa na osnovi Jensenove

nejednakosti za n = 3 imamo:

1 1+ 22 + 2
UG+ o) + floa)] = £ (22D,
a odavde uzimajudéi da je x; = %, To = g ixy= % dobivamo

a B v
L/ s« 2B (27213
—[(tg“=+t t >t == =
3(g2+g +82>_g 3 )
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tj.

a B v at+pf+y
tg? = +tg?s +tg?L > 3tg? [ ————
g2+g2+g2_ g 6 )

odnosno zbog a + 8+ v = 7 imamo

1622 1+ 1g22 1 1g2) > 36627, )

2 2 2~ 6’
B AW

o 0
tg?— +tg?s +tg? L >3- [ — | =1.
gy tigytiey = (3)

O
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