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[ STUDENTSKA RUBRIKA |

p-norme na R?, kruznice S, 1 brojevi m,

LJILJANA ARAMBASIC* IvoNA ZAviSiGh

Sazetak. Omgjer opsega i promjera kruznice je konstantan i jednak je
broju m = 3.14159.... Pritom podrazumijevamo da smo opseg i promgjer
kruznice racunali s obzirom na uwobicajenu euklidsku metriku. Umgesto
nje, moZemo promatrati i neke druge metrike na R%. Promatramo li
metrike d,, inducirane p-normama, omjer opsega i promjera ce i dalje
biti konstantan, no njegova vrijednost ce se promijeniti. U ovom radu
razmatramo p-norme i metrike d, na R?, te kruinice S, i brojeve m, s
obzirom na ove p-norme.

Kljuéne rijeci: norma, p-norma, metrika, kruznica, broj w
p-norms on R?, S, circles and 7, numbers

Abstract. The ratio of the circumference of a circle to its diam-
eter is constant and its value is the number m = 3.14159.... Here we
understand that the circumference and the diameter are calculated with
respect to the usual euclidean metric. Instead, we can equip R? with
some other metric. Choosing the metric d,, induced by the p-norm, the
ratio of the circumference to the diameter will also be constant, but its
value will be changed. In this paper we discuss p-norms and metrics dp,
the circles S, and the numbers m, with respect to these norms.

Key words: norm, p-norm, metric, sphere, number m

1. Uvod

Norme na R? su realne funkcije na R? koje posjeduju odredena svojstva. Vaznu
klasu takvih funkcija ¢ine p-norme o kojima diskutiramo u ovom radu. p-norme
mozemo definirati za svaki realan broj p > 1, te za p = oo. Pritom je 2-norma
upravo standardna euklidska norma, 1-norma je poznata pod nazivom ”taxicab”
norma, a co-normu obi¢no nazivamo max-norma. Neke relacije medu ovim nor-
mama dokazujemo u teoremu 2 i propoziciji 3.

Kako svaka norma definira udaljenost (metriku), uvodenjem p-normi dobili smo
razne nacine za rac¢unanje udaljenosti izmedu dviju to¢aka. Buduéi da je kruznica
skup tocaka koje su jednako udaljene od neke fiksne tocke, to ¢e njen oblik ovisiti o
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normi u kojoj racunamo, pa ¢e, na primjer, kruznice s obzirom na 1-normu i max-
normu imati oblik kvadrata. Kao i u euklidskoj geometriji, omjer opsega i promjera
kruznice bit ¢e konstantan u svim p-normama. Taj omjer, kojeg oznacavamo s mp,
generalizira broj 7 i u posljednje vrijeme je prouc¢avan u mnogim radovima ([2, 3, 4]).

2. p-norme

Navedimo prvo preciznu definiciju norme.
Definicija 1. Realna funkcija || - | : R?> — R naziva se norma na R? ako
zadovoljava sljedeéa svojstva:

1 |(z, 9)| = 0,

2. Iz, y)l = 0 & (2,9) = (0,0),

3 Iz, y) + (w, o)l < (@, )l + (| (w, v,
4 eyl = lefll(z, vl

za sve (z,y), (u,v) € R? i sve ¢ € R. Zadajuéi neku normu na R?, R? postaje
normirani prostor.

Svima dobro poznati primjer norme na R? je euklidska norma koja predstavlja
duljinu duzine ¢ije su krajnje tocke (0,0) i (z,y), tj.

[(z,y)ll2 = V@2 + y%

Ova norma je poseban sluc¢aj p-normi.
Definicija 2. Za svaki realni broj p, p > 1, definiramo

Iz, )y = (2? +yP)7,  (z,y) € R (1)

Funkciju || - ||, : R* = R nazivamo p-normom na R2.

Da se zaista radi o normama znat ¢emo nakon sto provjerimo da ove funkcije
zadovoljavaju uvjete (1)-(4) iz definicije norme. Svojstva (1), (2) i (4) se lako
provjere, dok je provjera treéeg svojstva, poznatog kao nejednakost trokuta, nesto
teza. Tu ¢emo koristiti Youngovu nejednakost: za sve a,b > 01 p,q > 1 takve da je
1 1 _ T
s+to=1 vrijedi b

a
ab < — 4+ —. (2)
p q
Dokaz ove nejednakosti izostavljamo, a moze se pronaéi u [5], str. 78.

Teorem 1. Za svakip > 1 formulom (1) definirana je norma na R

Dokaz. Kako smo veé spomenuli, jedino $to je ostalo za dokazati je da za svaki
p > 1 vrijedi

(@, 9) + (w, 0)[lp < (2, 9)llp + [[(w; 0)p,

odnosno,
1 1 1
(lz +ul? +ly +o[")7 < (|2 + |y[") 7 + (Jul” + [0]")7, (3)

za sve (z,v), (u,v) € R2
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Neka je p = 1. To |z +u] < [2] + [u] i |y + o] < [y] + [o] slijedi |+ u| + |y + o] <
|z| + |y| + |u| + |v], Sto je tocno (3) za p = 1.
Neka je sada p > 1. U (2) éemo uvrstiti specijalne izraze za a i b : prvo uzmemo
N ] IR R (71 S 7] B N ] :
@ = ey, 14 = T, @ ondae = e i b = oy Tako dobivamo
sljedece dvije nejednakosti

ol el lal? Juf?
1l Tl = a7 gl o))
wl el "

< + .
1@, 9)llp 1w, 0)llg — PP gl (u,v)llq)?
Zbrajanjem ovih nejednakosti slijedi

ol + lpllol el gl Jult ol 11
1)l o)l = @ o)lr  allwo)l)?  p o g

to jest,
1

1
|z[[ul + ly[lo] < (2" + |y[*)7 (jul + [0]7)7, (4)

za sve x,y,u,v € R. Posebno, uzmemo li (z +u)P~1 za u, (y +v)P~! za v u (4), te
uvazavajuéi (p — 1)¢ = p, dobivamo

||z + ulP 4 Jylly + 0P < (2P + ylP)F (o 4+ ul? + ly +oP)s. (5)
Zamjenom uloga x i u, te y i v u (5) dobivamo
|z 4w~ 4 Jolly + 0[Pt < ([uf? + [ofP) 7 (Jo +ulP + Jy +oP)a. (6)

Konac¢no, imamo

|+ ul” + [y + vfP |z + ullz + ulP ™ + |y +olly + vP!

< (ol + Jul)]z +ulP~ + (yl =+ o)y + o~
= (|lzjz +uP™t + Jy|ly + o)
(|l |z +uP~t + ||y +vP7H)
(prema (5) i (6)) < (|f” + [y[*)¥ (Jz +ul” + |y + v[?)*

1

F(jul? + [o]P)F (|2 + ul? + |y +of?)5,
dakle,

@ ul? 4 Jy + o < (ol + yl?)5 + (ul? + [ol")F ) (2 + ul? + ly + o)+,

pa dijeljenjem s drugim faktorom s desne strane slijedi (3). a
Jo$ jedna norma na R? koja se ¢esto koristi je maz-norma, a definirana je kao
(@, y)lloc = max{z], [y}, (z,y) € R% (7)

Max-normu smatramo posebnim slucajem p-normi, za p = 0o, a razlog za to opisu-
jemo u sljedeé¢oj tvrdnji.
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Teorem 2. Formulom (7) definirana je norma na R? i za nju vrijedi
plggo ||(‘T7y)||17 = H(x’y)HOO’ V(z,y) € R (8)

Dokaz. Svojstva (1)-(4) iz definicije norme se lako provjere. Provjerimo formulu
(8). Za (z,y) € R? imamo

; _ T p P\
T )l = Tm (e £ )

1
limy, o0 2] (14 ]2]7)7,  ako je |z > |yl;
— ) limpe || 27, ako je [z] = |yl;

T

1
P P .
s 1) , ako je |x| < |y|.

liIn]a%oo |y| (

Pokazimo da u svakom od navedenih sluc¢ajeva dobivamo ||(z,y)||co-

Neka je |z| > |y|. Tada je ||(z,y)|loo = |z|. Nadalje, |%| < 1 paje lim, o }%|p =
1
0 i zato limy, o0 2] (14| 24]")" = |2] = [|(z, ) |-
. . - 1
Neka je |1z| = |y|. Tada je ||(z,9)llc = lz| = |y|, pa je lim, o |z]|27 =
2/ limyso0 2 = [a] = [|(2,9) oo
1
» 1
Ako je o] < [yl, tada je limy oo [yl (|2) +1)" = Iyl = | (@,9) |- 0
Neka su 71 = (z1,y1) i To = (x2,y2) neke dvije tocke ravnine. Udaljenost
izmedu Ty i Ty s obzirom na normu || - || ra¢una se kao

d(T1,T2) = |[(z1 — 22,51 — y2)||-

Funkciju d nazivamo udaljenoséu ili metrikom induciranom normom || - ||. Prema
tome, udaljenost s obzirom na p-normu dana je sa

1
dp(T1, To) = (lzy — 22| + |y — 2[") 7. (9)

Tako je, na primjer, za 71 = (2,—3) i To = (5,1)

dy(T1,Ty) = [2=5/+|-3-1|=7,
do(T1,Ty) = /|2-5]2+|-3-1]2=5,
doo(Ty,Tp) = max{|2—-5|,|—3—1|]} =4.

Ako nacrtamo tocke T7 i 7o u koordinatnom sustavu, tada je euklidska uda-
ljenost do(Ty,Ts) = \/(Il —22)2 + (y1 — y2)? jednaka duljini duzine T}T5, dok je
dq1(T1,T2) = |1 — x2| + |y1 — y=2| duljina iscrtkanih putova od Ty do T. Uocimo da
samo jedan put od 77 do T» ima duljinu da(77,7T%) i to je najkraéi put izmedu ove
dvije tocke, dok putova od Ty do T koji imaju duljinu dy (71, T>) ima vise.
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T

Tako smo naviknuti udaljenost izmedu dviju toc¢aka racunati kao duljinu najkraceg
puta, ponekad nam je korisniji neki drugi na¢in rac¢unanja udaljenosti. Na primjer,
pretpostavimo da ulice u nekom gradu ¢ine jednu pravokutnu mrezu. Zelimo li doé¢i
od jednog do drugog mjesta u gradu, tj. od tocke T = (z1,y1) do Ty = (x2,y2),
onda ¢e udaljenost koju ¢emo prijeci biti duljina najkraceg puta koji prolazi zadanim
ulicama ($to je upravo dy (T, T»)), a ne ”zra¢na udaljenost” do(T7,Ts) izmedu ovih
tocaka. Sada je jasno zaSto se | - || Cesto naziva taxicab”-norma, a ponekad
i Manhattan norma. Vise detalja o ovim normama zainteresirani Citatelji mogu
pronadi u [8].

3. Kruznice u p-normama i brojevi m,

Kruznica je definirana kao skup to¢aka ravnine koje su od jedne fiksne tocke (sre-
dista) udaljene za konstantnu vrijednost (radijus). S ovim pojmom susreli smo se
jo$ u osnovnoj skoli, a udaljenost smo racunali pomoc¢u dy. Za definiranje pojma
kruznice mozemo, umjesto metrike ds, uzeti neku drugu metriku d. Prema tome,
skup

S ={(z,y) € R* : d((=,y), (z0,y0)) =7}

predstavlja kruznicu radijusa r sa sredistem u (zo,yo) s obzirom na metriku d.
Primjerice, kruznica radijusa r sa sredistem u ishodistu s obzirom na d,, je skup

Sp={(z,y) R+ [z’ + [y[" =+7}, p>1.

Ponekad ¢emo reéi i da je S, kruznica s obzirom na normu || - ||,.

Na sljedecoj slici prikazane su kruznice S7, .52 i Soo.
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Kada bismo nacrtali i ostale kruznice .S;,, sve bi one bile smjeStene izmedu Sy i
Soo, 1 8to bi p bio vedi, to bi kruznica S, bila blize kruznici So,. To nam je jasno i
iz teorema 2.

Uzmimo da je sada » = 1. Neka je (x,y) € R? (z,y) # (0,0). Tada tocka
m(x, y) lezi na kruznici Sy (jer je Hm(x,y)ﬂl =1). Iz slike je vidljivo da
kruznica S7 lezi unutar kruznice S, te je stoga tocka m(x, y) unutar kruznice
Sy 1 zato je ||m(sc,y)||2 < 1. Prema tome, ||(z,y)|l2 < |[(x,y)||1- Ako bismo

nacrtali kruznicu v/25; (kruznica radijusa v/2, s obzirom na metriku d;), onda bi
kruznica Sy bila smjestena unutar nje. Isti racun kao maloprije daje ||(x,y)|]1 <
V2||(z,y)|]2. Dakle, vrijedi

Iz )2 < Ml 9)lh < V22, 9)]2-
Relacije ovog tipa vrijede za svake dvije p-norme, kao $to navodimo u sljedecoj
propoziciji.
Propozicija 3. Za sve p,q > 1 vrijede sljedeée relacije

1@ 9o < 1@ m)llp < 27 [1@, ) oo, (10)

_1 1
270 [(z,y)llg < M@ p)llp < 27 ([(2,9) g (11)
Dokaz. Pretpostavimo da je |z| > |y|. Tada je
1 1
(@, Y)lloo = | = (lz[")7 < (2" +[y[")7 = (2, y)llp-
Sliéno se pokaze da ova nejednakost vrijedi i u sluéaju |z| < |y|. S druge strane,
2| < Iz y)lloo 1 [yl < [I(#,y)lloc daju [z + [y|P < 2[|(z,y)[[%, pa je i desna strana

nejednakosti (10) dokazana.
Nejednakost (11) slijedi iz (10):

1 1
1 9)llp <2712, 9)llee < 27([(2, )lg,
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a zamjenom p <> ¢ dobivamo ||(z,y)[l, < Y] |z, 9)lp, ti

_1
277 |(2, y)llg < M1 9)llp-

a

Vidljivo je da geometrijski oblik kruznice ovisi o odabranoj metrici. Izracu-

najmo opsege O, kruzmica S,. Poznato je da je opseg kruznice Sy jednak 2rm,
dakle Oy = 2rw. Nadalje,

Or = 4-dy((r,0), (0,7)) = 4(jr — 0| + 0 —7]) =

O =4 -doo((r,=7), (r,7)) = dmax{|r — r|,| — r — r|} = 8.
Uocimo da se u opsezima O; i Oy broj 7 ne pojavljuje.
Opéenito, za p # oo, opseg O, kruznice S, racunamo pomocu integrala. Neka je
¢, ona Cetvrtina kruznice Sy, koja pripada prvom kvadrantu. Tada je O, =4 [_ ds),
P
gdje je ds, element duljine. S obzirom da rac¢unamo u p-normi, to ¢e element duljine
biti
1 1
dsp = (|dz|” + |dy[)7 = (J2' ()" + |y’ () |")" dt. (12)
Uoc¢imo da u slucaju p = 2 dobivamo uobic¢ajenu formulu za element duljine dss =
(dx)? + (dy)? ([1], str. 209). Za parametrizaciju krivulje ¢, uzmimo

z(t) =rtr, yt)=r(1—t)¥, tel0,1],

pa onda imamo

dsy=—(t'"7+(1- )1*1”)% dt.

r
b
Prema tome, za p # oo je

ar 1 1
0, = l/ (P 4+ (1 =)' P) 7 at.
P Jo

Kako su nam iznosi za O; i Oy poznati, gornju formulu mozemo provjeriti tako
§to éemo uvistitip=1ip=2. Zap=1je Oy = 47‘f01 2dt = 8r, dok za p = 2

imamo
1 i 1
1 1 2 1
2r + — dt= 2r/ ——dt
/0 ( 1—t> 0 Vt—1t2
1

27°/ \/—dt = 2rarcsin (2t — 1)|,

= 2r(arcsinl — arcsin (—1)) = 2rr.

O,

. .0, . . NI L
Za svaki p omjer 52 opsega O, i promjera 2r kruZznice je konstantan. Taj omjer
oznacavamo 8 T, 1 on iznosi

1 1
wpzf/o (P + (1 —t)P)7 dt.
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Ocito je m; = 4,m = T, T = 4. U radovima [2] i [3] diskutirane su razli¢ite aproksi-
macije za brojeve m,, pa je, na primjer, dobiveno da je w1 = w1 & 3.757, 715 =
73 & 3.259, ... Stovise, u [2] je dokazano da je ma = min{r, : p € [1, 00]}.

Na kraju istaknimo da u nekim situacijama nema bitne razlike s kojom od ovih
normi radimo. Tako se, koriste¢i relacije (10) i (11), moze dokazati da za p, q € [1, 0]
vrijedi da je neki skup ograni¢en u || - ||, ako i samo ako je ogranicen u || - ||,, da niz
konvergira u || - ||, ako i samo ako konvergira u || - ||4, itd. Napomenimo jo$ da se,
za svaki n € N, na prostoru R” mogu promatrati p-norme definirane kao

1
(1)l = ([P 4+ faaP) P

Mi smo se u ovom radu ograniéili na prostor R? zbog jednostavnijeg raéuna i boljeg
zora.
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