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Prikazana su svojstva realnih plinova, a posebice njihova odstupanja od idealnosti. Dan je i kratak
prikaz molekulskih medudjelovanja. Opisan je tradicijski model prikladan za jednoatomne pli-
nove cije se molekule ponasaju kao klasi¢ne Cestice. Prikazan je virijalni poucak, a od iskustve-
nih virijalnih jednadzbi stanja dan je Kamerlingh-Onnesov virijalni razvoj. Najpoznatija isku-
stvena jednadzba stanja — van der Waalsova — izvedena je s pomocu kanonske particijske funkci-
je. Predocene su i neke od vaznijih jednadzbi stanja koje se rabe u tehnickoj termodinamici:
Redlich-Kwongova, Peng-Robinsonova i Benedict-Webb-Rubinova jednadzba stanja. U pregle-
du statistickih modela izlozen je rojni model, u kojemu se sva odstupanja od idealnosti opisuju
konfiguracijskim integralom i navedena su njegova ogranicenja, a prikazan je i Kirkwoodov model
integralnih jednadzbi koji — za razliku od Mayerova rojnog modela — ne polazi od jednadzbe sta-
nja idealnog plina, ve¢ gradi hijerarhiju raspodjelnih funkcija za mnostvo molekula. Dan je i kra-

tak pregled metoda za numericku simulaciju (Monte Carlo i molekulska dinamika).

Kljucne rijeci: Realni plinovi, kriticna tocka, molekulska medudjelovanja, virijalni razvoj,
konfiguracijski integral, rojni model, numericke simulacije

Uvod

Problemom jednadzbi stanja realnih plinova fizicari i ke-
micari bave se vec vise od dva stoljeca, za $to ima mnostvo
razlogd. Tu treba posebno istaknuti brojne, vrlo raznovrsne
tehnicke/tehnoloske primjene plinova, koje iziskuju visoke
radne tlakove, gdje je ponasanje plinova bitno razli¢ito od
idealnoga. Stoga su jednadzbe stanja realnih plinova vazan
predmet tehnicke termodinamike.” Prouc¢avanjem svojstava
realnih plinova takoder se bavi i molekulska fizika koja se na
taj nacin obogatila mnogim spoznajama o uzajamnim dje-
lovanjima molekula i dosla do vrlo korisnih modelnih pre-
dodzbi o gradi i svojstvima fluida (tj. plinova i tekucind).
Poznavanje jednadzbi stanja nuzna je podloga i eksperi-
mentalnoj kemijskoj termodinamici, npr. za racunanje stan-
dardnih termodinamickih svojstava, pri ¢emu treba pri-
mijeniti korekcije za odstupanja od idealnosti. Konacno,
klica razvoja danas sve CeS¢e primjenjivanih metoda nu-
mericke simulacije (supra)molekulskih struktura i dinamike
moze se naci upravo u nekim teorijskim modelima realnih
plinova. Budu¢i da se problemom jednadzbe stanja realnih
plinova bave toliko razlicite znanstvene discipline, ne ¢udi
da su se u krilu svake od njih postupno razvili razliciti pristu-
pi i metode. Vremenom te su discipline postupno divergira-
le, sto je dovelo do smetnji u medusobnom (spo)razu-
mijevanju pa i do neproduktivnih ‘razgranicenja’ medu gra-
nama jedne iste discipline — termodinamike. Jedna je od
svrha ovoga prikaza pripomoci boljemu uzajamnom razu-
mijevanju tehnickih termodinamicara s kolegama fizikalno-
-kemijske provenijencije.

* Autor za komunikaciju; e-mail: vbutorac@chem.pmf.hr

" Unutar te discipline pocinju se diferencirati strojarska i kemijsko-inze-
njerstvena termodinamika.

Odstupanja od idealnosti

Poznato je da se, pri dostatno malim gusto¢ama, svojstva
plinova mogu opisati jednadzbom stanja idealnog plina.’
Za quasi-idealan razrijedeni plin kompresijski faktor defini-
ran kao:

,_ PV _ PV / (1)
RT  Nk,T
poprima vrijednost:
. V,
id — | P mo_1.
T RT @)

Realni se plinovi ne pokoravaju tomu zakonu, ve¢ kompre-
sijski faktor poprima vece ili manje vrijednosti od jedinice,
ovisno o tlaku i temperaturi. Odstupanja svojstava metana
od jednadzbe stanja idealnog plina (1) pri temperaturi od
300 K, koja je znatno visa od kriticne temperature metana
(190 K), prikazana su nasl. 11i2. Nasl. 1 ucrtane su vrijed-
nosti kompresijskog faktora CH,(g) u ovisnosti o recipro¢noj
vrijednosti molarnog volumena, a na sl. 2 prikazan je graf
funkcije p(V,, ™).

Jedn. (1) moze se razmjerno lako izvesti metodama stati-
sticke termodinamike: Sadrzava li klasi¢ni plin N istovrsnih
molekula u spremniku stalna volumena V, pri stalnoj tem-
peraturi T, moguce je napisati tzv. kanonsku particijsku
funkciju takvog sustava iz koje se izvode izrazi za sva termo-
dinamicka svojstva sustava. U klasicnom priblizenju, ka-
nonska particijska funkcija definira se kao fazni integral:

1

Z — m J . ,J.e’H/kBpo_] cee dedr1 e drN (3)
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Slika 1 — Ovisnost kompresijskog faktora o reciprocnomu mo-
larnom volumenu za metan? pri 300 K: izmjerene tocke i pravac
pretkazan idealnom jednadzbom stanja’

Fig. 1 — The compression factor of methane? versus reciprocal
molar volume at 300 K: experimental values (circles), compared
with the ideal-gas equation predictions (solid line)?
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Slika 2 — Izmjerene tocke (p, 1/V,) za metan? pri 300 K i pravac
pretkazan idealnom jednadzbom stanja?

Fig. 2 - Comparison of experimental (p, 1/V,,) points (circles)
for methane? at 300 K to the values calculated by ideal-gas equa-
tion (solid line)3

gdje H oznacuje Hamiltonovu funkciju (tzv. klasi¢ni hamil-
tonian), tj. zbroj kineticke i potencijalne energije, a vektor-
ske oznake r; i p; oznacuju koordinate, doti¢no kolicine gi-
banja (impulse) i-te molekule. Fazni integral (3) uskladen je
sa zakonima kvantne fizike samo u toliko $to su u nj uvedeni
djelitelji N! (jer se permutacije istovrsnih molekula nikako
ne mogu razlikovati jedna od druge) i h*N (zbog Heisenber-
gova nacela neodredenosti). Termodinamicki potencijal (u
kanonskim uvjetima, tj. pri N, V, T const., to je Helmholtzo-
va energija) razmjeran je logaritmu kanonske particijske
funkcije:

A=—k,TInZ. (4)

Kada je potencijalna energija funkcija samo prostornog
polozaja molekuld, a ne i vremena, klasi¢ni hamiltonian, tj.

N
H=E +W = Z%(pf’ +p, +p)+WIr,...n)  (5)

i=1

moze se prikazati kao umnozak dvaju integrala, impulsnoga
i konfiguracijskog:

7=77 (6)

p=r/

od kojih je prvi tabli¢ni integral cijim se uvrStavanjem u
jedn. (6) dobiva:

1 W Z 1
2= e mk, Y [ fe T d iy - 0
pri cemu je

A= @)

(2n mk,)”?

termalna de Broglieova valna duljina.

Za idealan plin, u kojemu su interakcije medu cesticama
zanemarive, ukupna je potencijalna energija medudjelo-
vanja jednaka nuli te se primjenom formula:

p=—(%) :kBT(aan) 9)
oV )nr AN

dolazi do jedn. (1), tj. do jednadzbe stanja idealnog plina.

Funkcija Z,, koju su uveli supruznici Joseph E. Mayer i Maria
Goeppert Mayer,* pokazala se vrlo korisnom pri statisti¢ko-
termodinamic¢kom opisu sustava u kojima su Cestice medu-
ovisne, ali je domet sila medu njima kratak. U tom slucaju,
naime, konfiguracijski integral odreduje sva odstupanja od
‘idealnosti’, tj. od uzajamne neovisnosti molekul. Stoga se
konfiguracijski integral mnogo rabi u teoriji realnih plinova i
tekucind.” Ako se ta funkcija moze pronadi, sva termodina-
micka svojstva plina slijede iz Z u jedn (7). Nazalost, jedn.
(7) ukljucuje vrlo komplicirane 3N-struke integracije koje se
opcenito ne mogu izvesti.

Kriticna tocka i usporediva (korespondentna) stanja

S pomocu tri kriticna svojstva, (T, p., Vo), odredeno je je-
dinstveno stanje tvari, koje se naziva kriti¢cnim stanjem. Po-
javu kriti¢nog stanja prvi je primijetio Ch. Cagniard de la
Tour (1822.).5 Kriticne konstante za niz tvari navedene su u
tablici.

Uocivsi jedinstvenost kriticnog stanja, J. D. van der Waals
(1881.) predlozio je da se stanje realnog plina — umjesto tla-
kom, volumenom i temperaturom — opise tzv. reduciranim
velicinama, dobivenima dijeljenjem odgovarajuc¢im kritic-
nim veli¢inama. To znaci da bi stanja (kemijski) razlicitih
plinova s jednakim reduciranim svojstvima (p,, V,, T,) trebala
biti priblizno jednaka. Tada se kaze da se plinovi nalaze u
usporedivim (odgovaraju¢im, korespondentnim) stanjima.
Prema tomu, implicitna jednadzba stanja

Fp,, V., T.)=0 (10)

r’’r

U hrvatskomu narodnom i knjizevnom jeziku rijec tekuéina znaci “tijelo
zitko, tekuce” [Rjecnik HAZU, sv. XVIII], dakle isto Sto i engleska rijec “li-
quid”. Jo$ od B. Suleka (1860, 1874) pa sve do danas, hrvatski kemicari i
fizicari rabe rije¢ “tekucina” kao stru¢ni naziv [v. npr. udzbenike Osnove
fizikalne kemije R. Brdicka (1969.) te Opca i anorganska kemija |. Filipo-
vicaiS. Lipanovica (1973., ...)]. Kasnije su neki tehnicki termidinamicari
poceli rabiti naziv “tekudina”u znacenju “fluid”, tj. kao rodni pojam za
tekucinu i plin, a umjesto rijeci tekucina predlazu (znacenjski ne ba3
prikladan) naziv “kapljevina”[Rjecnik HAZU, sv. IV].
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Tablica - Kriticne konstante i kompresijski faktori odabra-
nih plinova®
Table — Ciritical constants and compression factors of so-
me gases and liquids®
Plin T./ K p./ bar | V./ dm? mol- Z.
He 5,19 2,27 0,057 0,302
Ne 44,4 27,6 0,042 0,311
Ar 150,87 48,98 0,075 0,291
Kr 209,41 55,0 0,091 0,288
Xe 289,77 58,41 0,118 0,287
N, 126,21 33,9 0,090 0,290
O, 154,59 50,43 0,073 0,288
Cl, 416,9 79,91 0,123 0,285
NH, 405,5 113,5 0,072 0,244
H,O 647,14 220,06 0,056 0,244
CH, 190,56 45,99 0,0986 0,288
C,H, 305,32 48,72 0,1455 0,285
C,H, 369,83 42,48 0,200 0,281
C,Hy, 407,8 36,40 0,259 0,274
ccl, 556,6 45,16 0,276 0,272
co 132,91 34,99 0,093 0,295
Co, 304,13 73,75 0,094 0,274

trebala bi biti jedinstvena, tj. vrijediti (barem priblizno) za
svaki realni plin (dapace za svaki fluid). Prethodnim stav-
kom i jednadzbom (10) iskazano je van der Waalsovo nace-
lo usporedivih stanja.

Pregledom posljednjeg stupca tablice uocava se da su vri-
jednosti kriticnoga kompresijskog faktora za 17 razlicitih
plinova vrlo bliske: prosjec¢na im vrijednost iznosi 0,282, s
polurasponom od +0,034 (& +12 %). Izuzmu li se iz racuna
podatci za He, Ne, H,O i NH;, prosjecna se vrijednost tek
neznatno mijenja: (z,) = 0,284, ali se poluraspon znatno
smanjuje na =0,012 (£ +£4 %). Podatke za He i Ne oprav-
dano je izuzeti iz racuna, jer njihove molekule nisu klasic-
ne, pa do izrazaja dolaze kvantni ucinci koji su znatni za
vrlo lagane atome He (A, = 4,00), ali su primjetljivi i za se-
dam puta teze atome Ne (A, = 28,18). Vodu i amonijak ra-
zumno je izuzeti, jer u subkriti¢chom podrucju (upravo: u
tekuéem stanju) njihove molekule tvore vodikove veze,
stvarajuci supramolekulske asocijate (klustere) razlicitih ve-
li¢ina. U takvim slu¢ajevima, dakle, molekule nisu raspo-
znatljive jedinke, a ne moze se ocekivati ni da bi za nastale
raznobrojne klustere vrijedio sferno simetrican klasi¢ni mo-
del. Za preostalih 13 plinova kriti¢ni kompresijski faktor u
vrlo dobrom je priblizenju stalan.

Molekulska medudjelovanja

Vec i samo postojanje kondenziranih faza (tekucing, kru-
tind) navodi na zakljucak da molekule (ako nisu jako udalje-
ne) jedna na drugu djeluju nekim silama, i to dvojakima:
jedne su privlacne: one su uzrok koheziji tekucina i kruting;
druge su pak odbojne — njihova je posljedica nepronic¢nost
tijela. Logicno je oCekivati da su i odstupanja svojstava real-
nih plinova od idealnosti, kao i pojava kondenzacije plina u
tekucinu, posljedice djelovanja tih sila. Buduci da je J. D.
van der Waals (1873.) u svojoj poznatoj jednadzbi stanja

medu prvima pokusao matematicki opisati ucinke medu-
molekulskih sila, one se ¢esto nazivaju van der Waalsovim
silama.

Prema tomu, u fizikalni opis plina i(li) tekucine, valja uklju-
Citi potencijalnu energiju neveznih (engl. non-bonding) in-
terakcija molekula (atoma, iong, ...), pri kojima molekule
(atomi, ioni, ...) zadrzavaju svoju raspoznatljivost. Gradient
interakcijske potencijalne energije (s obzirom na medumo-
lekulsku udaljenost) naziva se interakcijskom silom. Mo-
lekulska medudjelovanja mogu se podijeliti u tri skupine:

(@) Indukcijska medudjelovanja. Dobro je poznato da ioni
i molekule sa stalnim dipolima induciraju razdvajanje nabo-
ja, tj. stvaranje dipola u susjednim molekulama. Za razliku
od elektrickog monopola, cije elektricko polje slabi s kva-
dratom udaljenosti, polje elektrickoga dipola razmjerno je
reciprocnom kubu udaljenosti. Nalazi li se ion I (s nabojem
7, - e) na udaljenosti r od neutralne molekule B (s polariza-
bilnos¢u ag), on ¢e u njoj inducirati dipolni moment raz-
mjeran z, - e,v2, a potencijalna energija njihova medudje-
lovanja bit ce:

zZ e, a
F,=—— 0% (1
ind (47T80)2r4

Molekula A sa stalnim dipolnim momentom , takoder ¢e
inducirati u molekuli B dipolni moment, ali ¢e potencijalna
energija medudjelovanja biti razmjerna recipro¢noj Sestoj
potenciji udaljenosti inducirajucega i induciranog dipola:

L _Maas (12)
ind (47_[ 80)2r6

Zbog indukcijskih medudjelovanja ioni (elektricki monopo-
li) kao i molekule s elektrickim dipolima (stalnim ili induci-
ranim) nastoje se poredati u pravilne rasporede, koliko im
to dopusta slucajno termalno gibanje, kako vlastito tako i
ono okolnih molekula. Orijentacijskim ucincima mnogo se
bavio W. H. Keesom (1912., 1921.), a P. Debye (1920.,
1921.) pomno je proucavao indukciju dipola.

(b) Privlacna kvantna medudjelovanja: disperzijska ener-
gija. | kada molekula nema permanentnoga elektrickog di-
pola (ili oligopola), pri neprestanima slucajnim gibanjima
njezinih elektrona srediste pozitivnih naboja jezgara nece
se u svakom trenutku podudarati sa sredistem negativnih
naboja elektrona, pa ¢e gustoca naboja kolebati. Tako na-
stali ‘oscilirajuci dipoli” induciraju dipole u susjednim mo-
lekulama, pri ¢emu su, naravno, ‘oscilacije” inducirajucih i
induciranih dipola uskladene u fazi. Zbog toga dolazi do
privlacenja molekula. F. London (1930.) prvi je dao kvant-
nomehanicki opis takvih interakcija i pokazao da je inter-
akcijska energija priblizno razmjerna r-¢, u skladu s klasic-
nom jedn. (12). Kako je privlacenje osciliraju¢ih dipola
uzrok tzv. disperziji elektromagnetskih valova (tj. promjeni
optickih svojstava tvari, npr. indeksa loma ili rotacije polari-
zacijske ravnine s valnom duljinom), F. London je odgova-
rajucu potencijalnu energiju nazvao disperzijskom energi-
jom. Cradienti disperzijske energije ¢esto se nazivaju Lon-
donovim silama.

(c) Odbojna kvantna medudjelovanja. Kada se dvije mo-
lekule nadu dostatno blizu jedna drugoj, kombinacijom
(‘preklapanjem’) njihovih elektronskih orbitala mogu na-
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stati dvije zajednicke molekulske orbitale, jedna s nizom
energijom od pocetne energije (vezno stanje), a druga s
viSom energijom (protuvezno stanje). Prema tomu, prekla-
panje orbitala dovodi ili do vrlo jakog privlacenja dviju mo-
lekula i nastanka kemijske veze ili pak do jakoga uzajam-
nog odbijanja, tako da se medumolekulska udaljenost po-
veca. Za fizikalni opis neveznih medudjelovanja vazan je,
naravno, samo protuvezni, odbojni doprinos interakcij-
skoj potencijalnoj energiji. Kada medumolekulske uda-
ljenosti nisu premalene, energija protuveznog stanja moze
se procijeniti metodama kvantne mehanike, pa je tako za
sustav dviju molekula nadeno da se ovisnost energije protu-
veznog stanja o udaljenosti, r, moze to¢no opisati izrazom:
R(r) - exp(=r/ry), gdje je R(r) polinom koji sadrzava pozitivne
i negativne potencije r, a r, je empirijski ugodiv parametar.
Vrlo Cesto radijalna se ovisnost odbojne potencijalne ener-
gije jednostavnije (ali grublje) aproksimira izrazom ar, u
kojemu su koeficient a i eksponent n takoder empirijski
ugodive konstante (9 < n < 14).

Za prikaz realnih plinova ovdje ¢e se primijeniti jednosta-
van model koji éemo nazvati tradicijskim (neki ga zovu i ‘pri-
mitivnim’). Taj se model zasniva na ovim pretpostavkama:

— molekule su klasicne cestice priblizno kuglasta oblika;
— zanemaruju se indukcijska medudjelovanja tipa (a);
— na udaljenostima ve¢ima od zbroja molekulskih polu-
mijera djeluje privlacna disperzijska sila tipa (b), s dometom
koji nije veci od nekoliko molekulskih promjera;
— na udaljenostima kra¢ima od zbroja molekulskih po-
lumjera javlja se vrlo jaka odbojna sila tipa (c);
— polja medumolekulskih sila imaju (barem priblizno) sfer-
nu simetriju;
- polja medumolekulskih sila aproksimiraju se zbrojem do-
prinosa binarnih (dvomolekulskih) medudjelovanja, npr. za
‘bliski susret’ triju molekula, &, B i vy, interakcijska poten-
cijalna energija bila bi dana izrazom:

W,

oy 2 W) W) + Wi ). (13)
Moze se ocekivati da ce tradicijski model biti prikladan za
jednoatomne (npr. plemenite) plinove, izuzevsi najlakse
(npr. helij, pa i neon), ¢ije molekule nisu klasicne cestice.
Takoder, model ne ¢e biti primjenjiv na izrazito polarne i/ili
izduljene molekule (npr. molekule n-alkana ili alkend).

Jedn. (13) —tj. pretpostavka o aditivnosti interakcija parova
molekula (engl. naziv: pairwise additivity) — vrijedi u do-
brom priblizenju za uzajamna djelovanja elektrickih mono-
pola kao i za disperzijska medudjelovanja. Nasuprot tomu,
ona ne vrijedi za indukcijska medudjelovanja.” Primjerice,
ako se u blizini nepolarne molekule B nalaze ioni I i J, pod
utjecajem elektrickih polja iona doci ¢e do preraspodjele
elektronske gustoce, a potencijalna energija toga troce-
sticnog sustava nece biti ni priblizno jednaka zbroju W(rg,)
+ Wlrg), nego Ce ovisiti i o kutu IBJ.

Prema tomu, tradicijski model ne mora vrijediti za plin po-
larnih molekula.

J. E. Lennard-Jones (1924.) uocio je da se ovisnost poten-
cijalne energije medudjelovanja dviju molekula o njihovoj
udaljenosti, r, moze priblizno prikazati iskustvenom formu-
lom opceg oblika:

4
W, (r) = —rﬁ

T o (14)
koja sadrzava Cetiri parametra: ¢, v, m i n. Imajuéi na umu
rezultate P. Debyea i F. Londona sazete u toc. (a) i (b), ra-
zumno je odabrati vrijednost m = 6. U skladu s toc. (c), za
eksponent u odbojnom ¢lanu najcesée se uzima n = 12.
(stoga je Lennard-Jonesova funkcija (14) poznata i kao ‘for-
mula 6-12'). Pokazalo se zgodnim izvornu jedn. (14) pre-
urediti u oblik:8

Wy (0) = e, - [ (290 = (/)0 ], (15)

gdje su interakcijska energija, €,,,, i ravnotezna udaljenost
dviju molekula, rea, iskustveni ugodivi parametri. Funkcija
W_(r) ima minimum u tocki (rev, €,,,,). Graf Lennard-Jones-
ove funkcije za CH,(g) prikazan je krivuljom (a) na sl. 3 (zor-
nosti radi, na slici je prikazana molarna interakcijska energi-
ja, LW,_)).
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Slika 3 — Potencijalna energija medudjelovanja dviju molekula
metana, €: (a) Lennard-Jonesova jednadzba (15), (b) Buckinghamo-
va jednadzba (16); parametri su preuzeti od Waldrama®

Fig. 3 - Interaction potential energy of two methane molecu-
les, €: (a) Lennard-Jones equation (15), (b) Buckingham potential
(16); parameters taken from Waldram®

R. A. Buckingham (1938.) predlozio je alternativnu formulu
(poznatu pod kraticom ‘exp-6') koja ima stanovito uporiste
u kvantnoj mehanici, pa joj mnogi daju prednost pred Len-
nard-Jonesovom jedn. (15). U formulaciji W. Banda, ' Buc-
kinghamova jednadzba glasi:

8min

W.(r) = —=min__
(1) 1-6/a

6 _ e _(pE 6
-{E~exp[a(1 r/rq)] (rq/r)} (16)

[ tu su interakcijska energija, €,,,, i ravnotezna udaljenost,
red, kao i parametar ‘strmine’, «, iskustveno ugodivi para-
metri. Graf Buckinghamove funkcije L - W, prikazan je kri-
vuljom (b) nasl. 3. (Parametar strmine, &z, moze se odabrati
i tako da se obje krivulje podudare.)

Za razliku od ‘tvrdih” modela u kojima je veli¢ina molekule
nepromjenjiva Sto znaci da za r = r, + ry funkcija W(r,g)
ima diskontinuitet jedn. (15) i (16) analiticke su funkcije,
$to olakSava njihovu uporabu u proracunima.
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Virijalni razvoj

Virijalni poucak

Jednadzba stanja klasi¢noga realnog plina moze se, u nace-
lu, izvesti primjenom virijalnog poucka R. Clausiusa (1870.).
Na taj se nacin razmjerno lako dolazi ne samo do jed-
nadzbe stanja idealnog plina, z = 1 ve¢ i do dvoclane ‘“viri-

jalne’ jednadzbe stanja, z = 1 + B/V,,, koja vrijedi u znatno
Sirem rasponu tlakova.

Za plin istovrsnih molekula veli¢ina zvana virijal” definira se
izrazom:

1
E=—=>f-r; (17)
DEF. 2

polozaj i-te molekule dan je vektorom r; = (r,, r,, r,), a sa f;
je oznacena sila koja djeluje na i-tu molekulu. Primijeni li se
II. Newtonov zakon, dobiva se:

1 dv,
- __ . _:__E E (1
C 2Eim at + v,, 8)

(m oznacuje molekulsku masu, a i je brojilo molekula: i =
1,2, ..., N). Zbog sudara molekula (Sto medusobnih sto sa
stijenkama spremnika) virial ¢e biti podlozan nepredvidi-
vim trenutnim fluktuacijama. No molekule plina mogu se u
spremniku stalna volumena, V, gibati amo-tamo, ali samo
unutar konacnih granica, pa niti |r| niti |v| ne mogu
bezgranicno rasti. Stoga vremenski prosjek virijala mora biti
konacan. Bude li vrijeme uprosjecivanja, 7, dostatno dugo,
prosjek ¢e se nuzno ustaliti. Time je dokazan op¢i oblik
Clausiusova virijalnog poucka koji, izrecen rijecima, glasi:
Prosjecni virijal jednak je prosjecnoj kinetickoj energiji.

5=—m<v> (19)

Na molekule plina djeluje vanjska sila, kojom se stijenke
spremnika suprotstavljaju tlaku plina, a pored nje javljaju se
i medumolekulske sile. Stoga se virijal moze podijeliti u dva
pribrojnika, vanjski (eksterni) i unutarnji (interakcijski):

g = Cex[ +Cim = __zfe)d : Zflnt - r (20)

Doprinos vanjske sile moze se lako izracunati ako spremnik
ima jednostavan oblik. Primjerice, ako se plin nalazi u kocki
s bridom a, pod tlakom p, svaka od Sest stijenki tlaci plin si-
lom iznosa p a2. Prema tomu, svaki od tri para nasuprotnih
stijenki pridonosit ¢e eksternom virijalu p - a2 - a/2 = pV/2,
pa se moZe napisati:

(21)

— 3 —
g = E V + Cint
Poznato je iz nacela ekviparticije® da za translacijsku kine-
ticku energiju vrijedi:

1

Em(f>:%N@T, (22)

* Izvedenica od lat. vis = sila.

paseiz (19), (21)i(22) i dobiva izraz:

ipv_-NkT 3 (23)

Za posebni slucaj ({;,) = 0, iz jedn. (23) izravno slijedi
jednadzba stanja idealnog plina. Da bi se doslo do jed-
nadzbe stanja za neidealan plin, treba podrobnije razmo-
triti unutarnji doprinos ukupnom virijalu.

U idealnom plinu molekule su uzajamno neovisne, pa je
gustoca vjerojatnosti da se bilo koja molekula nade na
udaljenosti r od neke druge molekule stalna i neovisna o r.
Kada pak medumolekulske sile postoje, gibanja molekula
postaju meduovisna, korelirana. U opéem slucaju, korelaci-
je (suodnosi) gibanja meduovisnih molekula silno su za-
mrsene pa ih je vrlo tesSko matematicki opisati.

Radijalna raspodjelna funkcija

Gustoca vjerojatnosti nalazenja neke molekule na uda-
lienosti r od neke druge molekule dana je funkcijom gir),
koja se naziva radijalnom raspodjelnom funkcijom. Vo-
lumno normirana gustoca vjerojatnosti dana je umnoskom
C - g(r), gdje je C brojnosna koncentracija molekula: C =
N/V. Pri malenima medumolekulskim udaljenostima radi-
jalna raspodjelna funkcija tezi nuli, zbog jake odbojne sile
tipa (b). Pri velikim pak udaljenostima g(r) tezi jedinici, a u
intervalu izmedu tih dviju granica g(r) ima barem jedan
maksimum koji odgovara nekoj znatnijoj interakciji dviju
molekula. Valja istaknuti da je g(r) mjerljiva velicina: ona se
moze odrediti difraktometrijski, tj. metodama zasnovanima
na ogibu Rontgenovih zraka ili neutrona.

Interakcijski virijal &;, sadrzava doprinose parova molekula
na udaljenosti r. Ako je privlacna sila f(r), odgovarajuci do-

prinos &, je f(r) - r/2. Usrednjavajuci &, preko polozaja svih
molekula za prosjecnu vrijednost dobiva se
AN 4 d (24)
Cine —4—\/‘[ (r)-r-g(r)-4n r* dr,

0

gdje je dodatni faktor '/, ukljucen da bi se izbjeglo brojanje
svakog doprinosa dva puta. Uvrstavajuci (24) u (25) dobiva se®

2
pV = NK,T — g’—v [4m () g(o) . (25)
0

To je virijalna jednadzba stanja kojom se tlak izrazava s po-
mocu radijalne funkcije raspodijele g(r) i medumolekulske
privlacne sile f(r). Ako nema medumolekulskih sila, iz nje
izravno slijedi jednadzba stanja za idealni plin. Poznaje li se
g(r) kao funkcija C i T, iz jedn. (25) moze se izvesti jed-
nadzba stanja.

Iskustvene jednadzbe stanja'

Iskustveni virijalni razvoj

H. Kamerlingh-Onnes (1901.) predlozio je da se izmjerene
vrijednosti kompresijskog faktora prikazuju virijalnim re-
dom, tj. prosirenom izotermnom jednakos¢u:
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z:1+w+C(T)+D(T)+
% (% A

m

(26)

s time da virijalni koeficienti B(T), C(T), ... budu optimalno
prilagodeni iskustvenim podatcima (p, V,,, T). Obicno se vi-
rijalni koeficijenti odreduju metodom najmanjih kvadrata, i
to tako da se potrazi polinom najnizega stupnja koji aprok-
simira funkciju z(V,,|T) u granicama eksperimentalne po-
greske. Valja istaknuti da virijalna jednadzba stanja nije
samo korisna iskustvena formula kojom se mogu sazeti glo-
mazne tablice podataka. Naime, metodama statisticke ter-
modinamike nizi se virijalni koeficijenti mogu i teorijski
proracunati.

Temperaturne ovisnosti drugoga i treceg virijalnog koefici-
jenta za CH,(g) prikazane su redom nasl. 4 i 5.

P /'/*
0
P \
é 20 - - -
o )%
Q
-40 /
/'
300 400 500 600

T/K

Slika 4 — Temperaturna ovisnost drugoga virijalnog koeficijen-
ta, B, za CH,(g); krivulja: virijalna funkcija,® tocke: mjerni podatci;?
Ty Boyleova temperatura

Fig. 4 - Temperature dependence of the second virial coeffi-
cient, B, for CH,(g); curve: virial function,? circles: experimental
points;2 Tg: Boyle temperature
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Slika 5 — Temperaturna ovisnost trecega virijalnog koeficijenta,
C, za CH,(g); krivulja: virijalna funkcija,® tocke: mjerni podatci?
Fig. 5 — Temperature dependence of the third virial coeffi-
cient, C, for CH,(g); curve: virial function, circles: experimental va-
lues?

Na sl. 4 moze se uociti da je B(T) monotono uzlazna funkci-
ja te da je pri nizim temperaturama koeficient B(T) negati-
van i veceg iznosa, a pri visima poprima manje, pozitivne
vrijednosti. To znaci da pri nizim temperaturama prevlada-

vaju privlacne (van der Waalsove) sile, pa je plin lakse
stlaiv. Pri vis$im pak temperaturama, kada se molekule brze
gibaju, njihovi su ‘bliski susreti’ ¢es¢i, pa odbojne sile dola-
ze do izrazaja. Pri temperaturi T, funkcija B(T) mijenja svoj
predznak, tako da je B(Tz) = 0. Buduci da je pri toj tempe-
raturi ponasanje plina najblize idealnomu, ona se naziva
Boyleovom temperaturom.

Na sl. 6 prikazane su vrijednosti kompresijskog faktora me-
tana, izmjerene pri temperaturi od 300 K, u ovisnosti o reci-
pro¢noj vrijednosti molarnog volumena. Usporedbe radi,
ucrtani su i grafovi dvo- i troclanih virijalnih funkcija z(V,, ")
za istu temperaturu.

0.9
z
(b)
-
0.8 (a)
2 4 6 8 10 12
Ve / dm® mol™!

Slika 6 — Ovisnost kompresijskog faktora CH ,(g) o recipro¢no-
mu molarnom volumenu za metan pri 300 K: tocke: mjerni podat-
ci,? krivulje izracunane s drugim (a) te s drugim i trecim virijalnim
koeficientom (b)3

Fig. 6 — The compression factor of methane versus reciprocal
molar volume at 300 K; circles: experimental points;? (a) curves
calculated with the second virial coefficient only and (b) with both
the second and the third virial coefficients?

Van der Waalsova jednadzba stanja

Najpoznatija iskustvena jednadzba stanja realnog plina ne-
dvojbeno je van der Waalsova (1873.)," koja napisana s po-
mocu kanonske particijske funkcije glasi:

VL-NbY aN’
Z:( 3N) .exp 3 A (27)
NIA VP k, T

Sluzedi se poznatom relacijom (9), dobiva se eksplicitni iz-
raz za tlak
cRT

p:1—bc7acz’ (28)

gdje ¢ = n/V = N/(VL) oznacuje mnozinsku koncentraciju.
Nije tesko razabrati da je (28) kubna jednadzba s obzirom
naV.

Drugim ¢lanom u jednakosti (28), a c2, van der Waals je
izrijekom postulirao postojanje priviacnih medumolekul-

* Zatu jednadzbu stanja van der Waalsu je kasnije bila dodijeljena i Nobe-
lova nagrada (1913.).
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skih sila o kojima se u ono vrijeme jos gotovo nista nije zna-
lo. No iz same pretpostavke o njihovu postojanju slijedi za-
kljuc¢ak da se privlacne sile medu molekulama u unutras-
njosti spremnika uzajamno ponistavaju. Nasuprot tomu,
molekule blizu stijenke bivaju privu¢ene prema unutrasnjo-
sti, ¢ime se smanjuje tlak na stijenke spremnika. Taj se uci-
nak moze opisati ekvivalentnom silom koja e biti razmjer-
na brojnosnoj koncentraciji (N/V) privucenih molekula kao i
brojnosnoj koncentraciji molekula koje ih priviace. Prema
tomu, ocekuje se da ¢e ekvivalentna sila biti razmjerna kva-
dratu recipro¢nog volumena. Budu¢i da medumolekulsko
privlacenje smanjuje tlak plina na stijenke, izmjereni tlak
treba uvecati pribrajanjem clana a/V?2, razmjernoga kvadra-
tu recipro¢nog volumena.

Uvazivsi da su molekule neproni¢ne Cestice konac¢na volu-
mena, van der Waals je ukupni volumen umanjio za tzv.
‘iskljuceni volumen’, b, i tako implicite uveo odbojne sile u
svoju formulu. Buduci da molekulama stoji na raspolaganju
manji volumen od ukupnoga, one se ¢es¢e sudaraju sa sti-
jenkama spremnika, dakle postojanje isklju¢enog volume-
na pridonosi povecanju tlaka.

Vrijednosti parametara a i b mogu se izvesti iz jedn. (28), s
pomocu kriticnih podataka. Kako kriti¢na izoterma ima in-
fleksiju u kriticnoj tocki, (p., V,, T.), sva se tri rjeSenja podu-
daraju, a prva i druga parcijalna derivacija po V is¢ezavaju:

2 2
[G_F)j _ Nk, T 2+2ac —0, (29)
V) (VL=NDb) %
2 3 2
(afz)] _ 2NLkBT3_6a2c o (30)
o), (VL-Nb) V
Te se dvije jednadzbe mogu rijesiti po a i b:
2
a:—gL ks 1. Ve b=LVC. (31
8N 3N

S pomocu van der Waalsove jedn. (28) te se formule zaa i b
mogu preinaciti tako da umjesto V. sadrzavaju p, (koji se da
tocnije izmjeriti):

_MkI), LkT (32)
64p, 8p.

Prema tomu, van der Waalsovi su parametri konstante ka-
rakteristi¢ne za svaki plin, odredene dvjema od njegovih tri-
ju kriticnih konstanti, Sto znaci da a i b ne bi trebale ovisiti o
temperaturi. U tomu se van der Waalsova jednadzba ne
slaze s iskustvenim nalazima prikazanima usl. 4 i 5.

Za vise tlakove, gdje se ‘iskljuceni volumen’, b, zbog od-
bojnih sila medu molekulama ne moze zanemariti, razlika
1/c — b ima jasan fizikalni smisao, pa se uvodenjem b jed-
nadzba poboljsava. Ipak, taj dodatni parametar nije dosta-
tan da bi se van der Waalsovom jednadzbom mogli tocno
pretkazati podatci (p, V, T) pri visim tlakovima, a pogotovo u
blizini kriticne tocke. lako je van der Waalsova relacija
pouzdan prediktor tek u ogranicenom podrucju (nizih) tla-
kova, ona se pokazala vrlo korisnom u proucavanju ravno-
teza plinske i tekuce faze.

Redlich-Kwongova i Peng-Robinsonova
jednadzba stanja

U tehnickoj se termodinamici danas rabi vise iskustvenih
jednadzbi stanja koje se oslanjaju na van der Waalsovu re-
laciju i nacelo korespondencije. Vrlo se Cesto rabi kubna
formula O. Redlicha i J. N. S. Kwonga'” (1949.):

RT a

= - 33
Vi, =b V(v +bNT’ Y

p

a takoder i znatno zamrsenija jednadzba stanja D. Y. Penga i
D. B. Robinsona (1976.):
RT a-o(o)

= - 34)
V.-b V.V, +b)+b(V, —b)

P

Parametria i b ujedn. (33) i jedn. (34) mogu se dobiti ili pri-
lagodbom tih formula mjernim podatcima (p, V, 7 ili se pak
mogu izracunati iz kriti¢nih podataka T, i p.. Funkcija a(w) u
formuli (34) definirana je izrazom:

2

o =[1+(a’+b’w+c'm2)(1—\/f)J (35)

njezini se parametria’, b"i ¢’ u jedn. (35) takoder odreduju
prilagodbom jedn. (34) iskustvenim podatcima (p, V, T). Pa-
rametar w oznacuje Pitzerov acentricki faktor:

®:_|g{&J_1 (36)

C

ps je tu tlak zasi¢ene pare pri reduciranoj temperaturi T, =
0,7.K.S. Pitzer (1958.) uveo je acentricki faktor da bi izbje-
gao ogranicenje “primitivnog modela” o sfernom obliku
molekula plina. Definicijska jedn. (36) izgradena je tako da
za (sferne) molekule plemenitih plinova vrijedi @ = 0.

Neke od iskustvenih jednadzbi razvijene su samo za odre-
denu klasu sustava. Primjerice Benedict-Webb-Rubinova
jednadzba (BWR) primjenjiva je poglavito za ugljikovodike,
asadrzava osam parametara koji su konstante za dani plin:
— —_— 2 —_
g . BRT /\\/02 G,/T . bR\; a .
m m m (37)

aa C v b4
+ V_rf] + W(1 + V—ijexp(—v—;}]

Ti se parametri odreduju prilagodbom jedn. (37) iskustve-
nim podatcima (p, V, T). R. T. Jacobsen i R. B. Stewart
(1973) preinacili su BWR jednadzbu u sljedec¢i oblik:

2
o a % Looa
= n 4 exp| ——< n_ (38)
p nz:;vn p( V J ZVWZ]H—'W

m m n=10

p:

gdje se broj ugodivih parametara povecava na 32. Neke od
tih jednadzbi (posebice one koje sadrzavaju vise ugodivih
parametara) sasvim dostatno opisuju eksperimentalne po-
datke u Sirokom podrucju temperatura i tlakova, ali je fizi-
kalno znacenje ugodivih parametara vrlo tesko interpre-
tirati.
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ROjni model 441415,16

Konfiguracijski integral

Buduci da su molekule realnih plinova meduovisne, u jedn.
(1) valja uzeti u obzir i ukupnu potencijalnu energiju me-
dudjelovanja svih molekula u plinu. Brojnosna koncentraci-
ja molekula plina, C = N/V, nuzno raste s povecanjem tla-
ka, pa valja oCekivati da ce i ucestalost ‘bliskih susreta’
molekuld — tzv. ‘rojeva’ ili klustera — biti u upravnoj relaciji s
tlakom. Formalno, roj se moze definirati kao skup molekula
od kojih se svaka nalazi u polju sile barem jedne od ostalih
molekula u roju. Prema toj definiciji interakcije medu roje-
vima nisu predvidene. Rojni model realnog plina uveo je
americki fizikokemicar J. E. Mayer te je na osnovi njega raz-
vio opcenit postupak kojim se mogu proracunati virijalni
koeficijenti.

Prema tradicijskom modelu (odl. 2.), potencijalna se ener-
gija aproksimira zbrojem potencijalnih energija interakcija

svih mogucih parova molekula, w; = w(r;):
Wir,...n) = Y, wir), (39)
I<i<j<N

gdje je w(r;) potencijalna energija medudjelovanja mo-
lekulaiij kao funkcija udaljenosti r; izmedu tih molekula.

J. E. Mayer (1940.) uveo je korisnu funkciju:
fo=e /N _q (40)

ij /

koja najcesc¢e ima oblik prikazan na sl. 7. S pomocu te
funkcije integrand u jedn. (7) moze se prikazati kao um-
nozak po svim parovima za koje je f; > 0:

e—W/kBT = exp[_ Z W(rlj)/kBTJ =
1<i<j<N 41)
=[] exptwir)/k )= ] (1+£)).
1<i<j<N 1<i<js<N

Ako se taj produkt izmnozi, dobiva se:

TS NS A (42)

u kojemu drugi ¢lan sadrzava doprinose dvoclanih rojeva,
treci ¢lan doprinose troclanih rojeva, itd.

Uvodeci funkcije f, ucinci medumolekulskih sila mogu se
preglednije prikazati. U nepostojanju medumolekulskih sila
(idealni plin) svi f iS¢ezavaju, pa preostaje samo vodedi ¢lan
na desnoj strani jedn. (42). U tom je slucaju Z = V. U sva-
koj konfiguraciji N molekula, ry,..., ry, faktori f u jedn. (42)
doprinos su medumolekulskih sila izrazu e-W/kbT.

U jedn. (42) postoji po jedan ¢lan koji odgovara svakoj mo-
gucoj kombinaciji od nula do svih N(N — 1)/2 funkcija f. Sva-
ki od ¢lanova moze se predociti dijagramom, tzv. grafom, u
kojemu su molekule oznacene krugovima, a svaka funkci-
jaf; > 0 (tj. interakcija i-te i j-te molekule) linijom, npr. za
N =3l 8).

Grafovi u sl. 8 mogu se prikazati analitickim izrazom:

3
H(1+fi/):1+f1,2+f1,3+f2,3+

i<j=2 (43)
+ f1,2f1,3 + f1,2f2,3 + f1,3f2,3 + f1,2f1,3f2,3

Za svaki od clanova u jedn. (42) postoji jedan takav dija-
gram, a i za svaki dijagram postoji jedan ¢lan. U svakom di-
jagramu molekule koje su izravno ili posredno, povezane
linijama tvore roj ili kluster.

JS@)

2 3 4 5 6 7 8 9 10

Slika 7 — Mayerova funkcija f(r) (jedn. 40); kao potencijalna
energija medudjelovanja dviju molekula primjenjuje se Lennard-Jo-
nesova funkcija (jedn. 15) s parametrima ¢,,,,, = 1,231 kJ mol-; rea
= 4,288 A

Fig. 7 — The Mayer function f(r) (eqn. 40); the potential energy
of interaction between two molecules is Lennard-Jones potential
(eqn. 15) by two parameters €,,,, = 1,231 k) mol-'; rea = 4,288 A
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Slika 8 — Dijagramisvih mogucih clanova u jedn. (42) za sustav
N = 3 prema Uhlenbecku™

Fig. 8 — Diagrams of all possible terms in equation (42)

for N = 3 according to Uhlenbeck'

Rojni i ireducibilni rojni integrali

Clanovi u jedn. (42), koji prikazuju razli¢ite rojeve istog sku-
pa molekula, samo su u malom djeli¢u konfiguracijskog
prostora razli¢iti od nule, jer su drugdje molekule roja od-
vise daleko jedna od druge da bi ‘osjecale’ jedna drugu.
Prema tomu, moze se ocekivati da pojedini rojevi nece biti
ovisni jedni o drugima. Stoga je korisno uvesti pomo¢nu va-
rijablu, tzv. rojni integral, opcenito definiranu izrazom:

L .[Z I1 fidr---dr, (44)

DEF I<i<j<N
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u kojemu se zbrajaju svi umnosci funkcija f za svaki pojedini
roj. Uvodenje rojnih integrala samo je matematicki medu-
korak u rjesavanju rojnog problema. Moze se pokazati da se
mnogi ¢lanovi u jedn. (7) u daljnjim racunima krate, tako da
preostaju samo doprinosi pojedinih rojeva koje zovemo ire-
ducibilnima. Ireducibilnim se naziva onaj roj koji se presije-
canjem jedne linije grafa ne moze podijeliti u dva manja
roja. Na sl. 9 dani su primjeri ireducibilnih rojeva za j = 2,

A

O—G

j=2 =3
Slika 9 - Dijagrami ireducibilnih rojeva za j = 2, 3 prema
Hillu's
Fig. 9 — Diagrams ofirreducible clusters for j = 2, 3 according
to Hill.1s

Sliéno rojnim integralima moguce je definirati ireducibilni
rojni integral B,:17

DEF. B =ﬁ£ )

[1 fidr..dr., @5

1<i<j<N+1

pri ¢emu je k red ireducibilnog roja. Vidi se da ireducibilni
roj reda k sadrzava k + 1 molekula. J. E. Mayer i S. F. Harri-
son (1938.)* su iz jedn. (45) izveli sljedecu jednadzbu:

J-1T (iR Y
b= [T 4o

’
] n n!

c¢ime su iskazali b; s pomocu By. Zbroj u jedn. (46) ide po
svim skupovima n uz uvjet

j-1
dkno=j-1.
k=1

Virijalni razvoj

Razvoj p/k,T u red potencija po brojnosnoj gustoci (N/V)
ukljucuje formalizam velekanonskog ansambla (T, V, u
const.) i primjenu slozene teorije kompleksne varijable.
Stoga Ce ovdje biti dan samo konacan izraz za virijalni

razvoj

2

pv :1+Bz(ﬁj+8{ﬁj +..., (47)
Nk, T % Vv

gdje su virijalni koeficijenti B, povezani s ireducibilnim
rojnim integralima iznenadujuce jednostavnom relacijom’s

Bn = _n__‘]Bn—'I (48)
n

Kritika rojnog modela

Na prvi se pogled cini da bi Mayerov virijalni razvoj mogao
biti potpuna teorija jednadzbe stanja, ali nije tako. Kako se
gustoca povecava, potrebni su virijalni ¢lanovi sve viseg
stupnja, a odgovarajuce koeficijente sve je teze izracunati.
Cini se da je nemoguce izracunati koeficijente iznad B,,

zbog toga Sto je tesko konstruirati sve grafove. Naime, za
sedam molekula postoji 21 par, a broj mogucih grafova do-
seze 221, dakle vise od dva milijuna (ipak, svi ti grafovi nisu
ireducibilni). Tako glomaznim racunom postize se relativna
toc¢nost od 1 % pri temperaturama znatno ispod kriticne, pri
kojoj su gustoce upola manje od gustoce kristala.?® Za vece
gustoce metoda postaje neuporabljiva: kako se V/N pri-
blizuje recipro¢nomu molekulskom volumenu, ¢lanovi u
virijalnom razvoju prestaju se smanjivati s n, pa red ne
moze konvergirati. Dakle, virijalni je razvoj metoda koja
pocinje s idealnim plinom i vrijedi za male rojeve, pa se ne
moze primijeniti za tekucine i krutine, gdje su sve molekule
zgusnute u jedan gigantski roj. Ipak, Mayerov rojni model
realnog plina moze se prosuditi korisnim, jer daje teorijsku
podlogu iskustvenim virijalnim jednadzbama stanja. Model
je, za razliku od iskustvenih virijalnih jednadzbi, primjenjiv
u Sirem podrucju gustoc¢a. Buduci da se Cetvrti i visi virijalni
koeficijenti ne mogu to¢no izmijeriti, s pomoc¢u Mayerova
rojnog modela moguce ih je teorijski izracunati.

Integralne jednadzbe’>®

U dosadasnjem razmatranju realnih plinova, valjanost jed-
nadzbi stanja, bile one iskustvene ili teorijski izvedene, pro-
sudivala se usporedbom izmjerenih i pretkazanih vrijedno-
sti triju makroskopskih (“volumetrijskih”) svojstava plina, tj.
p, V. i T. Ranije je spomenuto da se mjerenjem ogiba (di-
frakcije) Rontgenovih zraka ili neutrona moze doc¢i do po-
dataka o medumolekulskim udaljenostima, tj. izracunati ra-
dijalnu raspodjelnu funkciju. Alternativa Mayerovu pristu-
pu problemu jednadzbe stanja jest integralna jednadzba
koju je predlozio J. C. Kirkwood (1935.), uvodedi ‘hijerar-
hiju’ raspodjelnih funkcija za 2, 3, ..., n molekula, pri cemu
je n-ta raspodjelna funkcija razmjerna gustoci vjerojatnosti
nalazenja n molekula u konfiguraciji odredenoj skupom ko-
ordinata (ry, r, ..., r,). Raspodjelne se funkcije normiraju
tako da pri velikim medumolekulskim udaljenostima teze k
jedinici. Prednost je Kirkwoodova hierarhijskog pristupa u
tomu $to za odabranu (po volji veliku) gustocu plina vrijedi
cijeli skup raspodjelnih funkcija, za razliku od Mayerova
pristupa gdje se polazi od grani¢nog slucaja razrijedenog
plina pa se postupno dodaju izrazi za rojeves 2, 3, 4, ... ¢la-
nova. Na zalost, Kirkwoodove jednadzbe nije moguce ri-
jesiti analiticki, ve¢ se valja zadovoljiti pribliznim rjese-
njima.

Pored Kirkwoodove metode primjenjuje se srodna metoda
J. Yvona, M. Borna i H. S. Creena, a razvijeni su i bitno
razliciti pristupi (npr. metode J. K. Percusa i C. J. Yevicka te
Ornsteina i F. Zernikea te metoda ‘premrezenog lanca’
[engl. hypernetted chain]”9).

Numericke simulacije'

Bududi da je teorijski proracun makroskopskih svojstava su-
stava meduovisnih Cestica (tj. realnih plinova, tekucina ili
krutind) analiticki nerjesiva zadaca, treba se zadovoljiti pri-
bliznim rjesenjima. No vrlo se Cesto dogada da ni priblizan
teorijski model (osobito oni realisti¢niji koji su nuzno sloze-
niji) ne bude analiticki rjesiv, tj. da iz njega slijedi neka
jednadzba koja ili uopée nema analitickog rjesenja ili pak
rieSenja nisu, iz bilo kojeg razloga, prihvatljiva. Ipak, i u
takvim slucajevima cesto postoji izlaz, a to je primjena
racunskih, numerickih metoda, tzv. numericka simulacija. S
teorijskog stajalista, rezultati numerickih simulacija kud i
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kamo su skromniji: naime, iz njih se tesko moze zakljuciti
zadto se neka pojava zbiva ili zasto neka relacija vrijedi.
Unato¢ tomu, numericke simulacije imaju veliku heuri-
sticku vrijednost, jer se njihovom primjenom verificiraju
teorijski modeli, a moze se do¢i i do posve novih pristupa.
Uporaba simulacijskih metoda iziskuje opsezno numericko
racunanje, koje se katkad moze pokazati nesavladivom za-
prekom. Ipak, na danasnjem stupnju razvitka elektronickih
racunala mnoge su zadace postale rjesive.

Metode numericke simulacije mogu se razvrstati u dvije
glavne skupine:

— metode ‘Monte Carlo’,*
— molekulska dinamika.

Oba se pristupa zasnivaju na metodi ansamblg, s time da se
obic¢no, ali ne i nuzno, u metodi Monte Carlo rabi kanonski
(N, T, V const.), a u metodi molekulske dinamike mikroka-
nonski ansambl (N, U, V const.). Ansambl se sastoji od sta-
novitog broja ¢lanova, M, a svaki od njih sadrzava stanovit
broj, N, jedinki — molekula, iona ili sl. Izbor veli¢ine an-
sambla i njegovih podsustava (tj. brojnosti M i N) ogranicen
je velicinom memorije i brzinom racunala (za sada je,
najces¢e, N < 1000, M < 100).

Model koji se zeli rijesiti numerickom simulacijom treba biti
formuliran tako da se trazeno svojstvo moze izraCunati za
svaki prostorni razmjestaj jedinki (‘konfiguraciju’), tj. treba
poznavati ili pretpostaviti eksplicitnu ili rekursivnu relaciju
toga svojstva s raspolozivim ulaznim podatcima. Nadalje,
potrebno je poznavati ili pretpostaviti vjerojatnost svake
moguce konfiguracije. (U kemijskim primjenama ta je po-
najcesce dana klasicnhom Boltzmannovom funkcijom.)

Metoda Monte Carlo

Zornosti radi, osnovna nacela metode Monte Carlo bit ¢e
prikazana na jednostavnom primjeru:

U nekim teorijama realnih plinova pretpostavlja se da po-
tencijalna energija molekulskih medudjelovanja, W, ovisi
samo o razmjestaju (‘konfiguraciji’) molekuld, tj. o njihovim
koordinatama: W = W(r). Dakle, ne promatra se Citav fazni
prostor, ve¢ samo konfiguracijski potprostor.

Da bi se numerickom simulacijom mogao izracunati npr.
doprinos molekulskih medudjelovanja unutarnjoj energiji,
Ui, potrebno je, naravno, zadati relaciju Wi r, no za prikaz
logicke okosnice simulacije nije ju nuzno izrijekom navoditi
— pretpostavit ¢e se da je takva relacija zadana. Nadalje, za
racun je potrebno poznavati vjerojatnost svake konfiguraci-
je. Najcesce se vjerojatnost nalazenja tezista i-te molekule (i
=1, 2, ..., N) u tocki odredenoj koordinatama r; uzima
razmjernom Boltzmannovoj funkciji:

P oc exp(-W(r;)/k,T) (49)

Racun zapocinje tako da se proizvoljno zada pocetna konfi-
guracija (tj. skup koordinata, {r;}) i za nju se izracuna vrijed-
nost W. U sljedecem se koraku generatorom slucajnih
brojeva (normiranih u skladu s dimenzijama spremnika) za-

no se rabe inacice metode koju su predlozili N. Metropolis, A. W. Ro-
senbluth, M. N. Rosenbluth, A. H. Teller i E. Teller (1953).

daje pomak jedne od molekuld i racuna odgovarajuca
promjena potencijalne energije, AW. Ako je AW < 0, po-
mak se prihvaca, a u suprotnom slucaju odluka o prihvatu
donosi se na slucajan nacin, i to tako da vjerojatnost prihva-
ta bude u skladu s jedn. (49). U slucaju da pomak ne bude
prihvacen, zadaje se novi slucajni pomak i racun se po-
navlja. Sada nije tesko zakljuciti da ¢e se primjenom tog al-
goritma iz proizvoljne — dakle neravnotezne — pocetne
konfiguracije na kraju dobiti niz konfiguracija, cije Ce vjero-
jatnosti (ucestalosti) slijediti Boltzmannovu raspodjelu, dak-
le nastat ¢e ‘ansambl’ ravnoteznih konfiguracija. Trazeno
svojstvo (u ovdje razmatranom primjeru U,,) bit ¢e jedno-
stavno izracunati uprosjecivanjem po ansamblu:

]
U = (W) = -2 W, (50)

Molekulska dinamika

U metodi molekulske dinamike, koju su uveli B. J. Alder i T.
E. Wainwright (1957.) motri se promjena stanja izoliranoga
izohornog sustava N molekula. Stanje se predocuje skupom
toc¢aka u p-prostoru, tj. racunaju se fazne trajektorije (pu-
tanje) molekuld. Pretpostavlja se da molekule djeluju jedna
na drugu stanovitim silama koje ovise o konfiguracijskim
koordinatama molekuld. Relacija sila i koordinata, tzv. ‘za-
kon sile’,”" sastavni je dio teorijskog modela koji se zeli
provjeriti simulacijom. Moze se pokazati da se iz podataka
(p, r) mogu izraCunati razliCita fizikalna svojstva sustava,
kako ravnotezna tako i ona koja se mijenjaju tijekom vre-
mena.

Pocetna je konfiguracija N molekula proizvoljna, no naj-
cedce se odabire neki pravilan razmjestaj. Svakoj se mo-
lekuli tada pridruzi slucajni vektor koli¢ine gibanja (po-
Stujuci pritom uvjet da ukupna energija skupa N molekula
ostane stalna) te se, primjenom Newtonovih zakona giba-
nja, izracuna njezin polozaj i brzina nakon vrlo kratkoga
vremenskog intervala (nekoliko fs). U svakomu daljnjem ko-
raku racunaju se sile na molekulu u njezinu trenutacnom
polozaju, pa se iz njih i iz trenutacne brzine unaprijed pro-
racunaju polozaj i brzine nakon sljedec¢ega vremenskog in-
tervala. Nakon nekoliko tisuca takvih rac¢unskih ‘koraka’
pocetna se pravilnost konfiguracije gubi, pa se od tada
pocinju biljeziti polozaji molekuld i odgovarajuce koli¢ine
gibanja. Iz tih se podataka svojstva sustava racunaju upro-
sjeCivanjem po vremenu:

M
Fr=L P, (51)
M i=1
Metoda molekulske dinamike ima Sire podrucje primjenji-
vosti nego metoda Monte Carlo jer se njome mogu racunati
ne samo ravnotezna nego i vremenski ovisna svojstva susta-
va. U metodi molekulske dinamike uzastopne konfiguracije
sustava vremenski su povezane. To ne vrijedi za metodu
Monte Carlo, u kojoj svaka konfiguracija ovisi samo o pret-
hodnoj, a ne o ranijim konfiguracijama jer se metodom
Monte Carlo konfiguracije generiraju nasumicno. Valja pri-
pomenuti da su molekulsko-dinamicki racuni znatno glo-
mazniji nego analogni racuni metodom Monte Carlo.

- . .
Doslovan prijevod engl. naziva ‘force law’.
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Popis simbola
List of symbols

A

pe

Pr

— Helmholtzova energija, )

Helmbholtz energy (function), J
polarizabilnost

polarizability

virijalni koeficijent, drugi, cm? mol-

virial coefficient, second, cm3 mol-!

rojni (klusterski) integral

cluster integral

ireducibilni rojni (klusterski) integral
irreducible cluster integral

brojnosna koncentracija, dm-

number concentration, dm-3

mnozinska koncentracija, mol dm-3
amount concentration, mol dm-
elementarni elektricki naboj, 1,602 177 - 10-19 C
elementary electric charge, 1,602 177 - 1019 C
kineticka energija, ]

kinetic energy,

potencijalna energija, J

potential energy, |

radijalna raspodjelna funkcija

radial distribution function

klasi¢ni hamiltonian, )

classical Hamilton function, )

Planckova konstanta, 1,626 176 - 1034 Js
Planck constant, 1,626 176 - 10-34 Js
Boltzmannova konstanta, 1,380 662 - 10-23 ] K-
Boltzmann constant, 1,380 662 - 10-23 ] K-
Avogadrova konstanta, 6,022 045 - 102 mol-!
Avogadro constant, 6,022 045 - 102 mol~'
de Broglieeva valna duljina, nm

de Broglie wavelength, nm

dipolni moment, Cm

(electric) dipole moment, Cm

brojnost (jedinki), 1

number of entities, 1

acentricki faktor

acentric factor

tlak plina, bar

gas pressure, bar

kriti¢ni tlak, bar

critical pressure, bar

reducirani tlak, bar

reduced pressure, bar

opca plinska konstanta, 8,31441 J mol-" K-
gas constant, 8,31441 ) mol-' K-

Ursellova rojna (klusterska) suma

Ursell cluster function (cluster sum)
ireducibilna rojna (klusterska) suma
irreducible cluster sum

termodinamicka temperatura, K
thermodynamic temperature, K

kriticna temperatura, K

critical temperature, K

reducirana temperatura, K

reduced temperature, K

molarni volumen plina, dm? mol~
molar volume, dm3 mol-'

— kriti¢ni volumen, dm3 mol-!
— critical volume, dm3 mol-!

— kriti¢ni molarni volumen, dm3 mol-!
— critical molar volume, dm3 mol-

— reducirani volumen, dm3
— reduced volume, dm?3

— reducirani molarni volumen, dm3 mol-!
— reduced molar volume, dm3 mol-

- potencijalna energija, J

— potential energy, |

— klasi¢na kanonska particijska funkcija
— classical canonical partition function

— impulsni fazni integral
— momentum phase integral

— konfiguracijski integral
— configuration integral

— kompresijski faktor (faktor stlacivosti), 1
— compression factor, 1
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SUMMARY
The Equations of State of Real Gases
V. Butorac and V. Simeon

The properties of classical real gases, especially their deviations from ideal behaviour, are re-
viewed. After a brief overview of molecular interactions, the so-called traditional (‘primitive’) mo-
del is presented and shown to be applicable not only to monoatomic but also for many polyatomic
classical gases. Two-coefficient equation of state was derived by using virial theorem. The best
known equation of state for real gases — van der Waals equation — was derived by using canonical
partition function. Among the empirical equations of state, Kamerlingh-Onnes’ virial expansion
was described, as well as some equations of state frequently used in technical thermodynamics
(Redlich-Kwong, Peng-Robinson and Benedict-Webb-Rubin). A review of statistical models of
real gases is given. Cluster model is presented where all deviations from perfect gas behaviour are
described by configuration integral. In addition, the limits of the cluster model are given. The
Kirkwood’s model of integral equation is also discussed. This model, unlike the Mayer’s cluster
model, is based on a hierarchy of radial distribution functions for many molecules. Finally, the
methods of numerical simulation (Monte Carlo and molecular dynamics) are shortly reviewed.
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