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Sazetak: Definiranje medusobno stohasticke povezanosti vodnih reZima pritoke i
glavnog recipijenta u analizi velikih voda neobigno je interesantno za inzenjersko
dimenzioniranje niza hidrotehnitkih zahvata na uredenju sliva pritoke. U ovom radu
su razmatrani vodni rezimi Vuke i Dunava. Otito je da geneza velikih voda Dunava
i velikih voda na slivu Vuke nije indentiGna, te stoga sigurno postoji velika vjero-

jatnost da unutradnje veiike vode Vuke naidu na male, odnosno niske vodostaje u

Dunavu i1 obrnuto. Upravo stoga je potrebno

pored definiranja maksimalnth unutar-

njih voda, utvinditi i stohasticku povezanost tih voda s vodnim nivoima Dunava na
njihovu toku. Ta je povezanost definirana na temelju dvodimenzionalne normalne

distribucije, elipsom 95 postotnog rasipanja.

Kljugne rije&i: Regresivna analiza, korelacija, dvodimenzionalna normalna

raspodjela, elipsa rasipanja.

Abstract: Desinition of stohastic relations between the tribuiary and main reci-
pient water regimes in flood analysis is extremely interesting for technical design
of the series of hydrotechnical measures to be undentaken for regulation of the
tributary drainage basin. This study considens the water regimes of the Vuka and

Danube. It tis cbvious that the genesis o

# Danube floods and floods in the Vuka

drainge basin ave not identical. Therefore, it is highly probable that internal
Vuka floods meet the low water levels on the Danube, and vice versa. It is
therefore necessary, asidefrom defining maximum internal waters, to determine
the stochastic relation between these watens and Danube water levels,
at their points of dischasge. This relation is defined on the basis of two-dimen-
sion nonmal distribution, using 95 % ellipse dispersion.

Key words: regression analysis, correlation, two-dimension al normal distri-

bution, dispersion ellipse.

1. KORELACIJSKA ANALIZA

Bududi da ne postoje mjereni podaci o vodnim
koli¢inama unutar sliva Vuke (ili su oni veoma
oskudni i nekvalitetni) potrazit ¢emo korelativnu
vezu izmedu evidentiranih vodostaja. U racun ce-
mo uzeti maksimalne vodne nivoe izvjesnog peri-
oda trajanja. S obzirom na to da veliki vodni va-
lovi Dunava traju po vise mjeseci, logi¢no je pret-
postaviti da nece vodostaj Vuke koji odgovara
maksimalnom vodostaju na Dunavu dobro defini-
rati unutradnji vodni rezim i obrnuto. Stoga je U
ralun uzet prosjeni vodostaj perioda od 11 da-
na (5 dana prije formiranja maksimuma i 5 dana
poslije) na stanicama Dunav—Vukovar i Vuka—
Korpa$. Vodokazni profil Korpa$ na Vuki lociran
je u km 72.2, gdje se ne osjeca usporno djelova-
nje Dunava. Prorafun je temeljen na evidentira-

nim podacima iz perioda 1931-—1972. godine s
tim da su svake godine odabrana dva najveca vod-
na vala. Vodostaji (varijable) su obiljezeni na sli-
jede¢i nacin:

— slucaj a)
xi ... maksimalan vodostaj Duna-
va — Vukovar (prosjek 11-
-dnevnih vodostaja u perio-
du kulminacije vodnog vala)
yi . .. korespodentan vodostaj Vu-
ke-Korpas
— slu&aj b)
x2 . .. maksimalna Vuka i

y: . .. korespodentan Dunav.

Dakle, varijable xi i x: prezentiraju visoki vodni
resim Dunava odnosno Vuke, dok yi i y: predstav-
liaju korespodentni rezim na Vuki odnosno Duna-
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vu. Korelativni proradun rezultirao je slijededim
parametrima:

— sluéaj a)
X1 = 436,5cm ¥y =81,2cm n = 81
oxi = = 110,15ecm ow = £ 48,4cm
n
Zxiyr = 2864920
=]
rn =-—0,058
— sluédaj b)
X, = 150,7 cm Y. = 259,7 cm n =82

ox; = *58,26 cm o= * 114,10 cm

n
Zxay: = 3154044
i=1

r.=—20,100

Dakle, korelativni koeficijent r, koji se racuna po
formuli

o By =%y )

je jako malen, gotovo je ravan nuli u jednom i
drugom analiziranom sludaju.

Aproksimativna metoda za testiranje ove tvrd-
nje polazi od standardne devijacije o: koeficijenta
korelacije r, koja se moze proracunati ovako:

1 —r? (2)
VN

Granice unutar kojih se nalazi koeficijent r su
dane intervalom od tri standardne devijacije o s
obadvije strane r, tj. r+3 o.. Akc su ove granice
razli¢itih predznaka, kao 3to je to u naSem sludaju

0, =

a) rn+30:=-—0,058+3.0,111=0,275
ri+—3oy = — 0,058 —3-0,111 =—0,391

b) r;+3062=-—0,100+3.0,110 = 0,230
r:— 302 = —0,100—3-0,110 = — 0,430

tada se moZe uzeti da je r = 0. Dakle, na temelju
ovog aproksimativhog testa moZe se tvrditi da
visoki vodni rezim Dunava (xi) i korespodentni
rezim Vuke (y:) predstavljaju nekorelirane sluéaj-
ne veli¢ine (r = 0). Do istog zaklju¢ka dodli smo
i za par velidina (xz, y2).

1. 1. Ispitivanje nezavisnosti dvije slucajne
varijable

No, medutim iz Cinjenice da je koeficijent kore-
lacije r =0, ne smije se izvesti zakljudak da su
promatrani parovi (xi, y:) ili (x2, y2) medusobno
nezavisne sluajne varijable. Obrnuta tvrdnja vri-
jedi; stohasti¢ka nezavisnost x i y nuzno povladi
i njihovu nekoreliranost. Stoga je potrebno da is-
pitamo nezavisnost para sluéajnih varijabli x i y.
Metodu kontrole uveo je Pearson x? — testom,
koja razmatra diskretne sluajeve varijable. Zato
da bi mogli koristiti ovaj postupak moramo origi-
nalnu kontinuiranu raspodjelu vodostaja (varija-
bli) x i y pretvoriti u diskretnu pomocu svrsishod-
no odabranih razreda. U tabeli 1 i 2 promatrane
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parove (xi, yi), odnosno (xz, yz) svrstali smo u
razrede (polja) veli¢ine

Ax = Ay = 50cm

Ako i-tom razredu varijable x odgovara ulestalost
ni, a k-tom razredu varijable y u&estalost nx paro-
va (x, y), te ako je broj razreda u kojima se poja-
vila varijabla x jednak r, odnosno broj razreda s
varijablom y je q, tada suma:

pripada x* raspodjeli sa stupnjevima slobode
f=({g—1) (r—1) (4)

gdje je nu ulestalost zajednidke pojave para (x,
y) v i-tom i k-tom razredu.

U tabeli 1 i 2 odredene su veli¢ine x2 i f. Budu-
¢i da je f>30 u nafem sludaju, to vrijednost
V2x, izradunata iz sume ¥, slijedi normalnu ras-
podjelu, &ija je srednja vrijednost priblizno jedna-
ka V2(f—T1). Dakle, definirajuéi parametar

t=|V2r— v2(f—1)| (5)

vu tabeli normalne raspodjele nalazimo odgova-
raju¢u vrijednost funkcije P (t) s kojom iz jed-
nadzbe p = 2 [100 — P(t)]1, nalazimo vrijednost p
na kojoj temeljimo donosenje odluke.

Koristenjem formuia 3, 4, 5 proraun veli¢ina
p je prikazan u tabeli 1 za sludaj a) odnosno za
sluéaj b) stanja rezima voda Vuke i Dunava u ta-
beli 2. Na temelju tih rezultata mozemo konstati-
rati da je vjerojatnost medusobne nezavisnosti
sluéajnih varijabli:

xiiyr (sludaj a) p =40,6%, odnosno
X2 iY: (sludaj b) p = 46,6%.

2. DVODIMENZIONALNA NORMALNA DISTRIBU-
CIJA — ELIPSA RASIPANJA

Kada se slu¢ajne varijable x i y mogu smatrati
stchastic¢ki neazvisnim veli¢inama (3to znadi da su
i nekorelirane) tada se vijerojatnost njihove zajed-
nicke pojave p (x, y), odnosno funkcija gustoce
moze jednostavno proradunati iz:

plx y) = pu(x) pa(y) (6)
gdje su: pi(x) i p:(y) ... marginalne funkcije gu-
stoce slucajnih veligina x i vy.

PO = e ¢ T ! (62)
o) 2n

Ako su varijable x i y stohasti¢ki nezavisne
r = 0 i normalno distribuirane s parametrima (%,
ox) i (¥, 0v), to je prema 6 i 6a funkcija gustoce
njihove dvodimenzionalne normalne distribucije:

p (5, ) i e -3 [(X;i)%%,j)] (1)

2n o, 0,
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Skup svih totaka v ravnini koordinatnog siste-
ma: x i y odnosno skup parova varijabli (x, y)
kojima pripada ista gustoca vjerojatnosti p (x,
y) = const. je prema jednadzbi
x—X y—y
)+ (——) =
Ox Jy

(

gdje ¢ oznacava konstantu. Ova jednadiba pred-

stavlja elipsu s centrom (X, ¥) i poluosima (c o,

c gy). Osovine ove elipse, koja se naziva elipsa ra-

sipanja su paralelne s koordinatnim osima x i y.
NuZan i dovoljan uvjet da par varijabli (x, y),

leZi unutar elipse definirane jednadzbom 8 izraZa-

va se nejednadzbom:

x—X y—Y

)+ (—) < ¢?

0 gy

(

Ako uvedemo u razmatranje standardne varijable
t, ta

X—X | yv—y¥

= t: = (10)
O oy
dobivamo da njihova suma kvadrata:
th + th = x? (11)

pripada poznatoj x* raspodjeli sa dva stupnja slo-
bode: f = 2.
Vjerojatnost da je nejednadiba 9 zadovoljena iz-
nosi:

Pir <t za f=2 . (12)

odnosno vjerojatnost da par varijabli (x, y) leZi
unutar elipse definirane izrazom:

x—X y—73¥
P4 (—Y =%, =2 (13)

ox ay

(

iznosi P. Za P = 95%, odnosno za 95%-tnu elipsu
rasipanja x'P = 95% iznosi 5,991 (za f=2).

Jednadzba 95%0-tne elipse rasipanja za na$ ana-
lizirani slugaj b) koji prezentira visoki reZim Vu-
ke x: i korespodentni rezim Dunava y, glasi:

% — 150,7 y: — 259,7
)’ = 5.991

2

)+ (—
58,26 114,10
Ta elipsa imade poluosi

a = 5826 V5.991=142,6 cm
b= 114,10 Vv5.991=279,3cm

— U smjeru osi X
—— U smjeru osiYz:

kada bi se ta elipsa prezentirala graficki kao 3to
je udinjeno npr. na sl. 4. moglo bi se konstatirati,
da broj todaka (%, y2) koje lefe izvan te elipse,
nije nista vedi od teoretskog odekivanog broja to-
Caka. Razlozi za ovo le¥e u dokazanim pretpostav-
kama, koje dovode do moguénosti primjene jed-
nadzhe 7 (odnosno dvodimenzionalne normalne
distribucije nezavisnih varijabli) na razmatrani
niz parova (X, Yz2), a te su:

1) Varijable x: i y2 su stohasti¢ki nezavisne. Pre-

B

mda je ova konstatacija statisti¢ki neoboriva, ob-
zirom na izvriene testove, ipak ostaje injenica da
proralunati r (koji je takoder opterecen pogredka-
ma vzorka) nije jednak nuli @ = —0,10).

2) Varijabla x: i y2 normalno distribuirane, odno-
sno funkcije gustoce P1(x2) i p2(y2) pripadaju nor-
malnoj raspodjeli.

Iz tabele 2 obzirom na rasipanje tclaka oko
pravaca X: | ¥z, te s obzirom na uéinjene testove
prilagodbe varijabli x2 i y2 normalnoj distribuciji,
moze se konstatirati, da se statisti¢ki ne bi moeglo
dokazati, da se varijable x2 i y2 ne pokoravaju nor-
malnoj raspodieli. :

Zbog sku&enog prostora prikazujemo na slici 1
normalnu distribuciju samo varijable vy, kao i
klasi¢ni test prilagodbe po Kolmogorovu, na sl. 2.,
za koje nije potreban komentar.

Medutim, pretpostavka navedena pod 2) nije
dovoljna, jer ako su marginalne distribucije nor-
malne, funkcija gustode p (x, y) moze biti, ali ne
mera biti neophodno normalna.

Stoga cemo wu proracun dpak uvesti koeficijent
korelacije r, te testiranjem dokazati da se p (x,
y)} pokorava dvodimenzionalnoj normalnoj distri-
buciji. Ratun ¢e se odnositi na razmatrani slucaj
b).

U tom sludaju x i y nisu stohasti¢ki nezavisne.
U jednadibu 7 mora se uvesti koeficijent korela-
cije r, koji karakterizira mjeru zavisnosti x i vy,
te ta jednad?ba dobiva oblik:

p(5Y) =
i x -%\2 X-Ry-§ (¥ T\
N [ b ¥ (g
. W;_ml,__” - e 2(1-r2) [( Oy ) ' Ox Oy o Oy)

27 6, 0y l"T:Wr2

(14

Medutim, forma dvodimenzionalne normalne di-
stribucije izrazena formulom 7 je mnogo jedno-
stavnija i pogodnija za proracune od opdeg gblika
14 pa se prirodno namede ideja da se izvjesnom
transformacijom kordinatnog sistema x, y u neki
novi koordinatni sistem, kojeg smo obiljezili sa
vi i y:, pokusa prevesti 14 v formu 7. Drugim ri-
jeCima Zelimo umjesto para varijabli (x, y). pro-
matrati drugi par (yi, y2), &ije su veli¢ine u od-
redenoj funkcijskoj zavisnosti s parom (x, y), ali
su istovremeno medusobno stohasti¢ki nezavisne.
U tom cilju koristimo slijededu linearnu transfor-
maciju:

X— X =y cOos & —y2 sina a

y—7Y =y sina+y: cosa (15)

gdje je:
2r 0x0y
tg 20 = —vw (16)
fop M, 5

Za ovu vrijednost a varijable yi i y2 su stohasti¢ki
nezavisne, pa je funkcija gustode 14 predla u ob-

lik:
1 ;2 2
L aEd
p(m&)zfz — i V2 an
T 3y, Oy,
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VJEROJATNOST POJAVE GODISNJIH VODOSTAJA DUNAVA (Vukovar) KORESPODENTNIF
MAKSIMALNIM NA VUKI (Korpas) — (u 11-dnevnom periodu )

Y, PROBABILITY OF OCCURRENCE OF ANNUAL DANUBE WATER LEVELS (Vukovar)
« | CORRESPONDING TO VUKA MAXIMUM WATER LEVELS (Korpa3)— (in 11-day period)
600 -
AN
500 3 > e
\\ o NORMALNA DISTRIBUCIJA
] \\n\ NORMAL DISTRIBUTION
400 A =252.5 cm
\,,_\ d, +103.76 cm
300 3 \N“’ = 10 god. year y, = 385.3 cm
N P = 25god. - yi: 434.3 cm
I P=50god. -n~ y, = 4656 cm
200 B P=100god. -1~ y,= 493.9 cm
& P=000gd. <+~ y = 573.1 cm
00.\‘)-
s °$\\\
001 - 005 0102 05 1 2 510 0 30 40 0 6 W0 €0 % o5 8 9 %8 W09 0.9
vjerojatnoéa pojave 0/
probability of occurrence 2
Sl 1 Fig. !
‘/JFerJATNO'T PRILAGODBE : yi\* y2\? 3 20
PROBABILITY OF ADJUSTMENT - () (G ) oyt £ 2 o

1;% ) p=90.44% " =

T TTTTT ) s : A s G

P S SO SNV S ISR N S U N N I - Jednadibe 19 i 20 elipse rasipanja su identi¢ne,

|| Pt smalns e+ ﬁ(a““ ali je potonja daleko prikladnija za proratun.

el %, = 252.49¢m P Vierojatnost da par veli¢ina (x, y) leZi unutar e-

o sl 4 lipse 20 je:

ool ol ( rj‘ti“ms Pix < '} za f=2

@ P z=df{n" [ 1

F z=0.085{42 =0.421
L{z)= 0.55 % N &
» = ¥
Td’
° eoo&m VODOSTAN uuwt\u vugvam Konzé;oosumnm:ummjls: VUKI u?&?ﬁu 5 a
ANNUAL DANUBE WATER LEVELS IN VUKOVAR CORRESPONDING TO VUKA MAX.WATER LEVELS IN KORPAS

Varijance ¢% i 0% veli¢ina y1 i y: izraZavaju se po-
mocu varijanci @ i ¢%, te koeficijenata korelacije
r slu€ajnih veli¢ina x i y relacijama:
O, + 6 =+ &+ 20,0 T H
i (18)

(0, =0, =2+ 6t = 2o,0 /T 2

Elipsa rasipanja koja odgovara funkciji 14 imade
jednadZbu:

L F =R A Iy
i — ¢ G, . G, o, a,

(19)

koja je prema funkciji 17 ovako definirana:

Na slici je prikazana pozicija elipse rasipanja, po-
zicija regresivnih linija u odnosu na elipsu, te
transformacija koordinatnog sistema (x, y) u si-
sistemn (y1, yz),
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Elipsa je situirana u centar (X, ¥) ishodita ko-
ordinatnog sistema Y1 Y;, sa poluosima (X0,
x:02). MoZe se opisati sa pravokutnikom, ¢&ije su
stranice paralelne sa koordinatnim sistemom x iy,
a imaju duZinu 2 X i 2 0.

Regresijski pravac y o x, definiran jednadzbom
ay

y—F =r—(x—X) ..... p (21)

Ox

prolazi kroz centar vertikalnih odsjetaka elipse,
dok drugi regresijski pravac x o y, &ja je jedna-
dzba:
o,
x—X =r—(y—¥) ..... p: (22)

Oy

prolazi kroz centar horizontalnih odsjecaka elipse.
To je zbog toga, $to je za regresijski pravac p: suma
kvadarata odstypanja po ordinati y, a za pz po ap-
scisi x minimalna.

Glavna os elipse, koja imade jednadzbu:
y =75 + tga (x—X) (23)

takoder se naziva i ortogonalna regresija, jer je
suma kvadrata popreZnih devijacija od tog prav-
ca minimalna.

Za na$ promatrani slu¢aj visokog vodnog reZima
Yuke (x2) i korespodentnog rezima Dunava (y:)
prema iznesenim statistickim parametrima u po-
glavlju 1. imamo (indeks 2 varijabli x i y smo u
slijedecem prikazu iizostavili):

— regresijski pravci (formule 21 i 22)
pr....y=-—0,100-114,10/58,26 (x—150,70) +
+ 259,67 =
p:....x =—0,100-58,26/114,10 (y—259,67) +
+ 150,70 = —0,0512 y + 163,99

nagib glavne osi elipse (formula 16)

2(—0,100) 58,26-114,10

tg 20 = = 0,1381

58,26’ — 114,10
= 7,86° a = 3,93
— jednadzba glavne osi elipse (formuls 23 )

y = 259,67 + 0,0687 (x—150,70) =
= 0,0687 x + 249,31

Svi ovi pravci -prezenti*ra.n.i su na grafickom prikazu
parova varijabli (x, y) na sl. 14 koji je takoder
posluZio da se prikaZe i elipsa 95 postotne vjero-
jatnosti. Ona je konstruirana na temelju relacija
18 iz kojih su proradunate devijacije o1 i 0e ko-
ordinatnog sistema (yi;, y:) s centrom u tocki
(2= 150,70, ¥ = 259,67).
Rjesenje jednadizbi: v
(01 + 0p2)" = 58,26"+114,10°+2.58,26-114,10
V1—0,100* = 29641,06

(04— 0y)? = 58,26+ 114,10%—2-58,26-114,10
Vv 1—0,1002 = 3185,02

odnosno
on + 0y = 172,166
o1 — on = —56,436
daje:

ca = 57,87 cm op = 114,30 cm

pa je jednadiba 95%-tne elipse (formula 20):

Y1 Y2
(— )+ ¢ )2 = 5991
57,87 114,30
jer je X* =5991 za f=2
P = 95%,

Poluosi te elipse iznose:
— glavna: a = 114,30 v5.991 = 2798 cm
(u smjeru osi yz)

— sporedna: b = 57,87 V5.991 =
(u smjeru osi y1)

141,7 cm

Elipsa je upisana u pravokutnik

duzine: 2 58,26 V5991 = 285,2 cm
(u smjeru osi x)

Sirine: 2-114,10 - V5991 = 558 55 cm
(u smjeru osi y)

iz grafitkog prikaza ove elipse 95%-the vjerojat-
nosti moze se lagano konstatirati, da se svega 4
tocke, koje smo oznadili sa A, B, C i D nalaze iz-
van nje. To je upravo teoretski broj parova vari-
jabli (x, y) koji se moze nalaziti izvan te elipse.
Naime, 5% od ukupnog broja podataka n = 82 iz
nosi: 0,05x82 =4,1. Prema tome, mogli bismo
zakljuliti da se zajedni¢ka funkcija distribucije p
(x, y) varijabli x i y mozZe prezentirati dvodimen-
zionalnom normalnom raspodjelom. Da ovu kon-
stataciju doista dokazemo prikazat ¢emo jednosta-
van test, koji se temelji na relacijama 19 i 20.

2.2, Testiranje prilagodbe funkcije gustoée p (x,

y) dvodimenzionalnoj normalnoj distribuciji:
U tu svrhu promatraju se parovi val;ijabl'i (%2, y2),
te se za svaki proracuna veli¢ina:

. T [(&:j M En—F (V_;Y)]
v I —r? Ox oy o, oy

(24)

koja se prema izrazu 10 moZe pisati:

5 1

=yl -2t g B

Distribucija ovih x: vrijednosti se mo¥e konipari-
rati s korespodentnom teoretskom distribucijom,
koja glasi:

1
P{?)=1—¢ 27 ' (26)
odnosno:

log (1 —P{x?t) = —0.217 o (27)



500 / 'I BN
i

‘ / REGREBIONT |PRAVCI T

450

Pz

Dunay {Vukovar)

5
ELIPSA IRASIPANIA \
a0 REGRESSION |l LINES_AND 95% | \:

/ .| .DISPERSIONTELYPSIS T \q
350 N = | ; 7 \ I
300 ' T i - ' 2

150 . L -
B P »
i .
. ] . .
100 *k :

. i
S0
. :]il 4 B
s \ ____ Vuka fKarpo§j
s 0 100 N 150 \ i 250 3 X
. . . cm

Dakle, potrebno je proracunati n vrijednosti x#
prema formulj 24 zatim ih poredati u rastuéem po-
retku i pridodati svako] odgovarajuéu vjerojatnost

1 — P {x?, proradunatu formulom kumulativne
empiricke frekvencije oblika:
- n—i+Y%
T— Pt = (28)
n

Parove velidina x? i 1—P{x? nacrtali smo u
linearno-logaritamskom mierilu u kojem je jedna-
dzba 26 a prezentirana pravcem kroz totku (0, 1)
sa nagibom —0,217.

Varijacije tolaka oko tog pravca (teoretske fu-
nkcije distribucije x2) ne indiciraju da ispitivana
distrbucija signifikantno odstupa od teoretske x-
-distribucije, zbog toga je hipoteza da opazanja
(x, y) pripadaju dvodimenzionalnoj normalnoj di-
stribuciji potpuno na mjestu.

3. KOMENTAR PRORACUNA STOHASTICKE PO-

VEZANOST! VODNIH REZIMA VUKE | DUNAVA

Visoki vodni re¥im Vuke (x:) i korespodentni
Dunava (y:) u 3 postotnom godidnjem trajanju

1~ P { %7}
!
4
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predstavlja gotovo stohasticki nezavisan sluajan
sistem, tako da poznavanje vrijednosti veli¢ine x
ne daje gotovo nikakovu informaciju o slu&ajnoj
velic¢ini y2. Njihov koeficijent korelacije iznosi sve-
ga r = —0,100, te svojom veli¢cinom ukazuje na
vrlo maly zavisnost varijabli x i y=. To se najbo-
lie moze konstatirati iz prezentirane 95 postotne
elipse rasipanja. Uzimamo da varijabla x: koja ka-
rakterizira visoki vodni rezm Vuke poprimi dis-
kretnu vrijednost koja odgovara 2 postotnoj vje-
rojatnodi pojave, odnosno povratnom periodu P =
50 godina. Za taj period faktor ucestalosti ili stan-
dardizirana normalna. varijabla s parametrima
(0,1) iznosi t = 2,054 pa je veliina varijable x:

Xe = X, + to. = 150,7 + 2,054 58,26 = 270,4cm

Taj pravac sijece elipsu u dvije totke koje smo o-
biljezili sa M i N. Koordinatu y: tih toaka izra-
dunat cdemo analiticki. Najjednostavnije je koristiti
za jednadZbu elipse izraz 25

W—2rtite + 2= (1 —rY) ¥

Supstitucijom poznatih veli¢ina (r, t i x*) dobiva-
mo:

2,0542—2(—0,10) - 2,054 t: + t: + t* =

= (1—0,1%) - 5,991
odnosno:

' +0,4108 t — 1,7122 = 0



Stohasticka povezanost velikih voda Vuke i Dunava

RjeSenja ove kvadratne jednadzbe iznose:
() = 1,1191 (t): = —1,5299
te je koordinata ya:

tocke N y: = F2+(h)wov = 259,67+1,1191 - 114,10
= 387,4 cm

totke M y: = Fe4 ()0 = 259,67—1,5299 - 114,10
= 85,1 cm

Dakle sa 95%-tnom sigurnosti moZemo tvrditi da
ée 50-godidnjem visokom reZimu Vuke odgovarati
vodostaj Dunava u velikom dijapazonu od 85,1cm
do 387,4 cm. Poznavajuéi veli¢inu y, dobivamo
vrlo malu informaciju o sluajnoj veli¢ini y2. To-
ke N i M su simetriéno poloZene s obzirom na
prvi regresijski pravac pi. Vjerojatnost da se par
varijabli (x:, y2) nade v podruéju S koje je defi-
nirano toékom N sa koordinatama: x: = 270,4 cm
i y: = 387,4 cm (vidi skicu), iznosi:

F(xey:) = P{x>270.4,y,<387.4}
it [‘I._.‘pl(Xg)]["—pz()’z)Xz]

Uvjetna sludajna veli¢ina y: je distribuirana po
normalnom zakonu s paramtrima: ‘
olekivanom vrijednosti (regresijski pravac p1):
Oy
z=5F4+r— (x —X) = 236,2 cm
Oxg

i standardnom devijacijom:
g, = 0y (1—r*) = 113,53 cm
te je njezin faktor ucestalosti:

387,4 —236,2
t:= ————-— = 1,332
113,58

Shodno tome je pz(yx/xy) = 0,908, pa je

p(x2,y2) =0,02-0,092 = 0,00183
ili P =547 god.

Dakle, vjerojatnost da par varijabli (x2,y2) po-
primi vrijednosti: x2 = 2704 cm i y2 = 3874 je
jednaka 0,183% ili drugim rijelima taj dogadaj
imade povratni period P = 547 godina.

Dvodimenzionalna normalna distribucija vodnih
rezima Vuke i Dunava omguéuje nam da proradu-
namo vjerojatnost istovremene pojave velikih vo-
da raznih frekvencija.

Na pr. razmotrimo vjerojatnost zajedni¢ke poja-
ve vodnih reZima Vuke i Dunava od kojih je svaki
povratnog iperioda vedeg od 50 godina. Prema pre-
zentiranoj marginalnoj distribuciji (sl. 1) varija-
ble yz, ta veli¢ina iznosi y» — 465,6 cm.

Shodno tome potrebno je proralunati vjerojat-
nost da nastupi dogadaj:

F [(xe,y2)es] = P{x:>270.4,y,>465.6+

odnosno da par (xz,yz) padne u podruje S obilje-
Zeno na skici 95-postotne elipse rasipanja. Usvaja-
judi da su varijable x: i y: potpuno medusobne
nezavisne dobivamo prema izrazu 6

P (xe yr)est = [1—p:(x)] [1—p2(y)] =

= (1—0,98) (1—0,98) = 0,0004 = 0,04% ili

P = 2500 god.

Uvodedi u proracun postojedi koeficijent korela-
cije r=-—0,10, vjerojatnost ovog dogadaja naj-
lakie je proraunati koridtenjem formule 28. No,
prije toga potrebno je transformirati koordinate
todke S iz koordinatnog sistema X2 i y2 u sistem
y1 i y2. Prema relacijama 15 dobivamo:

270,4—150,7 = yicos 3°,93 —y:5in3°,93
465,6-—259,7 = yisin 3°93 + y:cos 3°,93

Rjefenje ovog sistema jednadibi daje:
yr = 133,5cm ye = 197,2 cm

te je prema formuli:

F i y) =P (v <yuy: <ys) = 0 (2 )@(cly—) (29)

oY1 2

gdje je @ funkcija Gaussovog integrala

pfies] = [1- 0 (53] [+ - o(22)

= (1—0,9891) (1—0,9477) = 0,0109 - 0,0423
= 0,046% ili P = 2169 god.

Prema tome, vjerojatnost zajednicke pojave vo-
dnih rezima Vuke i Dunava povratnih perioda ve-
¢ih od 50 godina je vrlo mala.

ZAKLJUCAK:

Na temelju provedenih analiza i prora¢una mo-
Ze se zakljuéiti:

— Da visoki vodni rezim Dunava u Vukovaru i
korespodentni Vuke u Korpadu, i obrnuto »visoka«
Vuka i korespodentni Dunav, prezentirani histo-
rijski evidentiranim nizovima vodostaja iz perio-
da 1931—1972, predstavljaju sludajne stacionar-
ne procese koji se sa statisti¢ki zadovoljavajucom
to¢no¥¢u mogu definirati normalnom distribuci-
jom. ‘

— Da su koeficijenti korelacije kao mjera me-
dusobne stohasti¢ke zavisnosti promatranih paro-

va varijabli vrlo mali. Oni iznose: r = —0,058 za
slu¢aj formiranja maksimuma na Dunavu, odnos-
no r = —0,100 kod maksimuma na Vuki.

Stoga poznavanje jednog vodnog reZima daje re-
lativno male informacije o korespodentnom reZi-
mu, Sto se moze konstatirati i iz oblika prezenti-
rane elipse rasipanja. -

— 'Zajedni¢ka raspodjela analiziranih parova va-
rijabli dade se dobro definirati dvodimenzional-
nim normalnim zakonom, a njihova disperzija pri-
kazati elipsom rasipanja. Sa 95-postotnom sigur-
nosti moZzemo tvrditi da de kod 50-godiinjeg viso-
kog vodnog reZima Vuke vodostaj Dunava u Vuko-
varu biti u velikom dijapazonu od 85—387 cm.
Za ostale karakteristitne frekvencije velikih voda
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mogu se rezultati jednostavno definirati iz slike 4.

— Da je vjerojatnost zajedni¢ke pojave visokih
vodnih rezima na oba vodotoka vrlo mala.

Ako npr. zahtijevamo da obadva vodna rezima
imaju frekvenciju jednaku ili manju od 2% (P >
> 50 godina) njihovu zajedni¢ku pojavu karakte-
rizira povratni period od 2170 godina.
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SUMMARY

This paper analyses the stochastic correlation between
flood watens of the Vuka and Danube rivers by ap-
plying correlation” analysis and bidimensional normal
distribution. Based on these analyses and calculations
the following can be stated:

— The Danube flood regime in Vukovar and the cor-
responding regime wof the Vuka in Korpa3, and vice
versa, »high« Vuka watens and the corresponding Da-
nube River, given by an historically recorded histori-
cally recorded series of water levels over the period
1931—1972, present accidental stationary processes that
can be, with statistically satisfying accuracy, defined
by means of normal distdibution.

— The correlation coefficients, as a measure of
mutual stochastic dependence of the pair-vaniables
observed, are very low. They are respectively
r = — 0058 in the case of creation of the Danube
maximum and r = — 0.1000 for the maximum on the Vuka.

The study of one water regime therefore provides
relatively poor information about the corresponding re-
gime, which can also be concluded from the shape of
the dispersion ellipse presented.

— Common distribution of the pair-variables ianalysed,
can be defined successfully by bidimensional nonmal
law, and their dispersion presented by a dispersion
ellipse. We can claim, with 95 % certainty, that by the
50-year Vuka floods, the Danube water level in Vukovar
will range between 85—387 cm. For other characte-
ristic flood frequencies results can be easily determined
from Fig. 4.

. — The probability wof simultaneous occurrence of
floods on both watercounses is very low.

f we request for both water regimes a frequency,
for example, equal to or lower than 2% (P > 50 years),
their simultaneous occurrence is characterized by a
2170-year return period.



