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Orgi,nalni znanstven,i rad

The $tohastic Relation Between Flood of the vuka and

Danube
KSENIJA SREBRENOVIE

Re,publ'idki hid.rometeoro'lo5ki zavod SR Hrvatske' Zag'reb

$tohastiEka povezanost velikih voda Vuke i Dunava

saletak: De,finiranje mecluso'b,no stohasti6ke pwezanosti vod,n'ih reZima^fl:95:,,1
olavno,o reci,pi,ienta u unui'iii veli,ki,h voda neobicrro je i'nteresantno za. inZenjersiKo

iime,nr]onirahj'e ,n1za h,id,roteh'iekih zahvata na uredenj,u sliva pnito,.ke' U_^ovom racu

su razmatra,ni vodni 'rezim,i VJkt i Dtnuuu' Odito je dl geneza velikih. vocia Dunava

i;;tikl;i;-;;; na ,ltlvu vij,b iiir"'inA*nti,enu, te siosa sisurn'o postoii velika vjero-
jui,iorl au jnutra5nje u"iit " 

uo'J" Vuke na'idu na mble, ddno'sno 'niske vodostaje u

it;r;;; I obrnuto. 0pruuo''itogu l" poit"Uno pored definiranja maks.ima1nih unutar-

"';if,'",iar 
"-iw;ili i;i.;1;riil-t"u iou'etanost tih.v'oda s vodnim n4vo'ima Dunava na

iiiiii*r-i"rf.". i, i" eou".unosi 
'defi,ni,r.ana rna rtemelju dvod,i6enzionahre nor'malrne

di.stribucije, eiipsom 95 postotnog rasipanja

KIj,udne .r,i jeii: Reg,resivna anal,iza, 'korelacija, dvodinrenzio'nalna no'nna'lna

raspodijela, eliPsa rasirPanja.

Abstract:Desinlirtionofstohasticrelati,onsbetweenthetniLbula,ryand.ma.irnreci-
ptent \/ate:. reg,imes in fiooJ a.nalysi.s,is extremely'in'te'restinrg-fo'r technicAl design

#"th"";;;;r;"6i"fivOi"r".t'*l,"uf-,i,.u.ru.r"t to be undentaiken fo' regutatio'n of the

iii,Urirrv Ji*1"*g" ljis:n"ii;iu-rirjv "o""-i'6"* 
G" water re'g:'m'e's of-the Vuka and

Danu,be. lt ,i,s cbvious tnuJ'if-'"'Sdt"uli of OrntrUe filoods 
-and fl'oods jn the Vu1ka

d,rairnoe ,b.a,srin a,..e no,t 
'iJenil,ical] 

The,re.fore, it is highly rprorbarble that iitnrtennal

V.iU'ft""#;"*;"i'ih; io*-*ut*r levels on the D,anrube, and vice versa. lt is

the,refoine rne,Ces,Sary, aSid-efrom- defirl-1,i6,9 rnaxlrnum irn'ternal wa'trerrs, tO 'dete'r'mine

the ,stochaGrtic rela,ti,o,n 'tertweon thlse wa'tens arnd Dan'u'be wa'te'r I'eve'l's'

It"g,"iiplii,itr-or'Jii"r]*,,gJ-ir]['r"ruit" is..deFirned ,o,n the basis of twodi'men-

sr:orn Inorrmal d!'s$r'l,b'u't.o,n, u,sri'ng 95 u/0 elliipse drgpelisl'on'

Kev words: ]rcgressiofi analy.sis, correlati,on, two,di'merrs'ion al no,rmal d,istlt.i-

buti'on,'dis,Pers'i'on elliPse.

1. KORELACIJSKA ANALIZA

Buduii da ne postoie miereni podaci o vodninr

kolidi,nama unutar sliva Vuke ('ili su oni veoma

oskudni i nekvalitetni) potraZit iemo korelativrru

vezu ,izmedu evidentiran'ih vodostaja' U radun ie'
mo uzeti maiksimalne vodne nivoe izviesnog peri-

oda traiania. S obzirom na to da vel'iki vodni va'

lovi Dunava traiu rpo viSe mieseci, logiino ie pret-
postaviti da neie'vodostai Vuke koii odgovara

maksimalnom vodostaiu na Dunavu d'obro defini-
rati unutraSnli vod'ni reiim i obrnuto' Stoga ie u

raiun uzet pr'osiei:ni vodostai perioda od 11 da-

na (5 d,ana 
'priie formirania ,maksimuma i 5 dana

posl,ile; na stanicama Dunav-Vukova'r i Vuka-
korpaS. Vod,okazni profil Korpai na Vu'ki lociran

ie u km 72.2, gdie se ne osieia u'sporno djelova-
nie Dunava. Proraiun je temel ien na evidentira-

nim podacima iz penioda 193.l-1972. godine s

tinr ia su svake godine odabrana dva najveia vod-

na vala. Vodostali (variiable) su obilieZeni na sli-
jedeii nadin:

- sluial a)
xr...maksimalan vodostai Duna-

v3 - 
\rru[<6v6t- (,prosiek 1 l-

dnevnih vodostaia u Perio-
du kulminaciie vodnog vala )

y1 . . . korespodentan vodostaj Vu-
ke-KorpaS

- 
sludai b)

x2... maksimalna Vu,ka i

y,.. . koresPodentan Dunav.

Dakle, varijable x' ix, prezentiraju visoki vodni
reiim Dunava od'nosno Vuke, dok !r 'i yr predstav-

liaju korespodentni relim na Vu'ki odnosno Duna-
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vu. Korelativni proradun rezultirao je slijedeiim
parametrlima:

._ sludaj a)
xt = 436,5 cm y' = 8],2 cm n = 8l
dxr : t l10,15cm 6v : ! 48,4cm

n
Ix'yr : 2864920
i=1

rr - - 
0,058

- 
sludaj b)

*z = 150,7 cm y, = 259,7 cm n = 82
oxz = t58,26 cm ovt: ! I14,]0 cm

n
lxzyt = 3154044

i:1
p, = - Q,IQQ

Dakle, korelativni, koeficiient r, koj,i se raauna po
form u li

L!.
-.- ) xv -xvn i-r (l)
-- 

", ", 
._-

je jako malen, gotovo je ravan nuli u ied,nom i

drugom analizi'ranom sludaju.

Aproksimativna metoda za testi,ranie ove tvrd-
nje polazi od standardne devijacije o. koeficiienta
korelacije r, koia se moZe proradunati ovako:

1-r2 (2)

\fN

Gra'nice unutar koiih se nalazi koeficiient r su
dane intervalom od tri standardne deviiaciie or s

obadvi je strane r, ti. r13 o.. Akc su ove granice
razlititih predznaka, kao 5'to je to u naiem sluda ju

a) rr * 3 o,r : 
-0,058 

+ 3.0,1 11 = O,275
61 .-Jo.1 : 

-0,058-3 
0,lll =-0',39]

b) rz ! 3 o,z: 
- 

0,100 + 3'0,'l.l0 : 0,230
p2-J6,2 = -0,100-3 

0,1.l0: 
-0,430tada se moie uzeti da ie r = 0. Da'kle, na temeliu

ovog aproksimativnog testa moie se tvrditi da
visoki vodni reiim Dunava (x, ) i koresrpodentni
reZi'm Vuke (y,) predstavljaju nekorelirane sludal-
ne velidine (r = 0). Do i,stog zakljudka dolli smo
i za par velidina (xz, y.).

l. 1. lspitivanie nezavisnosti dvije sluda jne
variia,ble

No, medutim ,iz iinjen,ice da je koeficijent kore-
lacije r = 0, ne smiie se izvesti zakljudak da su
promatrani ,parovi (xr, y,) ili (xz, yz) meduso,bno
neza\iiisne slutajne vari iable. Obrnuta ivrdnia vri-
jedi; stohastidka nezavi,snost x iy nuino povladi
injihovu nekoreliranost. Stoga je potrebno da is-
pitamo nezavisnost para sludajnih varijabli x iy.
Metodu ko,nirole uveo ie Pearson ;2 - 

1*51o.,
koja razrratra diskret,ne sludaieve varijable. Zato
da bi mogli koristiti ovaj postupak mo'ramo origi-
nalnu kont'inuiranu ra,spodjelu vodostaia (varija-
bli) x i y pretvoriti u di,skretnu,pomoiu svrsishod-
no'odabranih razreda. U tabeli 1 i 2 promatrane
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parove (x', y,), odnosno (xz, yz) svrstali smo u
razrede ( polia ) veliiine

Ax= Ay=50cm

Ako i-torn razredu varijarble x odgovara udestalost
n', a k-tom razredu varijaible y udestalost nk paro-
va (x, y), te ako je broi razreda u koj,ima se poja-
vila variiabla x iednak r, odn'osno broi razreda s

varijablonr y ie q, tada suma:

pnipada yz ;6s'podjeli sa stupnjevima slobode

f=(q-l) (r-l) (4)

gd je je nir udestalost zaledni6ke po jave para ( x,
y) u i-tom i k-tom razred,u.

U tabeli I i 2 odredene su velidine x2 i f. Budu-
ci da je f > 30 u nalem sludalu, to vnijednost
iTx', izraivnata iz su'rne x:, slijedi normalnu ras-
podjelu, iija ie srednia vrijednost pribliZno jedna-

ka Vi(1-t 1. Dakle, definira juii ,parametar

1 = l,r/2X, _ V2(f_l) | (5)

uu tabeli normalne raspodiele nalazimo odgova-
rajuiu vrijednost funrkcije P (t) s kojom iz jed-
na'dibe p = 2 [100-P(t)], nalazimo vriiednost p
na koioj temeljimo dono5enje odluke.

Koriiienjem formuia 3, 4, 5 proradun vel,idina
p ie pri'kazan u ta,beli I za sludai a) odnosno za
sludal b) stanja reiima voda Vu,ke i Dunava u ta-
beli 2. Na temelju tih rezultata moZemo .konstati-
rati da ie vierojatnost medusobne nezavtisnosti
sludajnih varijabli:

x, iy, (,sludai a) p = 40,6010, odnosno
x' iy, (sludai b) p = 46,60/0.

2. DVODIMENZIONALNA NORMALNA DISTRIBU.
CIJA 

- 
ELIPSA RASIPANJA

Kada se sluda jne variiable x i y nnogu smatraii
stchastidki neazvisnim velid,inama ( 5to znadi da su
i nekorelirane) tada se vierojatnost njihove zaied-
nidke pojave p (x, y), odnosno fun,kc,ija gustoie
nroie jednostavno,proradunati iz:

p(x, y) = p,(x) p,(y) (6)

gdje su: p,(x) i p'(y) ... marginalne funkc,ije gu-
stoie sludajnih velidina x iy.

^r-. - 
l - -lY-!)'i,o'?y\.'/ - (6a)

Ako su ".ri;.U" 

/^ 
i y stohastidki nezavisne

r = 0 inormalno distribuirane s parametrima (x,
d") i (Y, o'), to je prema 6 i 6a furrkciia gusfoie
nlihove dvodimenzi,onalne normalne distribuciie:

p(x, y) : -"--1---. -1[(o""=)'*(?)1 e)
zll 6r 6y
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Skup svih todaka u ravnin,i koordinatnog s'iste-

ma: x i y odnosno skup 'parova variiabli (x, y)
kojima pri,pada ista gustoda vierojatnosti p (x,
y) : const. ie ,prema iecinad)b'i

x-x v-y(-)')+(-)'?-c2
o, oy

gdie c' oznadava ko,nsta,ntu. Ova jecinadZba preci-
stavlia eli'psu s centrom (i, y) i poluosima (c r",
c o,). Osovine ove elipse, koia se naziva elipsa ra-
5|panja su pa'ralelne s koordinatn,im osima x i y.

NuZa,n i dovoljan uvjet da 'par var,i jabli (x, y),
leZi unutar eli,pse delinirane iednadZbom 8 'izraia-
va se neidnadibom:

1-! y-Y
(-),*(-1:4.2

o, o,

Ako uve'demo u razmatranie standardne varijable
Lr, tz

x-I . y-Y
t!=- [1:-

o\ Or

dobivamo da njihova suma kvadra.ta:

tzr*t2z=X2

5

rnda je ova konstatacija statistidki neoboriva, ob-
zircm na izvriene testove, ipak ostaje i,injenica da
proradunati r (koli ie takoder optereien pogreS,ka-
nra uzorka) niie jednaL 

'1arli 
kz = -0,1 

O).
2) Variiabla x' i y' nonmalno distribuirane, odno-
sno funkcije Eustoie pr(x:) i pi(yz) pripadaju nor-
rrralnoi raspodleli.

lz tabele 2 obzirom na rasi.panje totaka oko
pravaca i: i y:, te s obziro,m na udinjene testove
prilagodbe varijabli xi i yz normalnoj distr,i,buciii,
nroie se konsiatirati, da se statisti6ki ne bi rnoglo
d,okazati, da se varijable xc i ye ne pokoravaiu nor-
malno.j 'raspodjeli.

Zbog skuden'og prostora prikazujemo na slici i
norrralnu distri'buciju samo varijable yr, 'kao i

klasidni test ,prilagodbe po Kolmogorovu, na sl. 2.,
za koje niie ,potreban komenta,r.

Medutim, pretpostavka navedena pod 2) nije
dovolina, jer ako su ma.rginalne d'istribuc,ije nor-
malne, funkcija gustoie p (x, y) moie biti, ali ne
trrcr-a biti neophodno normalna.

Stoga ierrro u proratiln i,pa,k uvesti koeficije,nt
korelacije r, te testiranjem dokazati da se p (x,
y) pokorava dvodi'rnenzionalnoi normalnoj .distri-
buci ji. Radun ie se odnositi na razmatrani sludai
b).

U tom sludaju x i y nisu stohastidki nezavisne.
U jednadZbu 7 rnora se uvesti koeficriient korela-
riie r, kcji karakterizira mjcru zavisnosti x iy,
te ta lednadiba dob,iva obli,k:

P (x, Y) '-=

.-.-..-!--..--, - . 
- 1, 1,.; [('.to)' 2.'' -; ]."!'i (?)']

2- c, or. ll 1 12

(14)

Medutim, for,ma dvodimenzionalne nornralne di-
stri,buciie izra/ena fo,rmulom 7 ie mnogo jedno-
stavnija i pogodn,ija za proradune od opceg oblika
14 ,pa se prirodno nameie ideja da se izvjesnom
transfor'maciio,m kordinatnog sistema x, y u neki
novi koordi,natni sistem, koj"S smo obilieZili sa
'.tr i \t,,poku5a prevesti 14 u formu 7. Drugim ri-
jetima ielimo umjesto para varijabli (x, y) pro-
nratrati dr,ugi par (yt, yz), drije s,u velidine u od-
redenoj funkcijskol zavisnosti s ,parom (x, y), ali
su istovrerneno medusob'no stohastid.k,i nezavisne.
U tom cilju koristirno sliledeiu linearnu transfor-
rnaciju:

x 
- 

x :,)rr cos oc 

- 
yz 5ip. o"

y-9:yr sina*yr sssa

sdje ie:
2r o"o,

tg )a=

( 10)

(il)
pripada poznatoj x'ras,pcdjeli sa dva stupnja slo-
bode: f = 2.

Vieroiatnost da je neiednadZba 9 zadovolje'na iz-
nosi:

P\x'<c'f zaf:2
odnos,no vjerojatnost da par va,riiabli (x,
unutar eli'pse definirane izrazom:

x-x V-Y(-)'z+(-)'?=X2,), f:2
o, o"

(12)

y) leii

( I3)

iznosi P. Za P = 950/0, odnosno za 9\o/o-tnu el,irpsu
rasi,pan ja x'1 P : 95o,'o iznssi 5,991 (za t = 2).

JednadZba 950/o-tne elipse ra,si,pania za na5 ana-
lizirani sluiaj b) koli prezentira visoki reZim Vu-
ke x, i korespodentni reZi'm Dunava /u glasi:

x, 
- 

150 ,7 yz 
- 

259 ,7
(--)?+( )':5.991

58,26 114,10

Ta elipsa imade poluosi

- u smjeru osi x,: a: 58,26 V5.t9l :142,6 cm

- u smjeru osiy,: b : I l4,lO VS.S9l :279,3cm

kada bi se ta elipsa preze,ntirala grafidki kao 5to
ie ud,i'njeno npr. na sl. 4. mogl,o bi ,se 'konstatirat'i,
da broi todarka (x,, yz) koje leie izvan te elipse,
nije ni5ta veii od teoretskog odekivanog broja to'
da'l<a. Razlozi za .ovo leZe u d'okaza,nim pret'postav-
kama, k,oje d,ovode do moguinost'i pri,miene jed-
nadZbe 7 (odn'osno dvodi,menzi,onalne normalne
distri'bucije nezavi,snih vanijabli) na razmatrani
niz parova (x', yz), a te su:

I ) Variiable xt i yz s'u stohastidki nezavisne. Pre-

02 '-62,

Za ovu vrijednost a variiable yr i yr su stohastidki
nezavi,sne, pa je funkcija gu,sto'ie 14 ,pre(la u ob-
tik :

I ts'l vl\
p(y,y,)- = 1 2\4,';r) (r7)

lrt 6yr6vz

( l5)

(16)
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VJEROJATNIOST roJAlE GODsNJ I H \CIDOSTAJA DUNAVA (VUI<OTAT ) KORESrcDENTNI F

MAI$IMALNIM NAVUKI (KorpaS) - (u 11-dnevnom periodu )

0.05 0.r 0.2 0.5

I# EftOJAT}.JOST FR:LAGODBI :

PROBAHLIY CF a\Djl.fSllviEi lI :

t! = 252.49cm

9.= lo3.to cm

t-mEotn2$mrsrdo60
ooo$u tm6ra.{ trJt{aa u wKot{AfiJ ffiEmoanTNt rcHAutM wK u toRplsu
A'IIIAI U{JE WA1€R tEV€6 IT IIKWAR CORREPONqN: lo Wl(A ffiX.WAT€R EVEIs IN I(oRP'S

95 S8 99 S.8 S.9 S.99
vjerojatnoia pojave ^ o/

piobability of oc.urren@ P lo

('-, )' ,

, ,t,. 7-2; f -= 2

Sl, I ... - Fig. I

S1.2.'... FiE.2

Vanijance o2yt i o2"z velidina yr i yz .izra?ava ju se po-
moiu varijanoi o:r i o2,, te koeficijenata korelacije
r s{uEa jnih velidina x i y relaciiama:

(or, -l crr)z : cl -i cJ I z<t,o,l/T -'12
(or, - orr)' .-. (l -i- cl - 2 o, oryi 1 -: rl (18)

Elipsa rasipanja koia odgovara funkoijri l4 imade
jednadZbu:

*r[(ra1)'_ z.;:=r r (r_r1'1 _ 
",

(xe)

koia je prerra fun,kciji l7 ovako definirana:

(?ri)

JednadZbe 19 i 20 eli'pse rasipania su identidne,
ali je potonja daleko ,pri'kladnija za p,roradun.
Vjeroiatnost da par velidina (x, y) leZi unutar e-
I'i'pse 20 je:

Plyl < c'|

4
vl

zal:2

Na slici je prikazana pozicija elipse rasi,panja, po-
zicija regresivnih linija u od'nosu na elipsu, te
trans{ormacija koordinatnog sistema (x, y) u si-
sister-n (yt, yu).

(:;,)'

a

re

o

PROBABILITY 0F OCCURRENCE OFANNUAL DANUBE WATER LEVELS (Vukouar)
C0RRESPONDING T0 VUI(A MAXIMUN4 WATER LEVELS ( Korpa5)- (in ll-day period )

NORMALNA DISTRIBUCIJA

NORI,4AL DISTRIBUTION

-6 
= 252'5 cm

0. =t03.76 cm
t?

P. 10 goC. yar yr: Jgg.J 66
P= 25god :r- yr: dl{.! srn

P = 50god. .,- y: = 465.6 cm

P = l0Ogod. -,- yz= 493.9 cm
F=l000god.-u- yz= 573.1 cm

r.dfi-
z.0.06sF .0.621

tlrl.0.55 %

'l>.

7p"

sl. 3 / .' Fis. 3

t



Stohastidka pov€zanost veliklh voda Vuke ,i Dunava

Elipsa je situirana u centa,r (x, i) ishodi5ta ko-
ord'inatnog sistema yr yr, sa pol'uosima (Xror,,
yoor,). Moie se opisati sa pravokutnikom, dije su
stranice paralelne sa .koordinatnim sistemom x i y,
a ima ju duii'nu 2 a'6 i ) o,"Y,.

Regresijski pravac y o x, definira,n iednadZbom
ov

y-t: r- (x-X) ..... p,

odnosno
orr*ryt:172,166
o,1 

-oy2:-56,436
daie:

ot: 57,87 cm d,: = 114,30 cm

pa je fedrrad?ba 95010-'tne eli,pse (formula 20):

Yr Yz

(-)'? + ( )2:5.991
57 ,87 I 14,30

jer ie x' = 5.991 za f :2
P : 95nlt

Poluosi te eli,p,se iznose:

* glavna: a = I14,30 V5.991 : 279,8 cm
(,u smieru osi y:).

- sporedna: b:57,87 V5.991 : l4l ,7 cm
(u smjeru osi yt)

Ellpsa je upisana u p,ravokutnik

cjuiine: 2 58,26 V5.99.I :285,2 cm
( u sn'r jeru osi x )

iirine: 2.114,10 {5991:558,55 cm
(u sm jeru osi y)

l- -.-^Iixl.^- ^-:l-^-- ^.,^ ^l:.-^^ nFn/ !'^^ -.:-.-^:^!
'! vr o'rL^eg pr r^dzd gvv crp5s 7J /rr-Utc vlElrJlot-

nosti moZe se lagano konstatirati, da se svega 4
t'oike, koje smo oznatili sa A, B, C iD nalaze iz-
van nje. To je upravo teoretski broi parova vari-
iabli (x, y) koji se moie nalaziti izvan te elipse.
Naime, 50/o od ukupnog broja podataka n = 82 iz-
nosi: 0,05 x 82 = 4,1 . Prema tome, mogli bismo
za,kljudit'i da se zajednidka funkciia distribucije.p
(x, y) varija,bli x ii y moie prezentirati dvodimen-
zionalnonr normalnom raspodjelo,m. Da ovu kon-
stataciju doista dokaiemo prikazat cemo jednosta-
van tost, koj i se temelji na relacijama I9 i 20.

2.2. Testiranje prilaqodbe fun'kcije gustoie p (x,
y) dvodimenzionalnoi normalnoj distribuciii:

U tu svrhu 'pronratra ju se parovi varijabli (x,, yt),
te se za svaki proraduna vel'idina:

.ti I ll*i iI' 
2r 

*, 
_- 

iY, 
_ -v I (vr - v,y'1/.t I .;tL\-i: I '' ", ", 

,\ , 
(24)

koja se prema izrazu J0 moZe pisati:

.t
x? - , --1; [ti - 2rtr rz J tll (25)

Distribucija ovih X', vri jednosti se moie kOnipari-
rati s korespodentnom teoretskom disiribucijom,
l<ofa gla,si :

I

P{x'}:t-'1\'

odnosno:

los (t 
-P{x'?l) 

: 
-"0.217'x'

(26)

(27 )

(21)

prolazi kroz centar vertikalnih odsjedaka el,ipse,
dok drugi regresi,isk,i pravac x o y, dija ie jedna-
diba:

o,

1-f :r-(y f).....pr
oy

(22)

prolazi kroz centar horizo,ntalnih odsjedaka el,ipse.
To je zbog toga, Sto ie za regresiis,ki ,pravac rp, su.h1d
kvadarata odstqpania po ordinati y, a za p2 po ap-
scisi x min,imalna.
Glavna os eli'pse, koja in-rade jednadZbu:

y: Y + tg a (x-x) (23)

takoder se naziva iortogonalna regresija, ier je
su,ma kvadrata poprednih devijaciid od tog prav-
ca minimalna.

Za naI .promatrani sludai visokog vod,nog reiima
y'ri,i<s (xs) ikorespodentnog reZima Dunava (y:)
prema iznesen,im statistridki,m parametrima u po-
glavlju l. imamo (indeks 2 va,riiabli x iy s,mo u
sliiedeiem prikazu,izqstavil,i ) :

- 
regresij'ski pravci (fonmule 2l i 22')

pr. ...y = 
-0,10'0 

114,10158,26 (x-l50,20) +
+ 259,67: 

-0,116r^ + nr,X
p!. . . . x = 

-0,100.58,2611,14,10 
(y-259,67) +

+150,70 =-0,0512 y + 163,99

nagib glavne osi eli,pse (formula 16)

2 ( 
-0, 

1 00 ) 58 ,26 1 14,10
tg 2a- :0,1381

59,26, 
- 

114,107

2a=7,86 a:3,93'

- iedna.dZba glavne osi elipse (formula 23 )

y : 259,67 + 0,0687 (x-150,70) :
:A,O687x*249,31

Svi ovi pravci prezenti,ra,ni su na grafidko-m prikazu
pa,rova va'riia,bli (x, y) na sl. l4 koii ie takoder
posluZio da se prikaZe i .eli,psa 95 postotne vjero-
iatnosti. Ona je kon,struirana na temelju relacija
l8 iz kojrih su proradunate devijaciie ot i o,-z ko-
ordinatn,og si'stema (yr, yr) s centro,m u todki
(i= 150,70,v:259,67).
R ie5en je jednadZbi:

(op + o,z)' : 58,26' + 114,102+2 58,26 1 14,10
Y 1-9,1992 = 29641 ,06

(o,r 
- 

oyz)2 : 58,26'1+114,102-2.58,26 114,10

vl-o,toot: 3185,02
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5r. 4 Fig. l

Da,kle, potrebno ie proradunati n vniiednosti x,2

prema for'muli 24 zatim ih poredati u ,rastuiem po-
retku i pridodati svakoi odgovarajuiu vjeroiatnost
I 

- 
P iX2l, proraduna,tu formulonr kumulativne

empiridk-e frekvenciie oblika :

n - i+y2
t-P.{x2l=_-

n
(28)

KSENIJA .SFEBRENOVIC

RELACIJA ZI',IEOU * I XUUUNTNNE MEK/ENCIJE

RELATION BEIWEE},I t' AruO CUMMULATIVE MEQUEI.ICY

9.5 '': Fig.5

predstavlja gotovo stohastidki nezavisan sludaian
sistem, tako da poznavanie vrijednosti velidine x'
ne daje got,ovo nikakovu informaciju o sludajnoj
velidini yr. Njihov koeficiient korelacije izn'osi sve-
ga r : 

-0,.100, 
te svojom velidinom ukazuje na

vrlo malu zavisnost varijabli x, i )/:. To se naibo-
lje moZe konstatirati iz prezenlirane 95 postotne
elipse ra,sipanja. Uzima,mo da varijabla x, koia ka-
rakterizira visoki vodni reim Vuke poprimi dis-
kretnu vrijednost koia odgovara 2 postotnoj vje-
roiatnoii pojave, odnosnopovratn,om period,u P :
50 godina. Za taj period faktor udestalosti ili stan-
dardizirana normalna varijabla s parametrima
(0,1) iznosi t : 2,054 pa ie velidina variiable xz:

xe = Iz * to^z : 150,7 + 2,A54 58,26 : 270,4 cm

Taj pravac sijede elipsu u dvije todke koje smo o-
biljeiili sa M i N. Koordinatu y, tih todaka izra-
d,unat iemo analitid'ki. Najjednostavnije je konistiti
za iednadZbu eli,pse izraz 25

tt'| 
-2rtr. te * te2 : (1 

-r) X'

Supstituciiom poznatih veli6i,na (,r, t, ri x?) dobiva-
rRo:

2,A542-2(-4,101 .2,054 te * t{ * trr =
= ( l--{,lr) .5,ggl

odnosno:

t'+ 0,4109 tt- 1,/ll) = Q

Parove velidina xt2 i l -p1x2l nacrtali smo u
linearno-logaritamskom mierilu u koiem je jedna-
dlba 26 a prezentirana pravcem 'kroz todku (0, I )
sa nagibom -4,217.

Varijacije todaka oko tog pravca (teoretske fu-
nkciie distni.bucije 12) ne indicirafu da ispitivana
distrbucija signifika,ntno odstupa od teoretske xL
-distribucije,. zbr:ig toga ie h,ipoteza da opaZania
(x..y),prirpadaju dvodimenzionalnoi normainol di-
stribuciji potpuno na miestu.

3. KOMENTAR PRORACUNA STOHASTICKE PO.
VEZANOSTI VODNIH REZIMA VUKE I DUNAVA

Visoki vodni reiim V,uke (x,) i korespodentn,i
Dunava ( y') u 3 postot,norn godiSnienr tra janiu

la
t00
90
e0

10

EO

50

{t

t0



Stohastidka ,povezanost velritkih voda Vrike 'i Dunava

Rie5enia ove kva'dratne jednadZbe iznose:

(,tr)r : l,i 191

te je koordinata y2:

(ta): = 
-1,5299

todke N y: : y:*('t:),orz - 259,67+ 
,l,1191 

I 14, l0
= 387,4 cm

todke M yt : yt* (t2),avr : 259,67-1 ,5299 114, 10
:85,1 cm

Darkle sa 950/o-tnom sigu'rnosti mozemo tvrditi da
ie SO-godiSnjem visokom reZimu Vuke odgovarati
vodostai Dunava u veli'kom dijapazonu od 85,lcm
do 387,4 cm. Poznavaiuii velidin'u yz dobiva'mo
vrlo malu informaciju o sl,udainoi velii'ini vz. To'
dke N i M su simetri'dn,o poloZene s obzirom na

prvri regresijski pravac P'. Vieroiatnost da se rpar
variiabli (xz, ye) nade 'u pod'rudju S koje je defi-
nirano todkom N sa 'koordi'natama: xz: 27A,4 cm
i yr : 387,4 cm (vidi skicu), iznosi:

F(rc,Yr) = il\xz>27O.4,y2<387.41

-' [ 1-0,(xz ) ] [ l-nr( v, )xr]

Uvjetna sludaina vel'idina ya ie distribuirana po
normalnom za,konu s ,pararntrima:
oiekivanom vrijednosti (regresijski pravac P'):

dn
z: t,*r - 

(x 
- 

A) : 236,2 gm
6'z

i standa'rdnom deviiac.iiom:

o,:612 (l-r'; = l13,53qrr

te ie njezin faktor udestalosti:

387,4 
- 

236,2
t! = 

-:1,332

1 13,53

Shod,no tome ie pr(yrlx2) : 0,908, pa ie

P(xr,Yz) =0,02'0,092 : 0,00183

il,i P:547 god.

Dakle, vierojatnost da par varijabl'i (x:,v:) po-
primi vrijednosti: x2 : 270,4 cm i ys = 387,4 ie
iednaka 0,.l830/o ili drugim riiedi,ma tai dogadai
imade ,povratni period P : 547 godina.

Dvodimenzi,onalna normalna distribuc'iia vodnih
reZima Vuke i Dunava omguiuie nam da proradu-
namo vjerojatnost istovremene poiave velikih vo-
da razni,h frekvenciia.

Na ,pr. razmotrimo vjeroja,tnost zajedni6ke pola-
ve vodnih reZima Vu,ke.i Dunava od koiih ie sva'ki
povratnog rperioda veieg od 50 godina. Prema pre-
zentriranoj ,marginalnoj distribuciji (sl. I ) va'riia-
ble yz, ta velidina iznos'i yz 

-465,6 
cm.

Shodno tome potrebno je proradunati vieroiat-
nost da nastupi dogadaj:

F [(xe,yz)es] : Plx,>270.4,v>AdS.6y

odnosno da par (xz,ye) padne u podrudie S o,bilje-
ien,o na skici 95-postotne eli,pse rasi'pania. Usvaia-

iuii da s,u var,ijable xe i yz pot,puno meilusobno
nezavisne dobivamo prema izrazu 6

I

Pl (x: yr)e5| = [l--rpr(xr)] [l-pr(y'l)] =
= ( l-0,98) (l-0,98) : 0,0004 : 0,A4olo ili
P = 2500 god.

Uvodeii u proradun ipostoieii koeficiient korela-
cije r: 

-0,10, 
vjerojatnost ovog dogadaia nai-

lak5e je proradunati koriiSteniem formule 28. No,
prije toga ,potrebno je tra'nsformirati koordinate
to6ke S iz koordinatnog s'istema xz i y2 u sistem
yt i y,, Prema relaciiama l5 d,obivamo:

270,4-150,7 = Yr cos 3",93 
-Y*'irn3",93465,6-259,7 : Y:sin 3o,93 + Yrcos 3o,93

Rje5enje ovog sistema iednadZbi daie:

Yr : 133,5 cm

te je prema formul,i :

Yz : 197,2 cm

F(yr,yz):o {r, 1!t,yz. r,} - -(#).o(::-) czr>

gdje ie o fun'kciia Gaussovog integrala

n 
{rv, v).,} : l,-'(g#)] ['-.(ii#)]
(l-0,9891 ) (1-0,9477) : 0,0109 et,O423

: 0,0460lo ili P = 2169 god.

Prema tome, vjerojatnost zaiednidke ,poiave vo-
dnih reZima Vuke i Dunava povratnih perioda ve-
iih od 50 godi,na je vrlo mala.

ZAKUUCAK:

Na temelju provedenih analiza i proraiuna mo-
Ze se zakljuiiti:

- Da visoki vodni reiim Dunava u Vukovaru i

korespodentni Vuke u Korpa5u, i obrnuto >vi,soka<
Vurka i korespodentni Dunav, prezentirani h'isto-
rijski evidentiranim nizovima vodostaja iz perio-
da 1931-1972, predstavljaju sludajne stacionar-
ne ,procese koji se sa statis,tidki zadovoliavaiuiom
todnoSiu moEU definirati nor,malnom distribuci-
iom.

- 
Da su koefic,ijenti ,korelacije kao mjera me-

dusobne stohastii,ke zavisnosti'promatranih paro*
va varijabli vrlo ,mali. Oni iznose: r - -0,058 

za
sludaj formrirania maksimuma na Dunavu, odnos-
no r = -0,100 

kod maksimuma na Vu,ki.
St,oga poznavanje jednog vodnog reii'ma daie re-

lativno male informacije o korespodentnom reZi-
mu, 5to se ,moZe konstatirati i ,iz obli,ka prezenti-
rane elipse,rasi,pania.

- 
Za jed,nidka ra,s,podiela analiziranih pa,rova va-

rijabl,i dade se dobro definirati dvodimenzional-
nim nonmal'nim zakonom, a njihova d,i,sperziia pri-
kazati elipsom rasi,panja. Sa 95-postotnom sigur-
nosti mozemo tvrditi da ie kod 50-god,i5njeg viso-
kog vodnog reZima Vu,ke vodostaj Dunava u Vuko-
varu bitri u velirkom diia,pazonu od 85-387 cm.
Za ostale karakteristidne frekvenciie velikih voda
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mogu se rezultati jednostavno definirati iz 'sli,ke 4.

- 
Da je vjerojatnost zajedniike poiave visokih

vodnih reZima na oba vodo'toka vrlo mala.
,Ako nrpr. zahtijevamo da obadva vodna reiii,ma

imaju frekvenciju jednaku ili maniu od 20lo (P >
> 50 godina) niihovu zaiednidku poiavu karakil
iizira povratnri period od 2170 godina.
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KSENIJA SBEBRENOVIE

SUMMARY- 
Thil dpuI. analyses the stoohastic co,nre'lartriorn between

flrood wa,tens oif the Vutka and Danuib.e r,ivers by ap
plyi,n,g co'rrelartriorn arna,lyslis a,nd,bidimernsional n'orrmal
di,srtiirbutiorn. Ba,sed o'n 'thes,e arnalys'e,s and carlculations
the forl'lowi,ng cain ;be stated:

- The Da'n,u,be fl'oord regime .i,n Vukova,r arnid the con-
rospo'nd,i,nrg re,g,irne rorf the Vu.ka i,n Ko,rrpa5, and vice
versa, "hiigh" V,urka warte,ns arnd trh.e co,r-.respoindtirng Da-
n,urb'e R,iverr, givern ,by an ,hristonically r,ecorded his,toti-
cally ne,c,o,rded ,series of wat'er levels over the .per,iod
1931-1972, prresenrt ac,oid,enrtal s,tatirornarry iprocesrs'es thai
can b'e, with ,stadisfticalily satirs,fy,iin,g acquracy, defirned
by means ,o'f ,norm,al di$tdilbrrti'orn.

The co,nrglatioin coeifioi,ents, ars a me,asuire of
rnutuarl stochastic dqpernde,n,qe of the pain-va'niabrles
obse,rved, arre verry l,ow. They are resp'ecilive,ly
r = - 0.058 iiin th,e 'case of oreati,oin of the Dain'ulbe

maxirmrum and ir : - 0.1000 for the ,maxi,mum on ,the Vu'ka.
The sttu'dy oif one water lregim,e the'refoi,'e Frovides

rela,tively poor'iinrfo,r.mation about the,corr,respo,ndtirng re-
gi,me, \dhidh can also rbe co'n,cluded f'rom the 'shape of
the di'srperrsion elrlips,e tprersented.

- Cormrm,orn dii,srliii'b:u'tibn of the ipai,r-vaniableis analys,ed,
carn be,d'erfi,n.ed S,u,csessfiurlily .by' b'id,iimen,s'i,onal'noinmal
law, arnd thei:r di,spers'ion presen,ted by a di;srpo'rs'ion
ell,ipse. We ca,n cla'iin, with 95 0/o certai'nty, that by the
S0-yea,r Vurka floords, the 'Darnurbe waterr {eve'l ,in Vukwar
wili range ,betwe'en 85-3'87 om. Forr oibhef . charaote-
ristic tlo"od f'req'ss.t't* rresulfts ca'n be easify d€te'nmiined
fronn Fig, 4.
. 

- ffie rprorba,bi,lri;ty ,of 'simul,tarneo'u's occurr'ance of
floods o,n both watercounlse$ ris very lrow.

lf we requesb for both wate'r reg'i'mes a freq'uency,
for exaqp,lre,'equal to o,r lower tha'n 20lo (rP ) 50 years)'

thelirr simru,lrtaneous ocoufiretnce rils oharacte'r'ized by a

2170-year rettrnn rperi'od.


