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Statisti6ka metoda prognoze firrirh,imalne temperature

A Statistical Method fo'r Forecasting Minimum Temperature

GORAN BELAMARIE i MIHOVIL KISEGI
Republi6ki hidrometeorol,o5ki zavod SR Hrvatske, Zagreb

SaZetak: Za dob'iva,n,ie objektivne prognoze minimaln.e temperature u ,mjesecu
sijednliu za Zagretb koriStena je jednadZba mnogostruke linearne regresije. Odab-
ran,o j,e deset potencijalnih prediktora, mjerenih na opservatorij,u Zagreb-iMaksi-
'mir. Odretleno je uku'pno osam jednadZbi regresije, koristedi kombinacjje od tri
do pet, po mogudnosti meclusobno nezavisnih, prediktora. Sve jednadZbe odrealene
su iz petogodi5n}eg niza 1975-79. Oojena jednadZbi udinjena je na pod,acimd
sijednja 1982. Za komibinacij,u od ,pet medus'obno nezavisnih prediktora koji su
dali najve6i dopfinos redukciji varijance predflktan'da, od,reclena je jednadZba iz
desetogodi5rnjeg niza poda'taka 1972-81t dime su doibiveni stabi,ln'iji ,koeficijenti
regresi;ie.

Kljudne rijedi : Minimalna temperatura, statistibka prognoza tem,perature,
mnogbstruka lineanna regresija.

Abstraet: Thi's study employs the equation of multirple linear regression with ten
potential predictors of mi,ni'mu'm temJperature in J'anuary at the observatory Zag-
reb-Maksi'm,i,r. A total of e,ight equations of regression are used as a oombina-
tion of three to five ,possibly mutually independent pred,iqtors. All equations are
determ'ined f.rom ,five years data series lg75-79. The test o'f the method is con-
duoted on data taken in January 1982. For the cornbination of five mutua'lly inde-
pendent predictors, giving the highest contri,bution to the variance of the ,pre-

dictand the equation ;from a l0-year (1972-811 data series is constructed, whiqh
resulted 'in more stable coefficients of regression.

Key words: M'inimum te'mperat'ure, statistical ternperature loreca5tiqg, muf-
tiple linear regressio;n.

I. UVOD

Cilj rada bio je dobiti objektivnu pr,ognozu mini-
malne temperature u miesecu sijeinju za zagrebad-
ko podrudje. Prognoza m,inimalnih temperatura ie
od veli'kog znadenja, posebno zim.i, kada ie i naro-
dito te5ka. Te5koie prognoze za Sire podrudie su i

u tome, 5to min,imalna temperatura jako ovisi o lo-
kalnim uvjetima - konfiguraciji terena,'karakteri-
stika,ma tla te moguiem snieZnom pokrivadu.

Do pojave numeridke prognoze vremena koriS-
tena je >klasidna metoda<, kod koie se na osnovi
opaZenih vrijednosti meteoroloS'kih elemenata do
trenutka izdavan ja prognoze formulira prognoza
odredene meteoroloSke velidine.

Numeridka prognoza vremena nam ne daje iz-
ravno prognozu minimalne temrperature. Vei i sam
termtin >numeridka prognoza vremena( nije ispra-
van, jer se ne prognozira vrijeme, ve( polje tlaka,

geopotencijala itd. Tsk savrSeniji modeli numerid-
ke prognoze daju i polja temperature, horizontal-
nih i vertikalnih brzina, vlaZnosti, oborina itd.
Stoga pnognoza veiine meteoroloSkih elemenata,
koji su znadajn'i za dovjeka i niegove aktivnosti,
ostaje >>na duSu<< meteorologa-sinoptidara, koji in-
terpretira prognostiike karte sluZeii se svojim
znanjem, iskustvom, praienjem vremena i rpozna-
vanjem klimatskih karakteristika krajeva za koje
daje prognozv. Ta interpretacija je meduti'm su-
bjektivna, pa se stoga priSlo razvijanju objektiv-
nih metoda prognoze vremena.

Pregled tih metoda dal,i su Glahn (1965), Barry
i Perry (1973) i Belov (1975).

U Republ,id,kom hidrometeorolo,S'kom zavodu SR
Hrvatske koristi se iskljudivo >PERFECT PROGNO-
STIC METHOD<<. Do sada odredene su operativ-
ne jednadZbe za prognozu kondicionalne vjerojat-
nosti snjeZnih oborina u zimskom dijelu godine
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(razdoblje od lX do lV mjeseca) za osam mje-
sta u zapadnom podrudiu unutra5njosti Hrvatske
(Kisegi, 1971). Tom prilikom koriSten ie i loEit
modeL (Brelsford 'i Jones, 1967; Jones, '1968).

U ovom radu za prognozu minimalne tem'pera-
ture koristili smo metodu mnogostru'ke l'inearne
regresije. Regresija naravno ne mora biti l'inearna,
ali se pokazalo da ukliudivanie nelinearnih d'lano-
va u jednadZbu regres'ije ne poveiava. bitno tod-
nost prognozs. pe prvi put primijenili su ju za
prognozu minimalne i maksimalne temperature, za

l3l stanicu na podrudju SAD uz kori5tenie de-
tiri prediktora, Klein i Lewis (.l970). Dalinia po-
bolj!anja, uvodeniem novih predi'ktora udinili su
Klein i Marshall (1973), Hammons, Dallavalle i

Klein 1976) te Carter i ost. (1978).

2, OBJEKTIVNA PROGNOZA VREMENA

2..l. StatistiEke veze

Zadatak statistidke prognoze je, po'moiu mode'
la vjerojat,nosti, iz proilog i trenutnog stanja at-
hosfere prognozirali buduie stanie. Kara'kteristi-
ke prollog, odnosno trenutnog stanja zovu se pre-
diktor'i, a karakteristike buduieg prediktandi.

Model vjerojatnosti odraZava dinienicu da pre'
diktori i prediktand ( ili vi!e niih ) nisu funk-
cijski (dakle jednoznadno), vei stohastiiki pove-
zani. Kod stohastiike veze prom jena vriiednosti
iedne varijable (prediktora) utjede na promjenu
razdiobe druge varijable (prediktanda), odnosno
iednoj vr.iiednosti prediktora pnipada viSe vrijed-
nosti prediktanda, ali su te vrijednosti raspodije-
ljene po nekom zakonu vjerojatnosti.

Stohastiike veze odgovaraju cjelokupnim kolek-
tivima vrijednost'i meteoroloS,kih elemenata (po-
Pulacij'i). eitava .populacija obidno nije dostupna,
pa se zadovoljavamo jednim n jezinim dtijelom,
uzor,kom. Tada govorimo o statist'idki,m veza'ma.
Jasno ie da poveianiem broia dlanova uzorka sta-
tistidke veze teZe stohastidkim.

Uzorak bi morao biti sludajan, tj. njegove dla-
nove t'rebal'i bi nasu,mce odabrati iz populacije.
eelii je sludaj da raspolaZemo vremenskim nizom
vrijednosti meteoroloikih elemenata, dakle uzor-
kom koji nije, strogo uzevii, sludajan. VaZno ie
ipak da su karakteristike tog vremenskog niza sta-
cion'irane, tj. da se ne mijenjaju u vremenu (da-
kle da ne postoji trend, periodidnost i slidno). Pe'
niodidnost, koja dakako kod veiine meteoroloSkih
elemenata postoj i, mo,ie se elim,inirati a,ko raz-
rnatramo otklone elemenata od normi, ti. od nji-
hovih srednjih vriiednosti za poiedini dan u go-
dini (ili sat u danu), koje pokazuju godiSnji, od-
nosno dnevni hocl.

2.2. Dlnamitko-statistiEke metode

Veiina numerid'kih modela prognoze vremena ne
da je neposredno i prognozu pojedinih mete-
oroloikih elemenata, ali oni sadrZe varijable koje
su u prilidno dobroj povezanosti s pojedinim me'
teorolobki'm elementom.
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lnterpretacija prognostidkih karata do 1970. go-

dine oslanjala se uglavnom na iskustvo, koje se

stjecalo proudavanjem klimatoloikih rpodataka, u-

kljudujuii praiene vremenskih prilika, sad'u-

vanih podataka iz prethodnih prognostidkih kara-
ta i kompjuterskih anal'iza Sve te podatke mole'
mo nazvati >historiiski materiial<< Kada se taj
maierijal analizira u interpretacijs'ke svrhe 'i uskla-
di5ti kao >>banka iskustva<, dobijemo ono 5to na-

zivamo >rinterpretacijska kl'imatologiia<' Velidina
niza historijskog materiiala mijenia se u ovisno-
sti o sludaju. VaZno je da su svi tipovi vremen-
skih situacija predstavljeni u materiialu, ukliudu-
juii i ekstremne sludajeve. Mora se provesti i ne-
ka vrsta verifikacije, moZda na Stetu dijela histo-
riiskog materijala. Pored tog problema, prije oda-
biranja same metode interpretirania i prognoze,
treba rije!iti jo5 niz 'pitania, o iemu ie detaljnu
analizu dao Lonnqvist ( 1978).

Sve do nedavno meto'de objektivne prognoze
vremena mogli smo svrstati u jednu od dviie ka-
tegorije 

- 
dinamidke i statistidke. U no.rije vrije-

me istraZuje se relativ.no novo podrudje stohastid-
ko-dinamidke prognoze, a zapodeli su ga svojim
radovima Epstein ( 1969) i Fleming (1971). Prem-
da ie se dinamidko-stohastidka prognoza i dalje
razvijati kor'iStenjem sve iadih elektronidkih radu-
nala, mi iemo u praksi morati koristiti neku
kombinaciju dinamidkih i statist'idkih metoda. Po-
sliie 1970. godine razvile su se dvije takve metode.

Prva statistii'ka metoda, koiu su upotrebili Klein i

ost. (,l959), opienito je nazvana >PERFECT PROG-
NOSTIC METHOD< (>metoda savrSene prognoze<<).
Kod ove metode traZi se jedan ,istovremeni st6ti-
stidki odnos izmedu varijable koju Zelimo proci-
ienifi-prediktanda i n'iza izabranih varijabli-predik-
tori, koje mogu biti ,prognozirane dinamid-
kim modelom ili model'ima. Obje variiable,
predktand i prediktor, su opaZene vel'idine
uzete iz jednog odredenog uzorka, koj i ni-
kako nije sludajan. Koristi se dakle )hi-
storijski materiial<<. Dobivene statistidke veze pri-
mienluiu se zatim na izlazne vrijednosti predikto-
ra iz numeridkog modela, i dobiva se prognoza
prediktanda za isti prognostidki termin, 5to ne
mora uvijek biti, jer medu niima moZe postojati
korak u vremenu od 24 sata pa ri viie.

Druga metoda, koju zovemo >MODEL OUTPUT
STATISTICS(, ili MOS, sa'stoji se u odrediva,nju
veze izmedu pred'iktanda i prediktora dobivenih
iz numeridkog modela, ali u istom terminu za ko-
ji su prognozirani prediktori. Prim jena se zatim
provodi na todno isti naiin kao kod metode savr-
Sene prognoze. Danbs se smatra da ;e MOS naj-
prakridnij,i nadin prilaZenja objektivnoj prognozi
veiine elemenata vremena. Tako se danas veC rade
prognoze vjero'jatnosti oborina, kondicionalne
vierojatnosti snjein,ih oborina, kolidline oborina,
vietra pri tlu, maksimalne i minimalne tempera-
ture, vertikalne ,i horizontalne vidljivosti, kolidine
naoblake te grmljavinske oluje i snaZne lokalne o-
lule (Klein, 1978).

Buduii da mi jo5 ne raspolaZemo s arh'iviranim
duiim nizom vrijednost'i varijabli dobivenih nu-
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meridkim modelom, prisiljeni smo za sada ko-
ristiti metodu savrSene prognoze. Ukoliko su pro-
gnostidke karte todne, ona ima i svojih prednosti.
Dobra strana te metode je da je interpretacija to
todniia 5to je bolja prognostidka karta. Druga ie
prednost da se statistidki parametri koji se inter-
pretiraju iz modela mogu izvesti lednom zauvijek,
i da se dobivaju boji rezultati sva,ki put kada se
nJmeridki model poboljSa. Glavni nedostatak ieito treba biti oprezan u izborv prediktora - ne
mogu se koristiti oni koj i se ne mogu dobro pro.
gnozirati numeridkim modelom.

2.3. Korelacija i regresiia

2.3.1. Linearna korelacija

Da bi danu varijablu-prediktand doveli u vezu
s bilo kojom od izbranih varijabli-prediktori, u"
obidajeno je radunanje jednostavnog linearnog ko-
eficijenia korela,cije, koji je za uzorak dan izra-
zom

(x, - i) (y' - g)
r(x,y): (2.1)
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koliko dobro dana varijabla moZe biti prognozi-
rana jednostavnom jednadZbom linearne regresije,
oblika

:b,*brx (2.4\v

,/n n
V ){xr - I), )'(yr - I):i=1 i={

gdje su x'i yr i-te vri,jednosti dvije varijable koje
koreliramo, X i y su njihovi srednjaci dobiveni iz
-u.1oika, sumacija se provodi preko n sludajeva.
Ukoliko se prediktand s jedne todke korel,iia s
vrijednostima prediktora uzetim s mreZe toda,ka,
dobivaju se korelaciona polja.

2.3.2. DielomiEna korelacija

MoZe se izvesti da je za sludaj dvije nezavisne
varijable koeficijent dielomidne korelacije izmedu
y i x, (x, iskljuden).

n(y,xr) - r.{yrxz) r(xr xz)
t (y,xt;xr) -Vffi

Za tri nezavisne vaniiable:

r(y,xr;xr) - r(y,xr;xi)n(xr,Xrixr)

gdje su bo i 'br koeficijenti reEresije, f, progno-
stidka vnijednost zavisne var"ijable ili rprediktanda,
a x ie prediktor ili nezavisna varijabla. Vrijednosti
konstanti b. i b' odreduju se metodom nalmanjih
kvadrata, koja min'imalizira sumu kvadrata razli-
ka ,izmedu prognostid,kih vr.ijednosti j' i opaZenih
vrijednosti y, tj.

n
x (y' - 9)2 : min

i-a't- I

Koeficijent br ie nagib pravca
ie izrazom

s[y)
br : r(x,Y)

s(x)

dok se b" dobiie izrazom.

regresije i dan

,b, = I - bri - y - r(x,y1 -1Y)-. I (2.6)
s(x)

s(x) i s(y) su standardne devijacije, dija neis.
krivliena procjena ie dana izrazom

/n
/Z.(xt-v)'

/ i:1
-(x)sv _ {2.7)n-1
Kvadrat standardne devijacije zove se varijanca

(v).

2.3.4. Mnogostruka linearna regresija

Poboljiani rezultati mogu se dobiti koriSte-
njem dodatnih prediktora u jednadZbi mnogostru-
ke linearne regresije ovog obl'ika

Y:rbo*brXr*'bzxz I ... * brxr (2.8]

gdle su b, i b' koeficijenti regresije odredeni
metodom najmanjih kvadrata, d Xr, X2... xr su k
razliditih prediktora.

Koeficijente jednadZbe moZemo procjenjivati
kao kod jednostavne linearne regresije samo ako
nezavisne varijable xi, i : 1,2... k nis,u i same
medusobno ,korelirane. Ako jesu, kor.istimo se ko-
eficijentima djelomidne (parcijalne) korelacije.
Ti koeficijenti pokazuju korelaciju zavisne i jedne
od nezavisnih varijabli, ako ostale nezavisnevari-
jable imaju neku stalnu vrijednost, dime se i,sklju-
duje njihov utjecaj.. Procjenjivanje,koefioilenata
moZe se napraviti preko matrica; vektor koeficije-
nata (B) moZe se ,izradunati kao produkt matrica:

g: (X'X)*'.X'Y = C.X'Y
gdle su

(2.5)

(2.e)

(2.2)

n[y,xr;x:,xr)

i,j,k

(2.3)VTI=ffi
: 1,2,3; i*j+k.r

t

:
't

i-
:i
6

t,
t-
e
)-

Tu je dakle iskliuden utjecaj varijabli xj, xk na
korelaciiu rnedu y ,i x' .

Ako su nezavisne varijable nekorelirane
r(xt,xk;xj) = 0, pa je r(y,xrixi,Xr) : r(y,y,;xi) :: r(y,xr).

Za viSe nezavisn,ih variiabli koef icijente d jelo-
midne korelacije dobivamo iterativnim postup-
kom, iskljudujuii utjecaj jedne po jedne varijab-
le radunajuei Q.2), uvrltavajuii u (2.8) itd.

2.3.3. Linearna regresija

Koeficijent,maksimalne korelacije (bez obzira
na predznak), u korelacionom polju, u todki
mrele, ,ili na meteorololkoj stanici, dobiven izme-
du prediktanda i izabranog predikto,ra, pokazuje

Y - vektor vrijednosti zavisne varijable
X-- matr'ica vrijednosti nezavisnih varijabli' 

- 
je oznaka za transponiranu matricu.
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Zgodno ;e uvesti matricu korelaciie, t oi.a ie
kvadratna i simetrii'na, te raditi s nienom deter-
minantom' Determinanta kompletne matrice koe-
ficijenata jednostavne korelacije (D) ukljuduie
koeficijente izmedu prediktanda i svakog poiedi-
nog prediktora (u prvom stupcu i prvom retku)
i koeficijente korelaciie 'izmedu raznih prediktora
(u ostatku matrice). Svi dlanovi ove determinan-
te su u intervalu [0,1], za razliku od matrice
X'X, kojoj dlanovi mogu jako var'irati. MoZe se
pokazati da se koeficijenti mogu dobit,i kao:

s(y) D(y,x;)
h.--

s(xr) D[x,x)
(2.10)

D(x,x) i D(y,xi) su minori deter'minante D; D(1,x)
dobilemo tako da u D precrtamo prvi redak i prvi
stu,pac, a ((y,xr) ako precrtamo prvi redak i j-ti
stupac (ili prvi stupac i iti redak, 5to je sveiedno,
jer je D simetridna).

Koeficijenti se mogu dobiti i pomoiu izraza:

= s(y) . D-1(x,x)

(v,"r)
s(xr )

r(y,x,)
-s(x,)

r(y,xr)
s("')

{2.11)

gdfe je D-r (x,x) determlnanta matrice inverzne
matrici D(x,x). Primijetimo da, rad'imo l,i izrazima
(2.10) ili (2.11), koeficijent b, se ne moZe odre-
diti. Djelujemo l,i s operatorom osrednjavania
E( ) na jednadZbu mnogostruke linearne regre-
siie (2.8) dobivamo:

E(y)=b"+btE(x,)+b,E(xz)*... *bnE(xu) (2.12)

no E(y)=!, E(x')=!r, pa je

Do-y-b Xr-b-Xts . . . 
-bkxr

Uvrstimo li taj izraz u (2.8) dobiva se:

( V-9 ) -'b'( x'i-r' ) * b,( x2-xr ) + . . . *br( xr - xn )
(2.14)

Um jesto s poietnim varija,blama XrX2, . . . xr, rddi-
mo s niihovim odstupanji'ma od srednjaka, 5to
je dak i praktidniie. Koeficijenti dobiveni pomoiu
(2.10) ili (2.1 1 ) odnose se i na iednadZbu (2.8),
u kojoj bi jo5 trebali procijenit,i parametar b.
(2.r 3 ).

GORAN BELAMAHIE i MIHOVIL KISEGI

SGP je standardna gre5ka prognoza dobivenih
jednadZbom regresije, a s(y) ie standar'dna devi-
jacija prediktanda.

lz jednadibe (2.15) slijedi da je postotak to-
talne varijance (EV) prediktanda oko srednia'ka
y , obialnjen jednadZbom mnogostruke linearne
regresije, jednak kvadratu koef icijenta mnogo-
struke korelaciie, il,i :

n
X (9'-Y')'

i=1: | - (2.16)
n
t (y,-y)'

'i:1
gdje je yt opaiena vrijednost prediktanda, jn
prognozirana vrijednost lednadZbom regresiie
(2.8), a y je srednjak zavisne varija'ble. lzraz ie
poznat kao redukcija varijance (RV) i on je mje-
ra valjanost'i jednadZbs 26 ,procjenu y.

lz gornje jednadZbe je jasno da smanjenie sume
kvadrata greiaka procjene je istog znadenja kao
i poveianie redukcije varijdnce, i smanjenie SGP
greike (ili standardne grelke procjene), gdie je

l,n
SGP: t-,t(9'-y')2 1'/,

n i=l
Ako su koeficiienli korelacije r(y,x'):0
...k) i r(xr,x:):0 (i, i, : 1,2,. ..k, za
da je

D=l iD(x,x):I, pa je R:0.

Ako su varijable funkcijslci povezane, r : r- "l ,
pa je i R=.l. Za k>,l, R je vedi od bilo koieg ko-
eficijenta korelacije, osim onih na d'ijagonalnoj li-
n,iji u D[ gdje je r(x,x) : r(x', x') : :
= r(xr,xr) - 'l i.

Standar'dna greS'ka proc jene moZe se radunati
i pomoiu koeficijenta mnogostruke korelacije. lz
izraza (2.16) dobivamo

SGP:s(y).Y1-B? (2 18)

Za R:1, SGP:O, lto znadi da su opaZene 'i pro-
gnozirane ( izradunate) vrijednost'i jednake, za
R=0, SGP:s(y), tj. koriitenje jednadZbe regresi-
je nema smisla.

2.4. Metoda odabiranja prediktora

Veiinom nije poznato koje prediktore, i koliko
njih, ukljuditi u jednadZbu regresije. eak da
predi,ktand ,i moZe biti koreliran s m,nogo varijab-
li, jednadZba ,regresije treba sadrZavati samo
nekoliko njih koj'i objaSnjavaju varijancu predik-
tanda 'isto tako dobro kao i jedna jednadZba koja
sadriava mnogo vanijabli. Treba dakle birati sa-
mo one prediktore koji znadajno i neovisno dopri-
n,ose prognozi prediktanda. KoriSten jem man jeg
niza prediktora spredava se 'i nestabilnost jedna-
dZbe i osiguravaju se dobri rezultati kad se ona
primienjuje na nove podatke.

Metoda odabiranja prediktora zove se screen,ing
(ili stepwise) regresija, a uveo ju je u ,meteorolo-

EV
ff!---gr

100

bt

bz
(2.171

('i:1, 2,
i* j), on-

;

2'3.5. Koeficiient mnogostrr.rke korelacije

Ovaj koeficijent pokazuje vezu izmedu
var'ijable 'i nezavi,snih vanijabli, a moZe se
nati pomoiu jednadZbe:

/ D / (SGPT
B=V1--=V1

D(x,x) [s(y)],

(2.13)

zavisne
lzracu-

(2.1s)
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giju Miller (1958), koji je sliiedio jedan raniji
nepu'blicirani rad Bryana iz 1944. g. Od tada ova
metoda ima mnoge primjene u meteorol'ogiji,
Klein i ost. (1959) te niz primiena diskutiran u

radu Glahna ( 1965).
. U 'praksi je primijenjeno nekol,iko varijan-

ti ove opienite metode. Jedna od n jih, moi-
da i najjednostavnija, je tzv. forward step-
wise method. Tehnika ove metode je u po-
stupnom ukliudivanju nezavisn'ih va'rijabli, u
jednadZbu regresije. Prvo se ukljuduje ona
koja ima najveiu vrijednost koeficijenta korelaci-
je sa zavisnom varijablom. lzabrani pred'iktor i

najviSe reducira varijancu prediktanda. Tada se kao
drugi predi,ktor izabire onaj koii zaiedno s ,prvim
izabranim reducira varijancu viSe nego bilo koii
drugi prediktor od preostalih, i tako se nastavlia
izbor jednog po jednog prediktora. Ova j postu-
pak je ekvivalentan radunan ju kbeficiienta d jelomii-
ne korelacije izmedu prediktanda i svakog pojedi-
nog od preostalih prediktora, drleci prethodno
odabrane pred'iktore konstantnim, i odabire se
kao slijedeii onaj koji daie najveiu djelomidnu
korelaciju. ZavrSna todka odabiranja odreduje se
po volji u ovisnosti o F testu, kako su to predlo.
Zili Lubim i Summerfield ( l95l ). Medutim, budu-
ii da se odabiranje prediktora ne din,i sludajno, F
test niie strogo primjenljiv. Miller (1958) je pred-
loZio da se umjesto koriStenja kritidne vr'ijedno,
sti F ( l-a) u svakom koraku odabirania predik-
tora upotrijebi vrijednost F (l-a) / (P-S+l);
gdje je P ukupa'n br"oj moguiih varijabli, S ie red-
ni broj odabra'ne varijable, dok se a obidno uzi,ma
0.05. Ovom modificiranom F testu, koji daje pu-
tokaz, izbora broja prediktora, ne moZe se pripi-
sati egzaktan sign'ifikantni nivo. Obidno se uzima
da se odabiranje prediktora zaustav'i kada slijedeii
naibolji prediktor r;educi,ra ukupnu varijancu pre-
diktanda za manje od recimo lo/0. Diskusija ove
metode neizbje/no vodi na operaciie s matricama,
i detaljno ju je opisao Efroymson ('1960).

Medutim, ni ova metoda ne osigurava da iemo
naii najbolji niz prediktora. TraZenje najrbellsg n1-
za prediktora ogranideno je ,i kompiuterskim vre-
menom. Dakle ovdje, kao i u bilo kojoj tehnici
predvidanja, meteorolog mora iskustvom odabrati
prediktore, pomoiu kojih bi mogao oiekivati do-
bre rezultate.

2.5. Kolmogorov 
- Smirnov test

Metoda mnogostruke linearne regresije pri-
mjenljiva je samo u sludaju ako su i nezavisne va-
rijable (prediktori) i zavisna va,rijabla (predik-
tand) razdijeljeni po normalnoi razdiobi. Za testi-
ranje odstu'panja emp,iridkih razdioba ( razdioba po-
datatka) odgovara juiih normalnih razd,ioba (s istim
srednjacima i sta'ndardnim devijacijama) koriSten
je Kolmogorov-S'm'ir,nov test. Tai test kao kriterij
uzima u obzir najveiu razli'ku teoretske i emp,irid"
ke ku.mulativne razdiobe. Kao nivo znadajnosti,
uzeto je a:0,0'l; to je tzv. greSka prve vrste -greika odbacivanja ist,inite hipoteze - ovdje da
su razdiobe za'ista normalne. Kolmogorov-Smirnov
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test za ovaj nivo daje kritidnu vrijednost 0,1352.
Treba medutim istaii da je tai test primjenljiv,
strogo gledajuii, samo ako su para,metri razd'ioba
(dakle srednjak i varijanca) unaprijed poznati. U
protivnom test je dosta >blag< (Beniamin i Cor-
nell, 1970).

2.6. GreSke koeficijenata

2.6.1. Gredke koeficijenata jednadibe regresije

Koeficijenti jednadZbe regresije.br odredeni su
s izvjesno,m gre6ko'm, jer su procijenieni iz uzor-
ka. Greike se mogu naizgodnije prikazati u ma-
tridnom obliku:

s'z(B):B B' : (x'x)-t . x'y . y'x(x'x)-r (2.19)

Pri izvodu se koristimo jednadZbom {2.9), te ne-
kim poznatim svoistvima matnica, napose:

ix')'- x te [(x'x1-'i' = (x'x)-'

pa je B':y'x(x'x)-t.
lzraz (2.19) moLemo prikazati u saZetijem ob-

liku, uzev!i da je:

(2.201

Dijagonalni elementi ove matrice (matrice kovari-
ianci) da ju variiance, a vandijagonalni elementi
kovarijance procjene koeficiienata jednadZbe re'
gresi j e.

Varijance se ,mogu radunati i preko determinan-
te transformirane matr,ice kovarijance (A).

YY' : st{Y}

{x'x} [x'x)-r - 1

pa je, uz (x,1)-' - C

s2(B) = s'?(Y) C

- varijanca zavisne varijable
jedinidna matrlca

(2.21)

{222)

s(y) . Al
s?(b,) :

(n-k) . A
koja je simetridna. Al ie minor determinante, do-
biven precrtavan jem j-toS retka .i i-tog stupca;
n ie broi mjerenja, a k broj nezavisnih var.i-
iabli. lz (2.21) slijedi da gre!ke koeficijenata r+
gresiie rastu s poveianjem broia variiabli. Raspo.
laZemo li s malim brojem opaZanja (mierenja),
a s velikim brojem variiabli, poludujemo nepouz-
dane koeficijente regresije i manje stati'stidki sta-
bilna rjelenja. Razvijanjem determinanti A 'i Aii
dobiva'm'o za grebke koeficijenata jednadZbe s 3
nezavisne varijable:

s(y)
st(b,) :

s(xr)

1-r4(xl,xr)

I,J,K,

i[n--3) D{x,x)

= 1,2,3i |+i*k .

2.6.2. GreSke koeficijenata korelacije

Potjedu li koeficijenti. korelaciie iz populacije
koja se podvrgava zakonu bivarijatne normal,ne
razdiobe, za dovoljno velik broj opaZania i za ,ko.

ef,icijente koji nisu suviSe blizu * l, razdioba
koeficijenata korelacije iz uzoraka teli k nor,mal-
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noi, s pravim (a nepoznate velidine) koefriciien-

tom kotelaciie r kao sredniakom, i s variiancom

GORAN BELAMARIE i MIHOVIL KISEGI

c) koia ie naibolia prociena koeficiienta kore-
laciie. ako raspoiaZemo s 2 rli viSe uzorarka 'i nii'
ma'pr'ipadnim koeficiientima korelaciie'

U praksi naide5ie testira'mo hipotezu da ne po'

stoi i linearna povezanost izmedu dviiu variiabli,
ti.'da ie koeficiient korelaciie p:0' Tada ie veli-

lidina razdiieliena po t-razdiobi s (n-2) stupnia
slobode.

(1_fl,
sl(y) = n-l

{2.23)

r-t"-r s(r) < P < rl.trr$(r) (2.24)

t je vriiednost variiable t. koii odgovara nekom

nivou signifikantnoiti (obid'no se odabire takva

vrijednos-t da je u 'intervalu danom s (2.24) 95010

sviir vriiednosii koeficiienata korelaciie dobivenih
iz uzoraka ).

SIidno radunamo 'i variiancu koeficiienata mno-
gostruke korelacije

(1 - R')'
e.25)s'?(R) - n-k-l

k je broj nezavisnih variiabli.

Varijanca (2.23), koja ie odredena s todno5iu
n'/2, vrijedi i kao variianca razdiobe koeficijenata
korelacije bilo koje velidine, ali ta razdioba to
viSe odstupa od normalne 5to su koeficiienti po
apsolutnoj vriiednost'i veii.

R. Fisher ie dao transformaciiu

r t/ n-2
\:- 1-f

2.6.3' Gre5ke zbog au'tokorelaciie

( l-r')'
[U literatur'i se nalazi i izraz s'( r) = ---]

n

Ta prociena variiance ima TaniY greSku od

procjene danes (2.23), ali za razl'iku od nie n'iie ne-

pr,istrana. Za velike n te su prociene, uostalom, go-

tovo iednake].
Bududi da sredniak te razdiobe niie poznat, 'in-

terva'l povierenja za koeficiiente odreduiemo po-

moiu t-razdiobe:

(2.281

Pri razmatraniu iednadZbe linearne regresiie i pro-

clenlivanju nlenih koeficiienata., pretposta.vilo se da

sl vriiednosti zavisne varijable medusobno neko-

relirane. U praksi, pri analizi meteorolodkih po-

dataka, obidno statisbidke parametre procieniuie-
mo iz vremenskih n,izova meteoroloSkih elemena'
ta. Clanovi tih nizova s'u obidn'o povezani, tj' me-

dusobno koreliran'i. Pritom to ne m'ora znaditi da

su ,i kauzal,no povezani, vei da stania atmosfere
pokazuiu veliku perzistenciiu.

Medusobna korelaciia (autokorelaciia) smaniu'

ie obim informacije iz niza podataka, sniZavaiuii
iodnost prociena statistidkih parametara ( pove-

iavaiuii njihovu variiancu).
U teoniji Iinearne regresiie pokazuie se da su

procjene koeficiienata iednadZbe linearne regresi'

ie, uvaZivii autokorelaciiu:

1 1*p
.i E - 

(,2.26)
15 

- 2 1-p

i pokazao da ie, za tak 'ne suviSe velik broi opa-
ianja (dovoljno je vei n>50), velidina Z razdi-
jeljena po zakonu normalne razdiobe sa srednia-
kom

p
E(z)=€+-

2(n-l)
(u radunu se, umjesto nepoznatog p, uzima koefi-
cijent korelaciie iz uzorka r) i variiancom

g= (X'MX)-r X'M-'Y

s'(B; : (X'X)-' X'MX (X'X)-'
(2.2e)

( 2.30 )

gdje je M kovariiacii,ska matrica zavisne variiable
t. 2a meclusobno nezavisne podalke yt ( i= l,
...n), mjerene s iednakom todnoiiu

M = s'(y)

(to izraz (2.29) svodi na izraz (2.191.

Koeficijenti autokorelaciie su na'm, naravno, ne'
poznati, pa ih procienjujemo iz podataka. U prak-
si ih je mukotrpno procieniivati, a ako ne raspo-
laZemo s velikim brojem podatarka i nemoguie.
Zato se pri procienjrivaniu koeficiienata regresije
sluZimo'for'mulom (2.9). Koeficijenti odredeni
prema toj formuli imaju veiu sredniu kvadratnu
gre5ku od onih odredenih prema (2.29), ali su

takoder nepristrani.

2.6.4 Gre6ke zaokruEivania

Radunamo li koeficijente jednadZbe reg,resiie s

viSe nezavisnih varijabli, prilikom zaokruZivania
broieva s kojima radunamo na odredeni broi de-
cimala, potreban je poseban oprez. To zaokrvli'
va.nje moZe biti ,izvor velikim greSkama, demu se

ne posveiuje dovoljna painia. Radimo li s matri-
com, invorznom matrici kovar,ijance, diiu deter'
minantu oznadavamo s D-I(x,x), vidi izraz (2.11),
tada se ona moZe radunati na dva nadina:

' I 1*r'
z-- ln-

2 1-r

1

s4(z) :
n-3

(2.27)

Za male n postoii tablica sa Z-razd'iobu' Fi'
sherova Z-razdioba omoguiava rielavanja raznih
problema s kojima se deSie susreiemo:

a) koliko ie bitna razlika medu koeficiientom
korelacije iz uzorka (r) i koeficiientom korelaciie
cijele populacije p (poznatim ili pretpostavlie-
ni.m);

b) koliko ie bitna razlika medu koeficijentima
korelacije izradunatim iz dva ili viSe uzoraka;



Statistieka metoda prognoze minimalne tem,perature

a) da podijelimo svaki dlan deter'minante s

D( x,x )

b) da zajednidki faktor izluiimo ,ispred deter-
I

mi,nante-tada mnoZimo s [ 

- 

1

D( x,x )

Aritmetidki je to naravno svejedno, ali u prak'
titnom radu rezultati se mogu prilidno razl'ikovati"
Nar"oiito ako je D(x,x) mali broj, a to je sluiai
kad su koeficiienti korelaciie medu nezavisn'im va-
riiablama r(x',x,),r(xz,x:) i r(xr,x:) veliki (blizu 1),
moramo biti oprezni. U granidnom s,ludaiu za

r(x',xr):.l, D-'(x,x) je singularna matrica.
Drugi glavni uzrok greSaka ie ako su brojevi

koji ulaze u radun koeficijenata regresiie znatno
razliditog reda velidine.

Posebno nije dobro ako su brojdane vrijednosti
nezavisnih varijabli znatno veie od vnijednosti za-
visne variiable. Tada je vr.ijednost izraiunata jed-
nadZbom regres'ije vrlo osjetljiva.

Najbolji je savjet da se radi s korelacijskom
matricom, i da se pri radunaniu svih koeficiienata
zadrli 5to viSe decimalnih m jesta, a sva za-
okruiivanja da se ostave za konadni radun 

- 
na-

kon svih mnoZenia i diieljenja.

3. PROGNOZA MINIMALNE TEMPERATURE U
MJESECU SIJECNJU ZA ZAGREB

3.1. lzbor prediktora i njihove statistiEke karak-
teristike

Da bismo dobivenu jednadibu regresiie mogli
kor.isti u prognostidke svrhe, moraiu se birati
prediktori koii se prognoziraju numer,idkim mode-
lom ili modelima. lzbor je bio suien dinienicom
da ,prognostidke karte dobivene HIBU modelom,
koje emiti,ra preko faksimila sluiba SHMZ, daju
samo vrijednosti prizemnog tlaka, geopotenciiala
na 850, 700 i 500 mbara, temperaturu na 850
mbara te poloiaj prizemnih fronti. Tako su kao
potenciialni prediktor"i odabrani: pr,izemni tlak,
temperatura na 850 mbara te relativne topogra-
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fije 850/1000, 700/1000 i 500/1000 mbara, ukup-
no pet prediktora.

Kao daljnji prediktori uvedeni su vjetar na AT
850 mbara ivjetar pri tlu, i to srednji dnevni vje-
tar u m/sek. Za oba ,prediktora potrebna ie dalinja
interpretacijska o'brada, pomodu koje bi mogli
procijeniti ni,ihovu vrijednost iz prognostidkih ka-
rata. Tako ie broj potencijalnih prediktora pove-
ian na sedam.

Buduii da naoblaka ima vel'ik utiecaj na ,mini-
malnu temperaturu, kao osmi prediktor uzeta ie
vlaga na 850 mbara, i to relativna vlaga. Smatrali
smo da vlaga na 700 i 500 mbara nije toli,ko zna-
dajna, jer sred'nja'i visoka naoblaka ne utiedu
bitniie na min'imalnu temperaturv. Za sada HIBU
model jo5 ne daje vlagu, pa bi se za progno-
stidke svrhe i taj prediktor morao procijeniti pre-
ma razvoi u sinoptidke situaciie, ili advekciionr
na karti AT 850 .mbara. eesto ie medutim, naro-
dito zimi, obladni slo j na niioi visini od 850
mbarske plohe, pa bri stoga bilo pogodnije uzima-
ti srednju vlagu izmedu tla i 850 mbara, 5to mi
sada nismo u rnoguinosti. Medutim neki modeli,
kao npr. model evropskog centra za ,sredniorodnu
prognozu vremena, u moguinosti su da proEno-
ziraiu sve ove prediktore.

Kao devetri prediktor, za prognozu minimalne
temperature, uzeta je prizemna relativna vlaga u

l3 sati, dakle podatak iz prethodnog dana. Pri-
zemnv vlagu od l3 sati koristili su i drugi autori
kod odredivania regresionih iednadibi za progn,o-
zu mraza kao Penzar (1957 ) te formula Miha-
ljevskog.

Kao posljednji, deset'i, prediktor navedena je mi-
nimalna temperatura izmjerena prethod'nog dana,
i to klimatolo5kSi minimum. Time je uzeta u ra-
dun perzistencija.

Prvih ,pet 'i osmi prediktor ,izvandeni su iz radio-
sondaZnih podataka stanice Zagreb-Maksim,ir od
0'l SEV, a ostali iz klimatoloikih mjesednih izvie'
5taia. U radun je uzet petogodiSnji niz, razdoblje
1975179 godina. U tabeli 1. 'prikazane su osnovne
statistidke kara'kteristike odabranih prediktora,
dobivene iz petogodiSnjeg niza.

Tabela 1. Osnovne statistidke karakteristike varijabli: minimatna i maksimalna vrijednost, srednjak, standardna
devijacija [d), odstu,pan;ie sred,njaka (d) i Kolmogorov-Smirnov test [1(S).

Table 1. Basic statistical characrteristics of vaniables: 'minimum and maximum values, mean, standard deviation
(d), deviation f,rom the mean (d) and Kol.mogorov-8m'irnov *est ,[KS).

Var.ijabla Min. rMax. Srednjak d' d KS
Mean

BT 8s0/100
temp. na 850 m,b

BT 500/1000

tlak-pressure
rel. vl. 850 mb
humidJty
RT 700/1000
vjetar na 850 'mb
wi,nd at 850 mb
pnizem,ni vietar
sunface wind
rel. vl. 13 SEV
rel. ,hu,midity

perzistenciia

1236 1361

-17,5 10,2

5006 s536

975,5 1023
18 100

2663 2930
0,8 22,1

0,4 4,3

28 100

-17,3 7,1

3:7 0,A452

0,8 0,0582
15i7 0,0658
1,6 0,0288

3,6 0,1234

8,3 0,0409

0,8 0,0892

0,1 0,0864

2,6 0,0702

1306,9

-1,3
5352,8

1002,0
73,7

2832,2
9,2

1,6

73,1

-2,4

23,1

5,1

99,0

I,B
22,6

52,5
5,3

0,8

16,5

4,8 o,7 0,0896
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Odstupanje srednjaka (d) znaii da ie vjerojat-
nost 0,95 da ie pravi sredniak (p) pasti u granice
*d oko dobivenog srednjaka ti.

P(x-d<P<x+d) : O,95.

U posliednjem stutpcu, Kolmogorov - Smirnov
test, dana su naiveia od'stupania teoretske i empi-
ridke kumulativne razdiobe (prethodno su razdio-
be standardizirane, ti. su,ma svih podataka:l ).
Razdioba relativne vlage na 850 mbra najviSe od-
stupa od normalne razdiobe, ali ipak ne toliko da
bi prema ovom testu mogli odbasili hi:potezu o
normalnoj razdiobi, jer je odstupanje jo5 uvijek
manje od kritiinog, koje je 0,1352. Sva ostala od-
stupanja 6u znatno mania, a naimanje odstupanie
od normalne razdiobe daje tlak.

3.2. Matrica korelacije prediktora

U tabeli 2. prikazana je matr,ica korelacije o-
dabranih prediktora. Vandiiagonalni elementi te
matrice su koeficijenti linearne korelaciie izmedu
prediktora. Vidi se da su prediktori (koje iemo
sada skraieno pisati) RT 850/1000, RT 700/1000 i

RT 500/'1000 mbara ( RT85, RT70 i RT50 ), i tempe-
ratura na 850 mbara (T85) iako korel,irani, 5to je
i logidno buduii da svaki odraZava toplinsku struk-
turu niZeg s,loja atmosfere. Od preostal,ih predik-
tora najveie koeficijente ,korelacije, s vei nave-
denim prediktorima, ima minimalna tem,peratura,
dan ranije (TNDR), i to narodito s RT85. Preostali
prediktori, prizemni tlak (p), relat'ivna vlaga na
850 mbara (RV85), vjetar na 850 mbara (VJ85),
sredn ji prizemni vjetar tVlpn ) i relativna vlaga

Tabela 2. Matrica ,korelaciie prediktora.
Table 2. Matrix of correlation predictors.
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u '13 SEV, odredena dan raniie (RVDR) razmier'
no su nezavisn'i i n jihova medusobna korelacija,
kao i korelacija s priie navedenim prediktorima,
je mala. To ie, svakako, vrlo poZelino svoi'stvo
kada se radi o izborv prediktora za iednadZbu
mnogostruke regresije. Vedina nj,ihovih medusob-
nih koeficiienata korelaciie ie negativna, osobito
za tlak koji jedino s 'prediktorom RT50 ima pozi-
t'ivnu korelaciju.

3.3. Statistiike karakteristike regresije

U daljnjem radu na prognozi minimalne tempe-
rature izvedena je jednadZba mnogostruke line'
arne regresiie uz koriStenie svih deset prediktora.
7a radunan je regresionih koef iciienata koristili
smo progra'me s kojima raspolaZe SveudiliSni ra-
dunski centar u Zagrebu, a sva radunania su pro.
vedena na elektronidlkom radunalu UNIVAC 1110.
U tabeli 3. pnikazane su statistidke karakteristike
regresiie. U prvom sturpcu su jednostavni linearni
koeficijenti korelaciie izmedu minimal,ne tempe-
rature i poiedinih prediktora. Najveiu vezu mrini-
mal,na temperatura pokazuje s RT85 i perzistenci-
jom (TNDR), a zatim slijede RTZO, T85 te RT50.
Ostali koeficijenhi korelacije su znatno manji. Ko-
relaciia tlaka i minimalne temperature ie negativ-
na: to ie dobro 'poznata dinjenica da je u zimski'm
mjesecima visoki tlak obidno povezan s niskim
temperaturama i obratno. U 2. stupcu testirana je
hipoteza da ne postoji linearna povezanost izmedu
mini'malne temperature i pojedinog prediktora, ti.
da je koeficiient korelacije p:0. Vjeroiatnost je
dana na pet decimala, i ona ie za prediktore koii

RTB5 T85 RT50 ,p RVB5 RTTO VJB5 VJPR RVDR TNDR

RTB5

TB5

RTSO

ip

RV85
RTTO

VJ85

VJPR
RVDR

T,NDR

0,898
1

0,817
0,895

1

-0,215
--0,028

0,042
1

-0,042 0,921

-4,171 0,954

--0,025 0,944

-0,262 -0,0771 
-,060

1

0,246 0,149 0,059 0,474
0,165 0,082 0,155 0,295
0,227 0,006 0,169 A,237

{,148 -0,254 -0,033 -0,268-{,016 --0,109 0,286 0,136
0,205 0,089 0,147 0,328

1 0,226 -0,190 -0,0231 -0,418 0,140
I 0,066

1

Tabela
Table

3.
3.

Statistidke karakteristi'ke regresije.
Statistical characteristics of regression.

stbL(S)l
r P:0 r(y,xr) b, (s) sIb'{S)]

bt (s)
f:0 b, RV

RTBs 0,691

TB5 0,550
RT50 0,525

p *0,273
RVBs 0,269
BT70 0,600
VJBS 0,206

VJPR 0,292
RVDR 0,056
TNDR 0,690

0,00000

0,00000

0,00000

0,00065

0,00077

0,00000

0,01052

0,00397

0,15464
0,1 6956

0,15994

0,05351

0,05328

0,04948

0,05249

0;05485
0,05527

0,53

| ,10
6,21

1,77

0.19

0,55

0,46

1,62

0,12

0,06207

0,36s04

0,87231
0,57225
0,00000

0,98009

0,07257

0,03117

0,53778
0,00000

0,05679

0,131556

0,01176
0,01395

0,05567

0,,00055

0,07667

0,62683

0,09264

0,43116

20,11

8,47

r,35

-0,83
7,49

0,38
1,85

2,65

-0,19
31,55

0,156 0,29083
0,076 0,15408
0,013 0,02575
0,047 0,03029
0,401 0,27822
0,002 0,00637

0,150 0,08951

0,180 0,11424

0,25464 40,0

0,48920 -0,052 -0,03388
0,00000 0,570 0,45727
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su imali veliki koeficijent korelaciie s minimal-
nom temperaturom mala. Najveia je za relativnu
vlagu u I3SEV,5to je logidno jer ona ima inaj-
manji koeficijent korelaciie.

Koeficijenti d jelomidne korelaciie izmedu mi-
nimalne temperature i pojedinog prediktora, uz
pretpostavku da ie iskljuden utjecaj preostal,ih
prediktora, 3. stupac, pokazuju da su gotovo je-
dini relevantni faktori u predikciji perzistencija i
glalivna vlaga na 850 mbara, a zatim slifede
VJPR, RT85 te VJ85. Ostali koeficijenri djelomid-
ne korelacije su znatno manji, dok je za relativnu
vlagu u I3 SEV negativan.

eetvrti stupac odnosi se na regresijske koefici-
cijente, koji su u stvari koeficijenti jednadZbe re"
gresije. za sta,ndardizirane var.ijable, ,b,(S), tj. za
varijable podijeljene s odgovarajuiim standard-
nim devijacijama. U 5. stupcu dana je standardna
devijacija, a u 6. stupcu relativna greika b,(S)
koefiicijenta, dobivena dijeljen jem vrijednosti u
5. stupcu s. vrijednosti u 4. stupcu. Naj,manie re-
lativne.greSke daju koeficijenti perzistencije, rela-
tivne vlage na 850 mbara, srednjeg prizemnog vje-
tra,_relativne topografije S5O/1000 mbara i viefra
na 850 mbara, 5to ukazuje da su ovi prediktori
najprikladniji da se koriste u jednadibi mnogo-
stru,ke linearne regresije, za prognozu m,in,imai-ne
temperatu,re. Na isti zakljudak navodi nas i testi-
ranie hipoteze F=O, 7. stupac.

. U 8..stupcu dani su pravi koeficijenti regresij-
ske jednadZbe, dobiveni tako da se'odgovaiajuii
regresijski b'(S) koeficijenti mnoZe sa standard-
nom. devijacijom minimalne temperature i dijele
s pripadnom standardnom devijaciiom nezavisne
va.rijable. PoZeljno ie da koeficiienti budu 5to sta-
bilniji, tf. da regresijski koeficijenti iz nekog dru-
gog- uzorka ne odstupaju od prvotnih (u nadem
sludaju regresijski koeficijenti lizvedeni su iz n,iza

9!,tSS podataka). Slobodni dlan b, raduna se po
(2.13). On se moZe i izbieci, ako kao var,ijable uz-
memo njihova odstupanja od pripadnih srednjaka.

U 9..stupcu dani su doprinosi pojed,inog predik_
tora obiaSnjenju var.ijance (nVj. Ukupan' dopr.i-
nos svih prediktora je 73,Binlo, dakle velik, a time
ie i koeficijent mnogostrurke korelacije razmjer-
no_ velik i iznosi 0,8594. Najveii doprinos reduk-
ciji varijance prediktanda daje perzistencija i re-
lativna topografija 850/IOOO 

'mbara, a zai,im sli-
lede temperatura na 850 mba,ra i relativ,na vlaga
na istom nivou. Srednji prizemn,i vjetar daje ve?i
doprinos od vjetra na'850 mbara.

3.4. Jednadibe regresiie za prognozu minimalne
temperature

Ako jednadZbu mnogostruke reg,res,iie uz koril-
tenje svih deset prediktora, tabela 3., pr,imijenimo
u praksi, ona u,spnkos velikom doprinosu redukci-
j,i varijance prediktanda ne daje dobre rezultate.
Razlozi su velik broj medu'sobno zavisnih predik-
tora i premalen niz podataka za njeno odrediva-
nje. lpak tabele 2. i 3. sU t1dffr pomogle da biramo
najbolju kombinaciju pred,iktora za prognozu mi-
n'imalne tem,perature, uzimajuii one koji daju naj-
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veiu redu,kciju varijance, a medusobno su nezavi-
sni. Odredeno ie viSe regresijskih jednadZbi uz
koriStenje veiine prediktora, osim prizemnog tla-
ka i RT 700/1000 mbara, (p je ispitan raniie,Be-
lamar'ii i Kisegi, 1981).

U prvoi kombinaciji odabrani su prediktori ko-
je daje HIBU model, i ro RT50, T85 ri RT85. Do-
bivena je jednadZba regresije za prognozu mini-
malne temperature kojoj pridodaiemo uz TN i

broj I .

TNI : 
-0,0008(RT50) - 0,2311(T85)+0,1622

(RT85) 
-209,8 (3.1)

Medulim i ova jednadZba ne daie dobre rezul-
tate. Jedan od razloga le 5to ne sadrZava predik-
tor naobla,ke, a drugi 5to su koriSten,i medusobno
zavisni prediktori.

Zatim ie odredeno nekoliko jednadibi regresije
tako da su birane kombi,naciie medusobno nezavi-
snih prediktora. Odabrani su RT85 i RV85, a uz
njih jo5 u pojedinim kombinacijama i pred,iktori
VJ85, TNDR i WpE Tako su dobivene slijedeie
jednadZbe:

TN2 0,0912(RT85)+0,046(RV85)+0,09(VJ85)
+0,41 (TNDR)-124,7 (3.2)
TN3 : 0,]325( RT85 ) +0,063( RVB5 ) +0,007(VJ85 )
+0189( VJPR ) _181 ,7 (3.3 )
TN4 : 0,098'l( RT85) +O,047(RV85)+0,4(TNDR)

-133,0
(3.4)

TNs : 0,0958(RT85)+0,05(RV85)+0,7(VJPR)+
+0,38(TNDR)-131,2 (3.5)

Buduii da najveii doprinos objalnjenju var,ijan.
ce prediktanda daje perzistencija, tabela 3, odre-
dena je jednadZba regresije uz koriSten je samo
tog prediktora

TN6:0,69(TNDR) 
-0,7

(3.6)

U tabeli 4. navedeni su koeficijenti korelacije,
dobiveni iz petogodiSnjeg niza, kada bismo mini-
malnu temperaturu koristili za prognozu i u slije-
deie dane, tj. za drugi, tre(i,. . . do sedmog dana.

Tabela 4. Koeficijenti korelacije minimalnih tem.
peratura.

Table 4. Correlation coefficients of min,imum
temperature.

1 dan 2 dana 3 dana 4 dana 5 dana 6dana 7 dana

'koeficijent
kor. 0,690 0,4475 0,2832 0,2024 0,1297 0,0302 

-0,0387

Koeficijent korelacije se postupno smanjuie i sed'
mog dana postaje negativan, ta,ko da perzistencija
ima smisla za prognozu d,o 3 dana.

U daljnjem rad,u uveden je kao prediktor rela-
tivna vlaga u l3 SEV, pa je dobivena jednadZba.

TNZ : 0,0948(RT85)+0,043(RV85)+0,55(VJPR)
+0,026(RVDR)+0,4t(TNDR) - 130,9 (3.7\

lsti ovi prediktori koriSteni su i za odredivanie
koeficijenata regresije iz desetgodiSnjeg niza, rav
doblje 1972181, pa je dobivena jednadiba
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TNB =
(VJPR)

0,09693( RT85) +0,04441 ( RV85) +O,83226

+0,02341(RVDR) + 0,37823(TNDR) -

GORAN BELAMARIE i MIHOVIL KISEGI

Pretpostav'ka 3) da ie variianca. konstantna' ti'
n"ouirnu o vriied-nostima zavisne i nezav'isnih va-

r.ijabli, kao i o vremenu, niie provierena u ovom

rad u.

U tabeli 5. pri'kazana ie ociena iednadZbi re-

gr*ri1" (3.,l) d; (3'8) analizom rezjdu.ala' Raiu-

iali 'smo sredniak, standardnu deviiaciiu i vari'
iancu reziduala, standardnu gre5ku prociene, ko
eficiient mnogostruke korelaciie i .redukciiu vari-

ianc!. u posi-iedn ja detiri retka dana su maksi-

malna pozitivna i negativna odstupania prognozi-

rane od stvarne minimalne temperature s datu-

mom za koii su dobivene.

Standardna deviiacija minimalne temperature
za siiedani 1982' ie 3,855.

Oclena le radena samo za 30 dana' Niie uzet.u
radun 9. sileianl buduii da niie bilo TEMP poda-

taka od 0l SEV.

lz tabele 5. se vidi, kad se jednadibe regresiie

primiiene na podatke koie nismo koristili za nii'
'hovo odredivanie, da sredniak reziduala niie led-
nak nuli. Vecina iednadZbi dala ie u prosieku ni-

Lu vrijednost . minimalne temperature.. Naiveiu
sredniu greiku daju (3.'l ) koia ne sadrZava pre-

diktoi p-rzistenciie, te (3.6) koia uzima u radun

samo perzistenciiu. Obie su iednadibe u prosieku
dale za oko loC viSu temPeraturu.

Standardna devijaciia reziduala kreiese od 2,58

kod (3.6) do 3,17 kod (3.3) koia ta'koder ne sa-

drii kao prediktor perzistenciiu.

Razmatraiuii sredniu greSku prociene, koia se

kreie od 2,'56 kod (3.4) do 3,]4 kod (3'3), vidi-
mo da ie ona mania od standa'rdne deviiaciie Pr::
diktandb Is(y):3,855], a to prema (2.'18) znadi

da koriStenje svih ociienienih jednadZbi regresiie
ima smisla, i da one u najveiem broiu dana daiu
zadovol javaiuie rezultate prognoze.

Koeficiient mnogostruke korelaciie je kod svih
jednadZbi dosta visok, i kreie se od 0,58 (3.3) do
0]5 (9.4), dok je kod (3'Z) neznatno nili (O,74)'

Analogno je i s redukcijom var,iiance, koia ie
jednaka R'.

Usporeduiuii (3.4) i (3{),_yidimo da druga

sadrZi dva prediktora vi5e, VJPR i RVDR, pa zato
ukljuduje i veie moguin'osti za prognozu minimal-
ne'temperature. To su razlozi zbog kojih iednad-

- 134,41
(3.8)

Na ovai nadin dobiveni su stabilniji koeficiienti'
Oni'-tu-il tu prediktore RTgs i RV85, a osobito

za VlpR, poveiali, dok su se neSto smaniili za pre-

diktore RVDR i TNDR.

3.5. Ociena iednadXbi regresije na' podacima

sijeinia I982.

Mjesec sijedani 
.l982. odabran ie zato 5to se

nalazio u rizdobllu p'roErama ALPEX, a nije se

nif"ii" u nizv iz koieg su odredivane iednadibe'
Proviera uspieinosti regresiiskog modela, ti'

lednadibi regresiie, moZe se provesti pomoiu ana-

iize reziduali ( Eiraper i Smith, 1966 ) ' Rezidual'i

i"'l su diferenciie vrijednosti zavisne variiable
dobivene pomoiu jednadZbe regresije ($'') i stvar-

nih (opaZenih) vriiednosti (Yt):

er - jzr - !; i = 1,. . ', n

i je redni broi Podatka.

Vidi se da su reziduali iznos koji regresiia niie
uspiela objasniti. Nadalie, ako .ie regresiiski mo-

dei'ispravan, reziduali predstavliaiu sludaine gre'

5ke.
U regresijskoj anal'izi uobida jene pretpostavke

za grelke su:

I ). grelke su nezavisne,
2) niihov sredniak iednak je nuli,
3) variianca je konstantna,
4) slijede normalnu razdiobu.

Pretpostavka o nezavisnosti niie sasvi'm ispunje-
na. Sto je vi5e parametara (koeficiienata korela-
cije, odnosno koeficiienata iednadZbe) prociienj+
no iz podataka, to su reziduali viSe korelirani (ti'
nisu potpuno nezavisni). lpak, ako ie broj stup-
njeva slobode (S:n-p) vel'ik, ti. n>p (p:broj
podataka, p=broi parametara'nezavisn'ih varijab-
li) autokorelaciju reziduala moZemo zanemariti'

Ako se jednadZbe regresiie primjene na niz iz
kojeg su odredene, onda su pretpostavke 2) 'i 4)
ispuniene (Belamarii i Kisegi, 1981).

Tabela 5. Ocjena iednadtbi regresije, analizom reziduala, na 'podacima siie6nia 1982'

Table 5. Test of validaty of the regression equat,ions by the residual analysis o'n January 1982 data'

(3.1) (3.2) (3.3) 3.4) ,3.s) (3.6) {3.7) (3.8)

e
, ,s.

V.-
SGP

R

RV

+(tu*
datum

-&u*
datum

1,'t1
2,73

7,46
2,91

0,66

0,43
5,9

16.

-3,1
26.

-0,22
2,73

7,45
2,69

0,72
0,51

6.4

7.

-5,221.

-0,33
3,17

10,05

3,14

0,58

0,34
9,0

7.

-7,3
26.

-0,05
2,61

6,79
2,56

0,75

0,56

6,9
7.

-4,8
21.

-0,08 1,08

2,84 2,58

8,07 6,66

2,79 2,76

0,69 0,70

0,48 0,49

9,5 6,1

7. 7.

-5,0 -5,121. 28.

0,26 ---0,07
2,60 2,74

6,75 7,48

2,58 2,69

0,74 0,72

0,55 0,51

8,0 8,7

7. 7.

-4,s -4,9
21.,i 26. 26.
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Zbu (3.7), usprkos neznatno manje vrijednosti
koeficiienta mnogostruke korelaciie i redukciie
varijance, treba smatrati naiboliom. Za.to su ko
riStenjem istih prediktora odredeni stabilniii ko-

eficijenti regresiie iz desetogodilnieg niza, iedna-
dZba (3.8). Medutim, ona je kod primiene za pro'
gnozu m'inimalne temperature u siiedn ju 1982'
Iala ne5to loSije rezultate od (3.7). Razlog treba
traZiti 5to ie sijedani 1982. bio izuzetno perzisten-
tan. U veiem dijelu mjeseca naii kraievi su se

nalazili pod utiecaiem hladnog arktidkog zraka,
koii je prodro 7. uiutro, a u razdobliu od 14' do
Zt. siletn;a nad podrudiem veieg diiela zemlje, pa

tako i nad Zagrebom, postoiala je iaka anticiklo'
nalna inverzija. Zato je iednadiba (3.6), koja kao
prediktor koristi samo perzistenciju, dala dobru
prognozu u siiedniu 1982.

Prilikom ocjene uspieinosti prognoze' odstupa'
nja koja su veia od 2t" smatrat iemo grubim
gre3kama.

U tabeli 5. vidimo da ie kod svih jednadZbi
maksimalno pozitivno odstupanie bilo veie od 2s.,

dok su maksimalna negativna odstupania bila ve-

6inom manja od 2s..

Sve jednadZbe, osim (3.1 ), dale su naiveie
pozitivno odstupanie 7. siiednja. Tog dana u iu-
iarnjim satima doSlo je do prodora 'izrazito hla-
dne ar,ktidke zradne mase. Prognoza minimalne
temperature izradunata ie na osnovi prediktora
izvadenih iz TEMP izvjeStaia od 0l SEV, a on'i su

se vei do jutra znatno izmiienili. Samo relativna
topografiia 850/1000 mbara od 7. na 8. siieinia
smanjila se za 61 geopotenciialni metar, a tempe'
ratura na 850 mbara pala ie za 14,90C. Da se u

iednadZbe iSlo sa vriiednostima pred'i'ktora od 8.
siiednia O1 SEV rezultati prognoze bili bi daleko
bolji. Samo smanienje RT 850/1000 za 61 gpm
daje po iednadZbi (3.8) smanienie min'imalne
temperature za 6,90C, tako bi odstupanie, koje ie
iznosilo 8,70C, bilo svega 1,80C.

Maksimalna negativna odstupania su kod veii-
na iednadZbi nastupila 21. ili 26. siied'nja, a samo
kod (3'6) 28 siiednja. U oba sludaia rad'ilo se o
pritjecanju toplije zradne mase u razdobliu posli'
je 0l SEV, a 21. siiednia do5lo ie tokom iutra i

do naobladenja, tako da bi i u tim sludajevima
uzimanje u radun ovih znadai,nih promiena predik-
tora, do koiih je doilo neposredno posliie termi-
na 0l SEV, dalo bolii rezultat.

(3.4)

(3.7)

(3.8)

5l

Ovdje bismo spomenuli da ie poznata i teoret'

ski obiainiena dinienica da ie regresiiska progno'

ru nA;u u'podrudiu oko sredniaka prediktanda a

tnogo loliia za ekstremne vriiednosti prediktanda
(DrJper i Smith, 1966; Beniamin 'i Cornell, 1970)'

U tabeli 6. prikazana ie razdioba reziduala do
bivena iednadZbama (3'4), (3.7) i (3.8).

Granice klasa su: za odstupanie O, od -0,5 
do

O,5, za odstupanje 11, od +0,6 do 11,5 itd.

Vidimo da (3.8), usprkos 5to u ekstremnim
sludajevima ima najveiu destinu odstupania, 2 slu-
daia u klasi -5, a iedan sludai u klas'i 9, daie u

prosjeku naibolje rezultate. Naime, od izradunatih
b0 ptognota, Zi ptognoze kod (3.8) imale su od"
rtupunfu u granicamJ od -2,5 

do 2,50C (klase od

-2 do 2). Kod (3.4) to se dogodilo u 20, a kod
(2.7) u 19 slud'aieva.

4. ZAKLJUCAK

Pokazalo se da naibolie rezultate daiu iednad'
Zbe regresije koie sadrZe pred'iktore koii su medu-
sobno nezavisni, a u naiveioj mier'i reduciraiu va'
rijancu pediktanda. Od razmatranih deset predik'
tora, pokazala se naiboliom, 5to naravno ne zna-
di da ne postoji i bolia, kombinacija prediktora
RT 850/1000 mbara, relativna vlaga na 850 mba'
ra, srednji prizemni vietar u m/sek, relativna vla'
ga u l3 SEV i perzistencija.

Analiza reziduala i verifikaciia rezultata ie po-
kazala, da bi se na jveia odstupania u prognozl mi-
nimalne temperature izbiegla ako bi uzeli u radun
eventualne znadainiie promiene prediktora, ti. u-
veli nove vrijednosti prediktora, do koiih ie do'
5lo neposredno posliie 0'l SEV. Naiveii broi od'
stupanja prognozirane od stvarne minimalne tem'
perature pada u razmjerno uski interval od -2,5do 2,50C'

Poveianjem niza podataka dobivaju se stabilniii
regresioni koeficijenti. a time ,i bolji rezultati, 5to
je i pokazala jednadZba (3.8).

Medutim, krajnii cilj - prognoza minimalne
temperatu,re za viSe dana unaprijed - ovisit ie
uveli,ke o toEnosti karata numeridke prognoze, iz
koiih bi se dobivale vrijednosti prediktora.

Tabela 6. Razdioba reziduala za mjesec siiedani 1982.

Table 6. The distribution of residuals for Janu ary 1982.

-5 4-3-2-1 01 234567
23237s321
231653441

344564 1

89
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GORAN BELAMARIE i MIHOVIL KISEGI

SUMMARY

ln order to develorp a statistical method for {orecast-
ing minimum te,m,perature for January in Zagreb, this
study employs the equation of multirple linear regres-
sion.

The first part of this 'paper presents a review of va-
r'ious approaghes to weather for.ecasting using stati-
stical methods. The basis of correlation a'nd regression
'methods and the ffi?nfl€r for Selecting the predictors are
presented, .an'd the possible errors which ,might arppear I
in applica;tion are discussed.

The second .part of this 'paper .presents the selection h
of ten potential predictors from the data of the obser- A.

vatory Zagreb-Maksimir, which are: minimum te:m,p,e-
rature, relative hum,idity at 12 GMT on the ,prev'ious day,
surface rpressure, 850 mbar temperature, relative h'umi-
dity and wind at 850 m'bar, thickness 850/1000, 700/1000
and 500/1000 mbar at 12 GMT, and the mean sur,face
wind for the forecasting day. S:tatistical characteristics
of regression (Table 3) show that for the minimum te'm-
perature,prediction the most suitable predictors are:
persistency, relative humidity at 850 mbar, mean sur-
face wind,850/1000 thickness and wind at 850 mbar.
These ,predictors give the largest contribution of pre-,
dictor's reduction of variance, and their coeffi,cients of
regress,ion have the smallest relative error.

Seven regression equations are used as a combination
of three to five most su,itable predicitors, except for eq.
(3.1). All equations are determined from a five-year da-
ta series 1975-79. The verification is done for January
1982. For the comb{nation of five mutually independent
predictors, which indicated ,the largest contribution to
the reduction of variance of the ,predictand, the equ-
ation {3.8) is determined fro,m a 1O-year data series
1972-81, which resulted ,in more stable coefficients of
regression.

Analysis of residuals (Table 5) has shown that all
equations give relatively high coefficie'nts of regression,
varying from 0,58 in (3.3) to 0,75 in {3.4).
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