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Neke konac¢ne sume

ILgA ILISEVICH

Sazetak. Razmatraju se konacne sume, koje su ilustrirane na nizu
zanimljivih zadataka prilagodenim ucenicima srednjih skola.

Kljuéne rijeci: konacéne sume
Some finite sums

Abstract. Finite sums are considered. These applications are

illustrated on a number of interesting tasks adapted for high school stu-
dents.

Key words: finite sums

Zadanoj n-torki brojeva ai, as, ..., a, pridruzimo sumu

n
Sp=a1t+as+---+a, = E ay.
k=1
Primjerice:
n

14243+ 4n=> k

n
12—|—22—|—32—|—~--+n222k2,

Lako se dokazuje da vrijede sljedeée formule:

Loy i (ak+br) =y ak+ > p_y br,
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2. Y (car) = 300 ax,

3. Y r_(ak — ak—1) = a, — ao.

Sa Sk(n) oznac¢imo sumu k-tih potencija prvih n prirodnih brojeva, tj.
Sp(n)=1"4+2" ... 4+n*  keN

i odredimo formule pomoéu kojih éemo izrac¢unavati te sume.

Primjer 1. Odredimo sumu prvih n prirodnih brojeva.

Polazimo od jednakosti (a+1)? = a?+2a+1 u koju umjesto a redom uvrstavamo
brojeve 0, 1,2, ..., n—1,n:

O0+1)?% = 0242-0+1,

14+1)?* = 1242-1+1,

2+1)? = 224+2-2+1,
n—1+1)?%* = (n—-12+2(n—-1)+1,

(n+1)?* = n?+2n+1.

Zbrajanjem ovih jednakosti dobivamo

12422432+ 402+ (n+1)? = 124224+ 4+ (n—1)7>%+n?
+2(14+2+---+(n—1)+n)
+n + 1,

odakle slijedi
(n+1)?=281(n) +n+1,
tj.
n(n+1
Sl (n) = 7( D) )

Primjer 2. Odredimo sumu kvadrata prvih n prirodnih brojeva.

U jednakost (a + 1)% = a® + 3a% + 3a + 1 umjesto a redom uvrstavamo brojeve
0,1,2,...,n—1, n. Dobivamo:

1 = 0343-024+3-0+1,
22 = 1°43.1243-1+1,
3 = 2243.2243.241,
3 _ 3 2
n> = (n—1"+3n—-1°+3n—-1)+1,

n+1)2 = n®+3n2+3n+1.
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Zbrajanjem dobivamo
(n+1)* = 3S2(n) +351(n) + (n+1).
Odatle imamo, redom,

n(n+1)

(n4+1)% =385(n) +3 5

+ (n+1),

3&un=oﬁ4xm+1ﬁ_gn_n,

nn+1)(2n+1)
5 .
Primjer 3. Odredimo sumu kubova prvih n prirodnih brojeva.
U jednakost (a + 1)* = a* + 4a3 + 6a® + 4a + 1 umjesto a redom uvritavamo
brojeve 0, 1, 2, ..., n — 1, n. Zbrajanjem dobivamo

Sg (n) =

(n+1)* = 4S5(n) + 6Sa(n) +4S1(n) + (n + 1),

s = (20 0)’

Analogno bismo dobili formulu za sumu ¢éetvrtih, petih, ... potencija prvih n
prirodnih brojeva.

odakle je

Primjer 4. Odredimo rekurzivnu formulu za sumu k-tih potencija prvih n
prirodnih brojeva, tj.

Sp(n)=1F+2* ... 4n*  keN

Prema binomnom poucku je

@+ 1) = LS AWNTRES k—l—l =

0 1
k+1\ , (k+1 k+1

(e ) (zm) 1

k+1 k+1

ak+1+( + )ak+< >

n E+1 2, E+1
2 )¢ 1

Uvrstavajuéi umjesto a redom 0, 1, 2, — 2, n—1, n dobivamo

1k+1:0+0+0+--~+0+0+1,

k+1 k+1 k+1 k+1
2k+1 1k+1 < —; >,1/€+< ;— ).17€1+...+< ;_ >.12+< —f )~1—|—1,
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k+1 k+1 k+1 k+1
3’f+1=2’“+1+< Jlr )-2’“+( ; )-2’f—1+---+< ;r )-22+( Y >~2+1,

(n— 1)k = (n—z)k+1+<le)-(n—z)k+(k";l).(n—z)k-wm
+<k;1>‘(n2)2+<kil)~(n2)+1,
phtl (n—l)k+1+(kil)-(n—1)k+(k;rl>-(n—l)k1+~~-
+(k;1>-(n—1>2+(kfl)-(n—1)+1,
(n+ DM = n’“+1+(k1r1>-n’“+<k;1>-nk—1+-~-

Zbrajanjem dobivamo

(n+ 1M = (ki—l)Sk(n)—F(k;l)Sk1(n)+--~

o WP EXORY (e EYOREENO!

gdje je So(n) = n + 1. Odatle lako nalazimo Si(n) kada znamo Si(n), Sa(n), ...

Sk_l(n).
Primjer 5. Odredimo sumu ceturtih potencija prvih n prirodnih brojeva.
Prema rekurzivnoj formuli je

(n+1)5 = <‘;’)S4(n) + <Z> Ss(n) + (2) So(n) + (?) Si(n)+n+1.

Dalje imamo redom

(n+1)5=554(n)+10-M+10.”(""‘1)6(271-1—1)+5_n(n2+1)
n2n n(2n n
554(n)—(n+1).<(n+1)45 (2+1)75 (23+1)521>’

5n% +5n2  10n% +5 5
554(n):(n+1)~<n4+4n3+6n2+4n+1— " _; no_ n3+ n_?n_
6nt +9n® +n2—n

6 i

5S4(n) = (n+1) -
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n+1Dn(6n3 +9n2+n—1
Sy = O+ )
Rastavimo sada polinom 6n® + 9n? +n — 1 na proste faktore. Moguéa racionalna

nultocka tog polinoma je iz skupa kvocijenata djelitelja slobodnog ¢lana —1 i vodeceg
koeficijenta 6, tj. n € {il,i%,i%,i%}. Probanjem se vidi da je —% nultocka, pa
dijeljenjem 6n3+9n?+n—1sa (n+1) dobivamo 6n*+6n—2, pa je 6n®*+9n’+n—1 =

(2n + 1)(3n? 4+ 3n — 1). Stoga je

n(n+1)(2n+1)(3n? +3n — 1)

S4(7’L) = 30 .

Rijesimo sada nekoliko zadataka.

U zadacima 1-14 izrac¢unajte zadanu kona¢nu sumu.
Zadatak 1. 1+3+5+---+(2n—1)
Rjesenge.
14345+ +2n—1)=) (2k—1)
n n
1
S DT DE R S

k=1 1

Zadatak 2. 22 + 42 + 6% + --- + (2n)2.

Rjesenje.
4846+ + (2m) =D (2k) =4 K
k=1 k=1
_ 4 nn+1)2n+1)  2n(n+1)(2n+1)

6

Zadatak 3. 12+ 32+ 5%+ .-+ (2n — 1)2.

Rjesenje.
P432 452+ 2n—1)2 =) (2k—1)° =) (4k* —4k+1)
k=1 k=1

" - - D(2n+1 1
k=1 k=1 k=1
n® —n  n(2n—1)(2n+1)

3 3
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Zadatak 4. 1-2+2-3+3-4+4---+n(n+1).
Rjesenge.
1:242-343 4+ +nn+1)=> kk+1)=> kK +> k
k=1

k
nn+1)2n+1) nn+1) nn+1)(n+2)

6 2 - 3

Zadatak 5. 1-2+2-5+3-8+---+n(3n—1).

Rjesenge.
1:242:5+43-84 - +nBn—-1)=Y k@Bk—1)=Y 3k — k)
k=1 k=1
B 3Zk2 Zk 3. n+1)(2n—|—1)_n(n+1)_nQ(n+1)
- — ; =

Zadatak 6. >, _, (2k)3.
Rjesenje.

Z% —82k3—8 ( "2“)) = 2n2(n + 1)

k=1

Zadatak 7. > ;_,(2k —1)3.
Rjesenje.

n

(2k —1)* = (8K — 12k + 6k — 1)
k=1

k=1 =
Sik?’ - 122k2+6k7i1
k=1 k=1 k=1

2 6 2 "

= n?(2n% -1)

_ 8.<W+1>>2_12,n<n+1>(2n+1>+6_n(n+1)
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Zadatak 8. Y., k(k+1)(k+2).

Rjesenge.

n

> k(k+1)(k+2) = Zn:(kS + 3k2 + 2K)
k=

k=1 1

3Zk2+22k

I
wM:

n(n+1) n(n +1)(2n+1) n(n+1)
- (2 )+3. D)y ol
_ n(n+1)(n+2)(n+3)
4

Zadatak 9. 1+ (1+2)+(1+2+3)+---+(1+24+3+---+n).

L . . . . . . . 1 .
Rjesenje. Kako je suma prvih n prirodnih brojeva jednaka %, to je

14 (1+2)+ (1+2+3) o (142434 +n)
_ Zk(k—i—l Zk2+ Z’f
k=1
_ 1 nn+ )(2n—|—1) 1 n(n—|—1)
T2 6 T3 T2
_ nn+1)(n+2)
6

Zadatak 10. 1+(1+3)4(14345)+ (1+345+7)+ - -+ (1+34+5+- - -+(2n—1)).

Rjesenje. Kako je suma prvih n neparnih prirodnih brojeva jednaka n?, to je

1+(1+3)+(1+34+5)+(1+34+5+7)+
(1+3+5+~--+(2n—1))

Zk2 nn+1)2n+1)
e .

Zadatak 11. 12+ (12 +22)+ (12 +22+3%) + - + (12 +22 432 + ... +n?).
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Rjesenje. Kako je suma kvadrata prvih n prirodnih brojeva jednaka %

to je

)

P (P42 4 (12422 4+3°) 4 4 (1P 4224+ 3+ 4 0%)

“k(k+1D)(2k+1) 1 3 2
_ YT R T ) N2k 43K + K
Z; ! 6;} + 3k% + k)

- é(zik3+3ik2+zﬂ:k)
k=1 k=1 k=1
1 () n’(n+1? | nn+1)@n+1)  n(n+1)
6 <2' . 6 R >
n(n+1)%(n+2)

12

2k%4+2k+1
Zadatak 12. >, _, ﬁ
Rjesenje.

L2241 !
S 5 )

1
_|_
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n 2
Zadatak 13. Zk:l m

Rjesenge.

n

k=
1 4k271+1
T4 4k2 — (Zl+4k2—1
Ny 1(# ;)
%-1)2k+1))  a\" o\2%k—1 2%k+1
k=1

- i”+;;(2k11 2k1+1)

(63465

1 _ 1 )
2n—1 2n+1

1 2n
TS o
1 2n42  n(n+1)
)‘4”'2n+1 T 202n+1)

Z(Qk;—l 2k + 1) Z4k2—1 Zkz

>
Il
-

+
1=

Zadatak 14. ;' (n® — (2k — 1)n).

Rjesenge.

n n n

(= (2k—1)n) =Y n* =Y (2k—1)n

k=1 k=1 k=1

n n
= nQZl—nZ(Zk—l)an-n—n-ngzO
k=1 k=1

Zadaci za vjezbu
Izracunajte sljedeée sume:
LY k(2k—1)
Rjesenge. %
2. X123k —1)
Rjesenge. n(3n + 1)
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10.

11.

12.
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D1 n(3k — 1)
Rjesenje. n?(n +1)
> i1 Bk +1)?

. . n(n+1)(n+2)(3n+5
Rjesenje. (n+1)( 15 it )

> he (k+ 1)k

n(n+1)(n+2)(3n+1)
12

Rjesenje.

k(3k+1
I
.o p(n41)?
Rjesenje. 5

Sho 2k —1)(k+2)

n(4n®+15n—1)
6

Rjesenje.
S (K 42k —1)

.. . n(2n2+9n+1)
RjeSenje. —=——F5——

Sho(k+1)(2k+1)

Lo n(4n2+15n+17)
Rjesenje. =———5——

2 2,02 2,02 2
%4_%4_...4_%

n(4n2+15n+17)
36

Soroi(2k —1)(2k + 1)(2k + 3)

Rjesenje.

Rjesenje. n(n + 2)(2n? + 4n — 1)

Zn E24k+1
k=1 k(k+1)

n(n+2)
n+1

Rjesenje.
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