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Najbolja [ aproksimacija rjesenja sustava
linearnih jednadzbi s jednom nepoznanicom

Ivana KuzmaNovIEH

Sazetak. U radu se promatra karakterizacija i metode odredivanja
nagbolje 1o, aproksimacije rjesenja sustava linearnih jednadzbi s jednom
nepoznanicom.

Kljucne rijeéi: preodreden sustav linearnih jednadzbi, sustav line-
arnih jednadzbi s jednom nepoznanicom, Cebisevljeva aproksimacija, I
aproksimacija

The best [, solution of the system of linear equations with one
unknown

Abstract. In this paper characterization and methods for de-
terming the best o, solution of the system of linear equations with one
unknown is considered.

Key words: overdetermined system of linear equations, system
of linear equations with one unknown, Chebyshev approximation, .
approzximation

1. Uvod

Neka je zadan sustav linearnih jednadzbi s jednom nepoznanicom
a;x = b;, a;,b; € R, iEI,I:{l,...,m},m>1 (1)

Kako se radi o sustavu s viSe jednadzbi nego nepoznanica (takozvani preodredeni
sustav), ovaj problem opéenito nema rjesenje. Iako se na prvi pogled sustavi bez
rjeSenja ne ¢ine zanimljivim, takvi sustavi se pojavljuju u praksi i potrebno je na
neki nac¢in odrediti aproksimaciju rjeSenja.

Primjer 1. Da bi se odredila konstanta elasticnosti Zice, vrsi se mjerenje li-
nearne deformacije pri djelovanju razli¢itih sila. Prema Hookeovom zakonu, veza
izmedu sile a, deformacije b i konstante elasticnosti x je ax = b. Zbog pogresaka

*QOdjel za matematiku, Sveuciliste u Osijeku, Trg Ljudevita Gaja 6, HR-31000 Osijek, e-mail:
ikuzmano@mathos.hr



20 OSJECKI MATEMATICKI LIST 11(2011), 19-28

uzrokovanih nepreciznoséu mjernih uredaja, potrebno je izvrsiti vise mjerenja od ko-
jih svako daje jednu linearnu jednadzbu s jednom nepoznanicom. Na taj nacin prob-
lem odredivanja konstante elasticnosti svodi se na problem rjesavanja preodredenog
sustava linearnih jednadzbi s jednom mepoznanicom.

Zapisimo sustav (1) u obliku

a;x—b; =0, i€l
i oznacimo
ri(z) = a;x —b;, i € 1.
Funkcije r; nazivaju se reziduali. Kad bi ovaj sustav imao rjeSenje x*, vrijedilo
bi r;(z*) = 0, i € I. Kako takav z* opcenito ne postoji, ima smisla kao aproksi-
macijsko rjesenje uzeti onaj x za koji je najvece apsolutno odstupanje (od nule)
minimalno, odnosno toc¢ku minimuma funkcije

A(z) = max|a;z — bi| = max|rs(z)]. (2)

Tocka minimuma funkcije A naziva se najbolja [, aproksimacija rjeSenja sustava
linearnih jednadzbi s jednom nepoznanicom.

Primjer 2. TezZinski problem mjerenja u lo-normi
Zadani su podaci mjerenja (w;,y;), @ € I, w; > 0. Treba pronaéi najbolju aproksi-
maciju mjerene velicine tako da najvece tezZinsko odstupanje bude minimalno, tj.
treba odrediti minimum funkcije

A(z) = maxw; |z — ;. (3)
i€l
Specijalno, zawy = - -+ = wy, = 1, rjesenge problema mjerenga (3) je jednostavno.

Bez smanjenja opéenitosti mozZemo pretpostaviti da su podaci sortirani, odnosno

Y1 <y2 <o S Y

Y1 Y1 + Ym Ym
2
Slika 1. Graf funkcije A(x) = max |z — yil.
1€
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Uoc¢imo (Slika 1.) da je

A | —z+ym, z< %
(z) = _ fym >
* =Y, T> 5

te je

z€R 2 2

U sluc¢aju kada je barem jedna tezina razlicita od jedan, tezinski problem mjerenja
U loo mOTmMi svodi se na problem lo Tjesenja sustava linearnih jednadzbi s jednom
nepoznanicom. Uz oznaku §; = w;y;, problem minimuma (3) moZemo pisati

A(x) = max |w;z — §;| — min, w; >0,
el rz€R
a ovo je specijalni slucaj loo Tjesenja sustava jednadzbi s jednom nepoznanicom

max |a;x — b;| — min,
z€R

gdje uvijek moZemo pretpostaviti da je a; > 0,1 € 1.

2. Karakterizacija rjesenja

Da bi odredili najbolju I, aproksimacije rjesenja sustava jednadzbi (1), umjesto
problema odredivanja tocke minimuma funkcije
A(z) = max|a;z — bi| = max|ry(z)],
mozemo promatrati problem odredivanja tocke minimuma funkcije
o(x) = %E}f(aix —b;) = max ri(x)
pri cemu je

I, = {1, ,momA1, . .,Zm}, Qi = —0ay, bi+m = —bi, TH_m(l‘) = —Ti(l‘), i1el.

Slika 2. Grafovi funkcija A(x) = max |r;(z)| (lijevo) i §(x) = maxr;(x) (desno)
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Teorem 1. (Karakterizacija tocke minimuma funkcije &)
Nekajex e RiM ={k €Iy : rp(x) =0(x)}. Tocéka x je tocka minimuma funkcije
0 ako i samo ako postoje i,j € M takvi da je a;a; < 0.

Dokaz. Pretpostavimo da je a;a; > 0, Vi,j € M. Tada postoji h € R takav da
je a;h >0, Vi € M. Tada je i « = min(a;h) > 0. Za i€ M je

ri(x — Ah) = ri(x) — dax < 8(2) — Ay,

te se rezidualima u smjeru —h smanjuje vrijednost. Kako za i ¢ M vrijedi r;(z) <
0(zx), zbog neprekidnosti reziduala postoji neka okolina U od z na kojoj je r;(z) <
0(z), Yz € U. Dakle, x ne moze biti tocka minimuma funkcije 4.
Obratno, pretpostavimo da z nije tocka minimuma funkcije 6. Tada postoji tocka
u kojoj funkcija d postize manju vrijednost, tj. postoji h € R takav da je d(x —h) <
0(2). Zai e M je

ri(z —h) <d(x —h) < I(h) = ri(x),

odnosno
ai(x —h) —b; < a;x — by,

iz cega slijedi da je a;h > 0, Vi € M, a to je moguée samo ako su svi a;, ¢ € M
istog predznaka, tj. a;a; >0, Vi,j € M.
O
Sliéna tvrdnja vrijedi i za funkciju A.

Teorem 2. (Karakterizacija tocke minimuma funkcije A)
Neka je x € R, 0; =signri(z) i M ={k € I : |rp(z)| = A(x)}. Tocka x je tocka
minimuma funkcije A ako i samo ako postoje i,j € M takvi da je (0;a;)(0ja;) < 0.

3. Metode trazenja najboljeg [, rjesenja

3.1. Metoda silaska po vrhovima

Neka je xg proizvoljna pocetna aproksimacija. Najprije je potrebno odrediti skup
M ={ieI:ri(xo) = I(zo)} indeksa svih reziduala koji u tocki ¢ poprimaju istu
vrijednost kao i funkcija d. Ako postoje indeksi j, k € M takvi da je ajar <0, onda
je prema Teoremu 1. xg rjesenje. U suprotnom, potrebno je odrediti j € M za koji
je |a;| minimalan. Sljedeéa aproksimacija je prva tocka x s lijeva (ako je a; > 0) ili
s desna (ako je a; < 0) od zo takva da je r;(z) = r;i(z).

Primjer 3. Zadan je sustav a;x = b;, 1 =1,...,6, gdje je

1 1 2 3 4 5 6
a|—-20 -6 -5 7 20 30 .
b| —-10 30 T 6 2 19

Najbolja lo aproksimacija rjesenja danog sustava je tocka minimuma funkcije

0(z) = max ri(z),
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pri cemu je r1(x) = —20x+ 10, ro(x) = —62—30, r3(z) = bz —7, r4(z) = Tz —6,
rs(z) =20z — 2, r¢(x) =302 — 19, riye(x) = —ri(x), i=1,...,6.

-100

Slika 3. Grafovi funkcija 7;(z), i =1,...,12

Neka je dana pocetna aproksimacija xg = 3.5.

Prva iteracija

§(zo) =86, M = {6}
Sljedeca aproksimacija je rjesenje jednadzbe r¢(x) = rs(x), tj v1 = 2.04167.

Slika4. Metoda silaska po vrhovima - poletna aproksimacija (lijevo), prva iteracija
(desno)
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Druga iteracija

0(x1) =42.25, M ={6,8}
Kako je ag - ag = 30 -6 > 0, x1 nije rjeSenje. Sljedeéa aproksimacija je riesenje
jednadzbe rg(x) = r12(x), tj. x2 = —0.305556.

Slika 5. Metoda silaska po vrhovima - druga iteracija

Kako je 6(xz2) = rs(x2) = r2(x2) ias-a12 = 6-(—30) < 0, z2 je tocka minimuma
funkcije §.

3.2. Metoda uzlaska po vrhovima

U svakoj iteraciji ove metode aproksimacija rjeSenja je apscisa sjecista dvaju pravaca
od kojih je jedan rastuéi, drugi padajuéi. Neka je xy aproksimacija u nekoj iteraciji
i, rj reziduali takvi da je a; < 0 < a; i 73(x0) = rj(z0). Za dobivanje sljedece
aproksimacije, odredi se rezidual ry za koji je ri(xo) = 6(zo).

e Ako je ai > 0, sljedec¢a aproksimacija je apscisa sjecista grafova reziduala r; i
TE-

o Ako je ai < 0, sljedeéa aproksimacija je apscisa sjecista grafova reziduala r;
i Tk-

e Ako je ar = 0, onda je sljedeca aproksimacija apscisa sjecista grafova reziduala
7y, 1 bilo kojeg od r;, ; kojemu koeficijent smjera nije nula.
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Primjer 4. Odredimo rjesenje prethodnog primjera metodom uzlaska po vrhovima.
Neka je pocetna iteracija rjesenge jednadzbe ri(x) = rq(z).

100
50
- 4
-50
-100

Slika 6. Metoda uzlaska po vrhovima - poletna aproksimacija

Prva iteracija
5(%0) = 33.5556, Tg(xo) = (5(%0), ag =6 >0
Sljedeéa aproksimacija je rjesenje jednadzbe m(x) = rg(x), tj. 1 = —0.769231.

100
50
- \\4
-50
-100

Slika 7. Metoda uzlaska po vrhovima - prva iteracija

Druga iteracija
§(z1) = 42.0769, r12(x1) = 6(x1), a12 = =30 < 0
Sljedeéa aproksimacija je rjesenje jednadzbe rg(x) = ri2(x), tj. 2 = —0.305556.
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Slika 8. Metoda uzlaska po vrhovima - druga iteracija

Kako je r1a(x2) = rs(z2) = 6(x2) i agaiz = 6 - (—=30) < 0, z2 je tocka minimuma
funkcije §.

3.3. Metoda pretrazivanja

U svakom koraku metode pretrazivanja imamo dvije aproksimacije =g, 4o, o < Yo
koje se nalaze na suprotnim stranama od to¢ke minimuma. Neka je r;(xo) = 0(zo)
irj(yo) = 6(yo). Tada je a; <0 < aj. Ako je a; =0, 2o je rjeSenje. Ako je a; =0,

Yo je rjeSenje. Neka je zg = ”Ogyo irg(zo0) = d(20)

e Ako je ar > 0, zamjenimo yo sa 2o 1 j sa k.
e Ako je ar < 0, zamjenimo xg sa zg i ¢ sa k.

Postupak staje kad je razlika yo — xg manja od nekog unaprijed zadanog e.

Primjer 5. Na Slici 9. prikazan je iterativni postupak metode traZenja za sustav
iz primjera 3 s pocetnim aproksimacijama xo = —2, yo = 4.
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Slika 9. Iterativni postupak metode pretraZivanja

AN
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