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Proucavanje elipse pomoc¢u GeoGebre

EUGEN LJAJKO* JAsMINA MAKksIGH

Sazetak. U radu je prikazano proucavanje elipse pomocu racunala i
rac¢unalnog programa GeoGebra. Detaljno je opisana moguénost izvodenja
jednadzbe elipse pomocéu GeoGebre. Prikazan je nacin rjeSavanja zadaca
uz uporabu racunala i GeoGebre. Ponudene su i racunalne aplikacije za
dalje proucavanje elipse.

Kljucéne rijeci: GeoGebra, elipsa, nastava analiticke geometrije,
racunalno okruzenje

Studying elipse with GeoGebra

Abstract. The paper presents a way to study the ellipse using
a computer and GeoGebra software. The possibility of performing the
equation of an ellipse using GeoGebra is described in detail. A method
of solving examples with the use of computers and GeoGebra is shown.
Applets for further study of the ellipse are offered.

Key words: GeoGebra, ellipse, teaching analytical geometry, com-
puter environment

1. Uvod

Analiticka geometrija u ravnini jedno je od podru¢ja kojem se u srednjoj skoli
posvecuje velika pozornost. Medutim, prate li sati analiticke geometrije u nasim
gkolama suvremene trendove?

Suvremena nastava matematike sve se vise oslanja na uporabu multimedijalnih
sredstava, prije svega racunala kako prilikom obrade novih pojmova tako i prilikom
njihove primjene. Naravno, uporaba raCunala u nastavi je skoro nemoguca bez
odgovaraju¢ih obrazovnih ra¢unalnih programa. Danas postoji mnostvo softvera
iz klasa DGS (Dynamic Geometry Systems - Sustavi dinami¢ne geometrije) i CAS
(Computer Algebra Systems - Sustavi rac¢unalne algebre) koji se lako mogu uklopiti
u nastavu matematike. GeoGebra nudi izuzetno velike moguénosti za osuvremenji-
vanje nastave matematike u srednjoj skoli.

Tijekom izvodenja nastave nije se odstupalo od nastavnog plana i programa
ve¢ smo se trudili da sadrzaje prikazemo pomocu racunala i time dobijemo na
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vremenu i kvaliteti nastave. Slijedi prikaz moguéih tehnickih i metodickih rjesenja
za sate obrade i vjezbanja zadataka u vezi elipse uz uporabu rac¢unala i GeoGebre.
Aplikacije rabljene na satima obrade i vjezbi mogu se preuzeti sa inetrnet stranice
http://www.eugenljajko.info/elipsa.html.

2. O GeoGebri

GeoGebra je modificiran DGS softver sa mnogo elemenata CAS tako da je jako
pogodna za realiziranje dinamicne geometrije u ravnini. To, naravno, vrijedi i za
realiziranje analitcke geometrije u ravnini.

Prozor za komuniciranje korisnika sa GeoGebrom se sastoji od dva dijela: al-
gebarski i geometrijski. Sve §to je geometrijski prikazano u geometrijskom prozoru
popracéeno je odgovarajuéim algebarskim izrazima u algebarskom prozoru. Zada-
vanje i manipulacija objektima moze se vrsiti preko oba prozora. Jednom kada
se neki objekt zada moguce je vrsiti njegovo pomicanje, razvlacenje, sabijanje i sl.
§to govori da se radi o dinami¢noj geometriji. Nac¢in zadavanja objekata je veoma
slican standardnoj notaciji tako da je to veliko olakSanje za ucenike osnovnih i
srednjih skola jer ne moraju uciti sintaksu novog softvera. To takoder znaci da
¢e matematicki objekti prikazani na ra¢unalu vrlo malo ili niti malo odstupati od
odgovarajuc¢ih objekata u standardnom prikazu.

Osim standardnih alata danih u paleti, GeoGebra nudi i moguénost kreiranja
vlastitih alata. To je pogodnost koja daje posebnu slobodu pri radu s njom i osobni
pecat svakom zadatku uradenom na racunalu.

Prevedena je na mnogo jezika, izmedu ostalih i na hrvatski pa je i to bilo
olaksanje za pripremu i izvodenje odgovarajuce nastave. GeoGebra je besplatan
i Siroko dostupan rac¢unalni program. Moze se, recimo, preuzeti sa sluzbene inter-
net stranice www.geogebra.org.

3. Kako smo proucavali elipsu?

Prikazat ¢emo nacin na koji smo dijelove analiticke geometrije proucavali u tre¢em
razredu elektrotehnicke skole “Nikola Tesla” u Leposavi¢u. Ovakva nastava se u
ovoj §koli izvodi veé dvije godine.

Obicno elipsu definiramo u skladu sa sljede¢om definicijom:

1
Neka su Fy © Fy dvije ¢vrste tocke ravnine M i neka je a > 5 |F1 Fy|. Skup svih

tocaka M ravnine za koje je zbroj udaljenosti od tocaka Fy 1 Fy stalan i jednak 2a
zove se elipsa.

Na osnovu definicije pravi se skica i iz nje se izvodi jednadzba elipse.

Mi smo, pak, sastavili dinami¢nu aplikaciju jednadzbaelipse.ggb u GeoGebri
kojom se opisuje spomenuto svojstvo elipse pa iz toga izvodili njenu jednadzbu.

Ucenicima se ponudi da u aplikaciji eksperimentiraju sa razli¢itim odnosima
duzina 71 i r9, pod uvjetom da njihov zbroj ostaje konstantan (i jednak 2a). To se
postize pomicanjem tocke T po klizacu u vrhu aplikacije. Pritom se istovremeno
promatraju kruznice promjenljivih polumjera (koji su upravo r1 i r2) i njihove tocke
presjeka. Tom prilikom oni mogu uociti da tocke presjeka promatranih kruznica
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upravo zadovoljavaju svojstvo opisano definicijom i zauzimaju polozaje koji, uzeti
zajedno, “slice” na elipsu. Ovo nasluéivanje se moze i potvrditi. Recimo, moze
se podesiti da tocke presjeka ostavljaju tragove i zatim pomicati tocku T. Tragovi
tocaka presjeka Cine elipsu. Ukoliko zelimo trajan trag to mozemo posti¢i uporabom
naredbe Lokus: Lokus[T_1, T] i Lokus[T_2, T]. Tako je, barem vizualno, do-
bivena elipsa

U sljede¢em koraku, ucenicima skre¢emo paznju na tocke u kojima dobivena
elipsa sijece koordinatne osi. Za pocetak treba uociti da je apscisa tocke presjeka

elipse sa x-osi jednaka a - mala poluos. Pomoc¢u nje i veli¢ine ¢ = 5 |Fy Fy| defini-

ramo veliku poluos - b.

Konac¢no, uporabom alata elipsa, mozemo konstruirati elipsu sa fokusima Fj i
F’ koja prolazi kroz tocku T7. Podesavanjem osobina dobivene elipse (poslije desnog
klika na elipsu biramo: osobine - prikazi oznaku - vrijednost i osobine - algebra -
(0= m)? | (y—n?

a? b2
od male i velike poluosi.

Osim toga, dinami¢nom aplikacijom elipsa.ggb omogucéeno je prikazivanje
poluosi i fokusa elipse kao i utjecaj poluosi na oblik i polozaj elipse. Ucenici su
aktivno sudjelovali u stvaranju ove i drugih aplikacija.

Aplikacija sadrzi tri klizac¢a, dva odreduju veli¢inu poluosi, a i b, dok se treé¢im
bira neko od svojstava elipse koje promatramo: utjecaj poluosi na oblik elipse,
centralnu i osnu simetri¢nost tocaka elipse ili ogranicenost elipse.

Detalji tih aplikacija prikazani su na slikama 1. i 2.

Ovim smo u nastavu uveli dinamiku i olaksali razumijevanje sadrzaja. Za-
datke na satima vjezbi radili smo dvojako: na papiru i racunalu. Pokazalo se da
ucenici koji su pri izradi zadataka koristili racunalo i sastavljene aplikacije lakse
rade domacu zadacu i zadatke na satima uvjezbavanja ali i to da imaju vece razu-
mijevanje pojmova te im je bilo olakSano razumijevanje i izgradivanje slozenijih

jednadzba = 1) moze se doé¢i do jednadzbe elipse koja zavisi

pojmova.
(7 GeoGebra - jednadzba elipse (2).ggb BE %]
Datoteka Uredivanje Pogled Postavke Alati Prozor Pomot a=43
N - | Pomicanie Foriaite i @& —_—
) ) odaberite objekte (Esc) P
T b=25
D -
z ¥ konstiukcija o
Bt I™ velika poluos 4
™ mala poluos F1 2
M, 2
Pravci
Totke
s Elipsa
@ unos: = v|la|v| Naredba v
Slika 1. Slika 2.

Pokazat ¢emo nacin na koji smo koristili aplikaciju elipsa.ggb za rjesavanje

sljedeceg zadatka:
- o . L 12 BT R T .
Primjer 1. Provjerite pripada li tocka M = | —4, = elipsi % + 6= 14

nadite jednadzbe pravaca i duljine odsjecaka FyM i FoM kao i kut izmedu njih.
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Najprije smo u aplikaciji podesili klizace a i b na vrijednosti a = 5, b = 4 ¢ime
je u njoj prikazana trazena elipsa. Naravno, to smo mogli uraditi i upisivanjem
izraza x~2/25+y~2/16=1 u polju za unos. Zatim, smo unijeli koordinate tocke M.
Slika izgleda kao da tocka M pripada elipsi. Medutim slika moze biti i neprecizna.
Zato pristupamo provjeri odnosa tocke M i elipse uporabom opcije “veza izmedu
dva objekta”, slika 3. u sljedecem koraku postavljamo pravce kroz tocke M i F}
odnosno Fy. (To radimo uporabom alata Pravac kroz dvije tocke) Njihove jednadzbe
su vidljive u algebarskom prozoru GeoGebra - e, slika 4.

B

Datoteka Uredivanje Pogled Postavke Alati Prozor Pomo¢ Datoteka Uredivanje Pogled Postavke Alati Prozor Pomoé
A LTI g
*8.434 =
& redafind feix/25+y /16 —3°
s nede'!n!ran f=4.29 b
;Ee efiniran 9=844
M, =(-4.22, 2. h=4.29
=(4.22, -2.1 iix=-§
=(-4.22, 21 ix=§
= (4.22,2.10 ky=4
c=3 lLy=-4 i
c, nedefiniranc m=4 Pra
d=844 n=s Tocke
reixz/25+y?/ Ppr2.4x+y=-72 Elipsa
‘!=4v29 rq:24x+7y=72,

© Unos: 2 va ~Naredba ... i ©Unos: 2 “a - Naredba ...

R T T e [ T e

Slika 3. Slika 4.

Datoteka Uredivanje Pogled Postavke Alati Prozor Pomo¢ Datoteka Uredivanje Pogled Postavke Alati Prozor Pomo¢

(=] (AL [e)e) EANI=) [+] udaljenost @E H[Helo)«IN=] (=] p B
@zg 9 T = - - z
8.44 | h=429 3"
4.29 irx=-5 b:
=5 jix=5

=5 kiy=4

=4 ly=-4

=4 m=4
E n=5 N
5 ‘p:24x+y=-7.2
R4x+y=-7.2 Pravei ©q:24x+7y=72 Pravei.
RA4x+7y=7.2 Tocke udaljenostMF1 = Toéke
aljenostMF1 = 2.6 Elipsa udaljenui(MFz = Elipsa
aljenostMF2=7.4 _ E a = 48.46 i

©Unos: 2 ~a ~Naredba ...

ot (e (@t (i (Do G

©Unos: ? va ~Naredba ...

T ey

Slika 5. Slika 6.

Duljine odsjeéaka F41 M i Fo M odredujemo koristeéi opciju Udaljenost ¢ime se
u algebarskom prozoru ocitavaju trazene duljine, slika 5. Konac¢no, opcijom Kut
dobivamo i vrijednost kuta izmedu tih pravaca, slika 6.

Za ispitivanje ekscentriciteta i odredivanje direktrisa elipse sastavili smo di-
namiénu aplikaciju ekscentricitet i direktrise.ggb. Njome smo veoma lako
dosli do razlicitih definicija ekscentriciteta elipse, veza medu njima kao i do veza
izmedu ekscentriciteta i direktrisa elipse. Uporaba ove aplikacije je olaksala razu-
mijevanje spomenutih pojmova kao i izgradivanje veza medu njima, slika 7. Ovu
aplikaciju nismo koristili za rjesavanje zadataka ve¢ samo za vizualizaciju. Ideja
je bila da se ucenici potaknu na samostalan rad, inventivnost i kreativnost a da se
pritom ne vezuju samo za jednu tehnologiju, u nasem sluc¢aju rac¢unalo jer bi takvim
vezivanjem za rac¢unalo dosli u situaciju da je njegova uporaba sama sebi cilj.

U tome smo uspjeli prilikom obrade sljedec¢e nastavne jedinice - Pravac i elipsa
gdje smo glede ispitivanja uzajamnog odnosa pravca i elipse ucenicima dali zadatak
u kojem je trebalo izraditi aplikaciju u Geogebri kojom bi ispitali taj odnos. Kao
rezultat toga dobili smo niz zanimljivih aplikacija kojima je manje ili viSe uspjesno
predstavljen zadani odnos. Na slici 8. prikazan je detalj jedne od tih aplikacija -
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pravac i elipsa.ggb.

d, v 4 /
a=4.85 Direktrise l
- Ekscentricitet
_h=28 a’k? + b? - I’= -35.01
a
X=—=4.85/0, \
x= e
e X
0o 2 4 6

10 12

L¢ e -
§=5.4A1668I6.67062=0.81652 G5 =3.96011/4.85=0.81652 Pravac i elipsa nemaju zajgfnickih tocaka

Slika 7. Slika 8.

U ovom stadiju ucenici su ve¢ samostalno sastavljali aplikacije za konkretne
zadatke §to govori o brzini kojom se GeoGebra moze uspjesno uklopiti u nastavu
matematike.

4. Domaci zadaci i komunikacija ucenika sa nastavnikom

Ucenici su imali slobodu pri izboru tehnologije koju ¢e rabiti u izradi domacih
zadataka. Dakle, mogli su ih raditi “klasi¢no” - u biljeznici i donositi ih u §kolu,
na ra¢unalu, pomoéu GeoGebre i donositi ih u skolu na odgovarajuéem nositelju
memorije (“flash”) ili ih slati nastavniku putem e-maila. Iako se veéina ucenika
odluéila za posljednju moguénost, bilo je i onih koji su to radili na “klasi¢an” nacin.
Bez obzira na nacin izrade, trudili smo se da svi dobiju jednak tretman u pogledu
vrednovanja domaceg zadatka.

Osim obaveznih domacih zadataka, ucenje matematike na ovakav nac¢in unijelo
je jos jednu novinu u radu. Kako bi pojasnili eventualne nejasnoée u vezi uporabe
GeoGebre ucenike smo upucéivali na komunikaciju sa slicnim korisnicima na forumu
zvaniéne internet stranice www.geogebra.org gdje su ubrzo dosli u kontakt s ve-
likom zajednicom ljudi sli¢nih interesa ¢ime se moguénosti prosiruju do neslucenih
granica.

5. Testiranje ucenika

Ucenike smo testirali na “klasi¢can” i “racunalni” na¢in. Naime, po zavrsetku nas-
tavne teme Elipsa uradili smo test sa pet zadataka. Test je raden na racunalima.
Nakon zavrsetka podruc¢ja Analiticka geometrija u ravnini ucenici su radili redovni
pismeni ispit u okviru koga su dobili i po dva zadatka u vezi sa elipsom.

Ispostavilo se da su ucenici koji su samostalno radili sa GeoGebrom i pokazali
uspjeh na ra¢unalnom testu pri tome bili uspjesniji i pri “klasi¢cnom” rjesavanju
odgovarajuc¢ih zadataka na pismenom zadatku.

6. Zakljucak

Tako smo u pocetku imali strah da ¢ée uporaba racunala u nastavi ometati samostalno
ucenje time S$to ¢e se smanjiti aktivnost ucenika to se pokazalo neopravdanim.
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Konstrukcija elipse je daleko jednostavnija i o¢evidnija na racunalu. Njene
osobine se mogu razmatrati u dinami¢nim radnim listovima kao osobine prom-
jenljivog objekta na koje ucenik direktno utice. Odnos pravca i elipse na racunalu
prouc¢avamo kao proces a ne kao stati¢nu situaciju. Racunalo je omoguéilo daleko
brze i preciznije izvodenje racunskih dijelova zadataka, precizno crtanje odgovarajué¢ih
skica i unijelo dinamiku u proces postavke i rjeSavanja svakog zadatka. Ucenici
i nastavnik su time oslobodeni monotonog posla pa mnogo viSe vremena mogu
posvetiti razumijevanju bitnoga u zadatku. Osim toga, jednom kada je zadatak
rijeSen racunalo omoguéava da se sagledaju svi njegovi aspekti i prouce problemi
vezani za taj zadatak.

Nase iskustvo govori u prilog tome da je racunalo u nastavi analiticke ge-
ometrije ne samo dobrodoslo ve¢ i skoro nezamjenljivo nastavno sredstvo koje podize
kvalitetu nastave.
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