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Particija skupa i relacija ekvivalencije. Bellovi
brojevi

ZELJKO ZRNO*

Sazetak. U radu se bavimo problemom particije skupa i povezujemo
je s relacijom ekvivalencije. Vidjet éemo da je broj particija skupa jednak
broju relacija ekvivalencije na tom skupu. Taj broj éemo zvati Bellov
broj. Dat éemo $iri osvrt na taj broj i prezentirat neke njegove primjene.

Kljuéne rijeci: kombinacija, partitivni skup, particija skupa, relacija
ekvivalencije, Bellov broj

Set partition, equivalence relation. Bell’s number

Abstract. In this professional work we are deal with the problem
of partition paper and we are connecting it with the equivalence relation.
Number of partition paper is equal to number of equivalence relation.
That number is called Bell’s number. We’ll give a broader reference to
this problem and we will present some of its applications.

Key words: combination, partitive set, partition paper, equivalence
relation, Bell’s number

1. Uvod

U ovom radu bavit ¢emo se problemom particije skupa i pokazati da je taj pojam
usko vezan s relacijom ekvivalencije. Vidjet ¢emo da je broj particija skupa
jednak broju relacija ekvivalencije na tom skupu. Taj broj ¢emo zvati Bellov broj.
Prezentirati ¢emo neke primjene tog broja i dati osvrt na sam taj broj. Prisjetimo
se na pocetku pojmova kombinacije i partitivnog skupa.

Definicija 1. Zadan skup S koji ima n elemenata. Svaki k-clani podskup skupa
S zovemo kombinacijom k-tog razreda skupa S. Broj svih kombinacija k-tog

razreda n-clanog skupa oznacavamo s , pri cemu je

n
k

(k)= mm ®
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gdje po definiciji uzimamo da je 0! = 1.

Definicija 2. Neka je S proizvoljni dani skup. Skup svih podskupova skupa S
nazivamo partitivnim skupom skupa S i oznacavamo ga sa P(S).

Prema tome elementi skupa P(S) su podskupovi skupa S. Primjerice, ako je
S =1{1,2,3}, tada je

P(S) = {{0}, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3},{1,2,3}}.

Uocite da skup P(S) iz prethodnog primjera ima 8 = 23 elemenata i da je to u vezi

s Cinjenicom
3 3 3\ 3 o3
ve()e(5)+(5)—awr-

Op¢enito nalazimo da skup S = {1,2,...,n} ima

1+(’f)+(g)+---+<z>=(1+1)":2". 2)

2. Particija skupa

podskupova.

Dajemo sada definiciju particije skupa.

Definicija 3. Neka je S dani skup. Svaki podskup P od P(S)\{0} zovemo
particijom skupa S ako su ispunjena ova dva uvjeta:

1. unija svih elemenata iz P jednaka je skupu S.

2. ako su A i B razliciti elementi iz P, tada je AN B = ).

Primjer 1. Ako je S = {1,2,3}, tada su particije tog skupa:

P = {{1}?{2}7{3}}5
Po = {{la 2}a {3}}7
P3 = {{L?’}a {2}}7
Py = {{273}’ {1}}7
Ps = {1,2,3}.

Dakle, ima ih ukupno 5.
Primjer 2. Ako je S ={1,2,3,4} jedna particija bi bila npr.

P = {{1}7 {4}5 {25 3}}

Problem odredivanja broja particija skupa S, od opéenito n elemenata, bit ¢e
rjeSavan u daljnjem izlaganju. Kroz ova dva primjera htjeli smo tu problematiku
samo otvoriti i zainteresirati ¢itatelja. Napominjemo poznatu particiju skupa prirod-
nih brojeva N = {1,2,3,...,n}, na parne i neparne prirodne brojeve.
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3. Relacija ekvivalencije

Prvo definiramo pojam binarne relacije.

Definicija 4. Neka su A i B neki skupovi, a R neki podskup skupa A x B =
{(a,b) : a € A;b € B}. Svaki podskup R skupa A x B zove se binarna relacija
izmedu elemenata skupa A i elemenata skupa B ili relacija sa A u B. Za element
x iz A kaZemo da je u relaciji R s elementom y iz B i piSemo

Ry,

ako je (z,y) € R.
Primjer 3. Neka je A={1,2,3,4}, B={7,8,9} a

R={(1,7),(2,9),(3,8),(4,7)} € A x B.
Podskup R je jedna relacija izmedu elemenata skupa A i elemenata skupa B. Tu je
1R7,2R9,3R8,4R7.

Lako se vidi da primjerice (2,8) nije u R, te ne prema tome ne vrijedi 2RS8.
U daljnjem éemo radu uzeti da je opéenito A = B = § (isti skupovi A i B) i
dajmo definicije nekih vaznijih vrsta binarnih relacija.

Definicija 5.

1. Za relaciju R C S x S kaZemo da je refleksivna onda i samo onda ako je
aRa za svakia € S.

2. Za relaciju R C S x S kaZemo da je simetriéna onda i samo onda ako ima
svojstvo: ako je aRb, tada je i bRa.

3. Za relaciju R C S x S kaZemo da je tranzitivna onda i samo onda ako ima
svojstvo: ako je aRb i bRc tada je i aRc.

Definicija 6. Za relaciju R C .S x S kazZemo da je relacija ekvivalencije ako
je ona refleksivna, simetriéna i tranzitivna.

Primjer 4. Na skupu S = {1,2,3} definiramo sljedecu relaciju

R = {(L 1)7 (27 2)3 (373)7 (L 2)7 (27 1)}

Vidimo lako da je R relacija ekvivalencije, jer je refleksivna, simetricna i tranzi-
tivna.

Primjer 5. Neka je S = 7Z skup cijelih brojeva. U skupu Z definiramo relaciju
= ovako: ako su a i b cijeli brojevi, kazemo da je a kongruentan b modulo 3 i pisemo
a = b( mod 3) onda i samo onda ako 3la—b (tj. a—b je djeljivo sa 3). Pokazujemo
da je relacija “biti kongruentan modulo 3” relacija ekvivalencije.

Refieksivnost
Va € Z, a = a( mod 3) jer je a —a = 0 (nula je djeljiva sa 3).
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Simetricnost
a=b( mod 3) & 3la—b <« Ik € Z takav da je a — b = 3k, odnosno, —(b—a) = 3k,
b—a=-3k=3-(—k),
tj. b — a je djeljivo sa 3, pa je b = a( mod 3).

Tranzitivnost
a=b( mod3)ib=c( mod3) < 3la—bi3lb—c< Jk,l € Z takvidajea—b =3k
ib—c=3l

Imamo

(a=b)+(b—c)=3k+3l

a—c=3k+1),

tj. a — ¢ je djeljivo sa 3, pa je a = ¢( mod 3).
Prethodni primjer nas motivira za daljnju korisnu ras¢lambu. Skup svih cijelih
brojeva koji su djeljivi sa 3 ozna¢imo sa 3Z, tj.

3Z=1{...,—6,-3,0,3,6,...,3n,...};

skup svih cijelih brojeva koji pri dijeljenju sa 3 daju ostatak 1 oznacimo sa 3Z + 1,
tj.
3Z+1={...,-5,-2,1,4,...,3n+1,...}

skup svih cijelih brojeva koji pri dijeljenju sa 3 daju ostatak 2 oznacimo sa 3Z + 2,
tj.
3Z+2={...,—-7,-4,-1,2,5,....3n+2,...}.

Uoc¢imo da su podskupovi 3Z, 3Z + 1, 3Z + 2 disjunktni i da im je unija skup Z.
Za element a € Z kazemo da je u relaciji R s elementom b € Z i piSemo aRb onda i
samo onda ako se a i b nalaze u istom od podskupova

3Z, 3Z+1, 3Z + 2.

Lako se uvida da je R relacija ekvivalencije u skupu Z. To je zapravo relacija “biti

kongruentan modulo 3”. Zaista, skup R sastoji se od onih i samo onih parova (a, b)

za koje je (a — b) djeljivo sa 3.

Usko povezan pojam, s relacijom ekvivalencije, je pojam klase ekvivalencije.
Definicija 7. Ako je R relacija ekvivalencije na skupu S, i a neki element iz

S, tada skup svih elemenata x iz S za koje vrijedi xRa oznacavamo sa Cy © zovemo
klasom ekvivalencije, 1.

Co = {z € S|zRa}.

Primjer 6. Ako je S =Z, a R relacija “biti kongruentan modulo 3”, tada su
Co=3%Z, Cy =3Z+ 1, Cy = 3Z + 2 klase ekvivalencije.
Dokazimo vazan teorem o klasama ekvivalencije.

Teorem 1. Svaka relacija ekvivalencije definirana uw skupu S odreduje rasta-
vljange skupa S na disjunktne podskupove koji su klase ekvivalencije s obzirom na
danu relaciju ekvivalencije.
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Dokaz. Neka je R bilo koja relacija ekvivalencije definirana u skupu S. Bududi
da svaki a € S pripada barem klasi Cy, jer je aRa zakljucujemo da je

S=|J Cu.

a€sS

Ostaje nam jos pokazati da je to rastavljanje particija, tj. da za svaki par elemenata
aibiz S vrijedi:
C,=0Cy ili C,NCy=0.
(presjek klasa C, i Cy nije prazan samo onda ako je Cy = Cp).
Zaklju¢ujemo ovako: ako je

Came?é(Z),

tada postoji z € C, () Cy tako da je zRa i xRb. No, tada je aRz jer je relacija
ekvivalencije simetri¢na, pa iz aRx i xRb, jer je R tranzitivna, slijedi aRb. Prema
tome, ako je C, N Cy # B, mora biti a € Cy.

Uzmimo sada da je a’ proizvoljni element iz C,. Tada iz o’ Ra i aRb slijedi o’ Rb.
Dakle, a’ je element i iz C,. A jer je a’ proizvoljni element iz C,, zaklju¢ujemo da
je Cq C C.

Sliéno, ako umjesto (*) pisemo bRz i xRa itd., nalazimo da je i C, C C,.

No, iz C, C Cy 1 Cy C C zakljuujemo da je C, = Cy, Sto je i trebalo dokazati. O

Konaéno smo u prilici izreéi, bez dokaza, vazan teorem u kombinatornoj mate-
matici koji povezuje nasu temu u ovom ¢lanku. Taj teorem je zapravo pojacana
verzija Teorema 1.

Teorem 2. Neka je R relacija ekvivalencije na konac¢nom skupu S. Tada
klase ekvivalencije formiraju particiju skupa S. Obrnuto, za danu particiju skupa
S, postoji jedinstvena relacija ekvivalencije ¢ije su klase elementi particije. Dakle,
broj particija skupa jednak je broju relacija ekvivalencije na tom skupu. Taj broj
zvati éemo Bellov broj. Prije nego li se pozabavimo Bellovim brojevima, dajemo
primjere koji ilustriraju “duh” Teorema 2.

Primjer 7. Vidjeli smo u Primjeru 1., da skup S = {1,2,3} ima ukupno
5 particija. Navodimo sljedecih 5 relacija ekvivalencije, koje gemeriraju navedene
particije, iz Primjera 1., skupa S. To su:

}701 =Cy = {172}703 = {3}7
701 = CB = {173}702 = {2}7
,CQ = Cg = {273}701 = {1},
) (17 3)7 (37 1)7 (273)7 (37 2)}’

Primjer 8. Neka je S = Z zadan skup. Na njemu imamo definiranu relaciju
ekvivalencije R “biti kongruentan modulo 3”7 (vidjeti Primjer 6.)

Dakle ova relacija ekvivalencije R odnosno njene klase ekvivalencije Cy = 3Z,
Cy =3Z+ 1, Cy = 3Z + 2 generiraju jednu particiju skupa Z.
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4. Bellovi brojevi

Bellovi brojevi formiraju niz (B,,) i n-ti Bellov broj B,, daje broj particija kona¢nog
skupa od n elemenata ili broj relacija ekvivalencije na tom skupu. Dakle, imamo
niz

B07BlaBQ7 s ;Bn
koji zadovoljava rekurziju

n

Bn+1Z(Z>Bk,nENO (3)

k=0

uz definirani pocetni uvjet By = 1.
U tablici su prikazane vrijednosti prvih deset Bellovih brojeva, dobivenih pomoéu
rekurzije (3):
n |1[23|4]5 6 7 8 9 10
B, |1|2|5|15]| 52203 | 877 | 4140 | 21147 | 115975
Formulu rekurzije (3), za Bellov niz, detaljnije ¢emo obrazloziti i pokazati pomoéu
funkcije izvodnice (generatrise).
Funkcije izvodnice
S redovima koji ¢e se javljati pri koristenju funkcija izvodnica baratat ¢emo
isklju¢ivo kao s formalnim redovima potencija, tj. neée nas zanimati pitanje kon-
vergencije redova. Koristit ¢emo sljedece formule:

(oo} oo (oo} n
Z anx™ - Z bpx™ = Z cpx™, gdje je ¢, = Zak “bp_k, (4)
n=0 n=0 n=0 k=0

% <Z anz"> = Z napz™ b (5)
n=0 n=1

Promatrajmo beskonaé¢ni niz

ag,A1,A2, ..., ,Qpy.... (6)
oo

Definicija 8. Funkcija g(z) = > a,z™ naziva se funkcija izvodnica niza
n=0

(6).

Definicija 9. Funkcija G(x) = ) 42" naziva se eksponencijalna funkcija
n=0

izvodnica niza (6).
Ako su poznate funkcije izvodnica za niz (6), ¢lanovi niza mogu se odrediti

pomocu formula
_ g™ (0

), odnosno a, = G™(0) (7)

Ay, |
n:

gdje (n) oznacava n-tu derivaciju funkcija.
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Odredimo eksponencijalnu funkciju izvodnica za zadani niz Bellovih brojeva
(Bn) za koji vrijedi rekurzija

By = Z( Z )Bk
k=0

uz pocetni uvjet By = 1.
Polazimo od funkcije izvodnica

Bn .
n=0

a poznato je da se funkcija x — e moze prikazati pomocu reda potencija

P lyas D —iﬁ
e = xT B) —nzon!.

Pomnozimo funkcije G(z) i e*, te koristeéi formule (4) odnosno (5) dobivamo
sljedecu jednakost

Gy e = 5 5(E f g )= S5 (5 (4 )m)o -
n=0 k=0 n=0 k=0
= ni; 1B, 12" = ni](n + 1) Zatan = nijln%xnfl = G'(x)
iz koje slijedi /
CCZ ((;f)) e (8)
Prethodna jednakost (8) povlaci
InG(x) =€ + C, tj.
Glz) = e 1€,
Iz G(0) = By = 1 slijedi C = —1, dakle
Glz)=e* ! (9)

je funkcija izvodnica za niz (B,,).
Treba dokazati da vrijedi rekurzija

n

Bn+1z< Z >Bk-
k=0

Odredujemo G'(x) za (9),

G'(z) =e® e "t =¢* - G(x).
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Zatim izracunavamo drugu derivaciju
G"(z) = e*G(z) + " - e"G(x),
i na osnovu prve derivacije mozemo pisati
G (x) = e (G(z) + G'(x)).
Sli¢no, tre¢a derivacija ima prikaz
G"(x) = e"(G(z) +2- G'(x) + G"(x)),
te zaklju¢ujemo da vrijedi opéenito
n
(n+1) Z ( ) G(k ) &% (10)
k=0
Ako u (10) ra¢unamo u tocki z = 0 imamo
- n
(n+1) (g} — (k)
G (0)_;)( L )G (0).

Pa imamo niz (G (0)) koji zadovoljava istu rekurziju kao i niz Bellovih brojeva.
Obzirom da je G(®)(0) = G(0) = e’ =1 = 171 = ¢0 = 1, slijedi da nizovi

(Bx) 1 (G™(0)

zadovoljavaju i isti pocetni uvjet. Kako te dvije stvari povlace jednoznacnost, slijedi
da su ta dva niza zapravo jedan te isti niz.
Dakle, je
Vn € Ny, G(”)(O) = B, pa vrijedi

BnJrl:Z(Z)Bk:-

k=0
I to je izvod rekurzije za niz Bellovih brojeva. Stoga smo pokazali oba smjera t;j.

G(z)=e" "' = Z ¢ (O)x” = Z &x” (11)

n! n!
n=0 n=0

Neka zanimljiva pojavijivanja Bellovih brojeva

Kroz neke od sljedeéih prikaza Bellovih brojeva, mozemo zakljuciti o postojanju
njihove 8iroke “rasprostranjenosti” u matematici.

a) matriéna prezentacija
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Neka je T' € M, (R) matrica tipa

1 1 0 . 0
0210 0
00 310 0

T=10 0 0 4

) 1

(00 0 0 n |

Tada je

1

1

B,=[100 ...0-7"" |1

1

u kojoj figurira retkasta matrica sa n stupaca, odnosno stupcasta sa n redaka.
Na primjer peti Bellov broj dobivamo ovako:

110007 [1
0 2 1 0 O 1
Bs=[10000-/0 0 3 10 1| =
0 00 4 1 1
00005 |1
1 15 25 10 1 1
0 16 65 55 14 1
=[10000-]0 0 8 175 97 1 | =1[52].
0 0 0 25 369 1
00 0 0 6] [1
b) fn - prezentacija
Neka je fi1(x) = e* i for1(2) = [2fu(2)]". Tada je
1
B, = - 1).
n= L h)
fl(x):e %f()_l_Bla
f2(x) = (ze®) = (z Jlr) = 1f2(1) =2 = By,
fa(z) = [(2® + z)e”] = (2? +3m+1) = 1f3(1) =5=Bs,

i tako redom B, = 15, B5 =52, .. ..

¢) uglate zagrade

Ako je k € N prirodni broj, tada za simbol [1, k] definiramo transformaciju koja
ga preslikava u simbol [1, k+ 1] iza kojeg se k puta javlja simbol [1, k]. Na taj nacin,
npr. simbol [1, 3] postaje niz od ¢etiri simbola [1,4],[1,3],[1,3],[1,3]. Na svaki od
ova Cetiri simbola mozemo primijeniti istu transformaciju i tako dobiti niz:

[1,5],[1,4],[1,4],[1,4],[1,4],[1,4],[1,3],[1, 3], [1, 3], [1,4], [1, 3], [1, 3], [1, 3], [1,4], [1, 3], [1, 3], [1, 3].
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Tako mozemo krenuti od osnovnog simbola [1, 1] i rezultat primjene opisane trans-
formacije [1,2],[1, 1], na njega napisati ispod “dolje” itd.
Radi jednostavnosti ovdje su izostavljene uglate zagrade i zarezi. Imamo:

11

12 11

13121212 11

1413 131313121213 121213 12121211

Postavlja se pitanje: Koliko simbola ima u svakom od ova Cetiri reda?

Vidimo u ova ¢etiri reda ima redom 1,2,5,15 simbola.

Odavde se naslu¢uje da n-ti red sadrzi B,, simbola, tj. B, parova uglatih zagrada s
po dva broja unutar takvog para zagrada. Uvjeriti se da ¢e definirana transformacija
u petom redu imati Bs = 52 simbola.

d) Bellovi stringovi

Nazovimo “Bellovim stringom” duljine n, niz od n prirodnih brojeva. Svaki
takav niz pocinje brojem 1. Za svaki od ostalih elemeneta tog niza vrijedi da taj
element ne premasuje nijedan element lijevo od njega( koji je maksimalan) za vise
od jedan.
“Bellovih stringova” duzine n ima B,,, dakle ima ih koliki je n-ti Bellov broj.
Svih “Bellovih stringova” duzine tri ima Bs = 5 i to su stringovi

111,112,121, 122, 123.

Svih By = 15 “Bellovih stringova” duljine ¢etiri ¢ine niz ovih ¢etveroslovnih “rije¢i”
skupa {1,2,3,4}:

1111 1112 1121 1122 1123

1211 1212 1213 1221 1222

1223 1231 1232 1233 1234

e) funkcije
Neka je f:{1,1,3,...,n} — {1,2,3,...,n,n + 1} funkcija sa svojstvom Va €

D(f), f(x) > x. Sve takve funkcije ¢ine skup ¢iji je kardinalitet jednak B,.
o . (12Y., (12
U slucaju n = 2 to su funkcije f; = < 93 ) ifo= ( 33 )

U slucéaju n = 3 to su funkcije:

123 123 123 123 12
244 )7\ 334 )\ 344 )7\ 434 )"\ 43

Dakle, ima ih B3 = 5.

1)

f) Nekoliko redova s Bellovim brojevima
Imamo red s odgovaraju¢om sumom
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gdje je B, Bellov broj. Dakle, vrijedi

X 2
> % = 2e,
k=0
o
3
> % = be,
k=0
X4
% = 15e,
k=0
oo k5
T = 526,
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