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Neke primjene normalne (Gaussove) distribucije
Some applications of the normal (Gaussian) distribution
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Sažetak: U radu je, uz prethodno spominjanje pojmova srednja vrijednost i standardna devijacija, detaljnije obrađena normalna (Gaussova) distribucija, a date su i korisne primjene na: određivanje položaja pojedinog podatka u distribuciji, tzv. 
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-  vrijednosti, intervalne procjene aritmetičke sredine osnovnog skupa (populacije) i intervalne procjene proporcija osnovnog skupa.
Ključne riječi: srednja vrijednost, standardna devijacija, normalna distribucija, 
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Summary: In this paper, with reference to terms of average value and  standard deviation, we labored  Normal (Gauss) distribution and we did useful appliance: locating particular fact in distribution, so called 
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 value, interval average of arithmetic mean of  basic set (population) and interval average of  proportion  of  basic set.
Key words: average value, standard deviation, Normal distribution, 
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1. Uvod

Čitatelja će se u uvodu podsjetiti na osnovne pojmove iz statistike s kojima se već susreo kroz redovan kolegij, a drugi dio rada bit će usmjeren na normalnu (Gaussovu) distribuciju. Također će biti prikazane i neke korisne primjene koje su praktične naravi s naglaskom na društvenim odnosima. 
Statistika je definirana kao znanost prikupljanja, organizacije i interpretacije numeričkih i nenumeričkih činjenica, koje zovemo podacima. Pojam statistički podatak koristimo u vrlo širokom smislu. Podatak je jednostavno dio informacije(a), koja može biti numerička, kao npr. visina ili težina osobe i starost neke osobe. Podatak je isto tako dio informacije, koja može biti nenumerička, kao npr. krvna grupa ili etnička pripadnost neke osobe (Domijan, 2003.).
Populacija (ili osnovni skup) u statistici predstavlja sve elemente nekog skupa informacija koji razmatramo, odnosno želimo ispitati-analizirati (svi studenti Međimurskog veleučilišta, sva motorna vozila registrirana u Hrvatskoj, svi pilići na nekoj peradarskoj farmi i slično). 
Uzorak (ili podskup osnovnog skupa) je samo jedan dio populacije koju namjeravamo analizirati (studenti prve godine Međimurskog veleučilišta, motorna vozila sa splitskom registracijom, svako peto pile, uz označenost brojevima, s neke peradarske farme i slično).
Za ocjenu i analizu populacije potreban je dobar uzorak. Dobar uzorak je jedino onaj koji je dovoljno reprezentativan, a to znači slučajan i dovoljno velik. Uzorak se formira izborom jedinica (elemenata) iz populacije. Najprije se uzima prva jedinica iz osnovnog skupa, zatim druga i dalje 
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te, odnosno 
[image: image6.wmf]-

n

te jedinice uzorka. Ako se, npr., iz jednog velikog jata pilića želi dobiti dobar uzorak od njih dvadesetak, bilo bi pogrešno otvoriti vrata i pustiti ih da izađu, te prvih dvadesetak uzeti kao uzorak. To najvjerojatnije ne bi bio reprezentativan uzorak, jer je za očekivati da oni snažniji, temperamentniji, nagrnu na vrata prvi. Ako, npr., iz vagona plodova ili klipova treba osigurati dobar uzorak, uvijek postoji opasnost da uzimamo ljepše plodove ili klipove. Postoje sljedeći pristupi (Žužul i sur, 2008.):
· Jednostavni slučajni izbor uzorka s ponavljanjem - takav izbor jedinica uzorka da svaka jedinica osnovnog skupa ima istu vjerojatnost pojavljivanja u uzorku. To se postiže tako što se jednom već izabrana jedinica uzorka pri ponovnom izboru vraća u osnovni skup, te je uvijek na raspolaganju ukupan broj jedinica.

· Jednostavni slučajni izbor uzorka bez ponavljanja - takav izbor jedinica u kojem se već jednom izabrana jedinica uzorka pri ponovnom izboru više ne vraća u osnovni skup.
U primjeni metode uzorka praktičnu metodu izbora uzorka predstavlja tablica slučajnih brojeva. Tablice slučajnih brojeva formirane su na bazi sličnog procesa kao što se provodi izbor brojeva na lutrijskim izvlačenjima. Dakle, predmeti, stvari, biljne ili životinjske vrste označe se brojevima i bira se svaka druga, peta, deseta ili petnaesta jedinica iz osnovnog statističkog skupa, ovisno o dogovoru. Ukupan broj uzorka u varijanti s ponavljanjem je: 
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-broj elemenata u populaciji, 
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-broj elemenata u uzorku).
U istraživanju nekog uzorka gleda se više obilježja njegovih elemenata, ali kad se podaci urede po jednom obilježju elemenata nastaje statistički niz. U statistici je varijabla statistički podatak prikupljen mjerenjem. Varijabla općenito predstavlja „nešto što je izmjereno“, ali ne i nužno specifičnu numeričku vrijednost „toga što je izmjereno“. Razlikujemo kvantitativne i kvalitativne varijable. U ovom radu služit ćemo se kvantitativnim varijablama, dakle onima koje su izražene numeričkim vrijednostima. Kvantitativne varijable mogu biti kontinuirane i diskretne. Kontinuirane varijable dobivaju se mjerenjem, a diskretne varijable brojanjem. 
2. Srednje vrijednosti

Nizovi numeričkih podataka pokazuju izrazitu tendenciju da se vrijednosti grupiraju ili gomilaju oko određene „centralne“ točke, tako da je za neki niz podataka moguće odabrati neku tipičnu vrijednost ili srednju vrijednost koja opisuje čitav niz podataka.

Aritmetička sredina (nazivamo je još sredina ili prosjek) izračunava se tako da se zbroje svi podaci u nizu, a zatim taj zbroj podijeli s brojem podataka. Aritmetička sredina uzorka označava se s 
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. Ako imamo 
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 podataka u uzorku, s vrijednostima 
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Primjer 1. Imamo 5 osoba čije su visine: 165 cm, 173 cm, 180 cm, 194 cm, 198 cm. Treba odrediti njihovu aritmetičku sredinu (prosječnu visinu).
Rješenje: 
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Ako su vrijednosti niza podataka 
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 grupirane u frekvencije 
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=učestalost pojavljivanja pojedinog podatka u nizu), tada izračunavamo „vaganu“ ili „ponderiranu“ aritmetičku sredinu formulom:
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Primjer 2. U okviru istraživanja kako studenti provode svoje slobodno vrijeme, jedno od pitanja u anketi je bilo: „Koliko ste puta posjetili neki sportski događaj u protekla 4 mjeseca?“ Prikupljeni odgovori prikazani su u tablici frekvencija (
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broj odlazaka, 
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broj studenata). Treba izračunati prosječan broj odlazaka po studentu.
Tablica 1. Distribucija podataka za Primjer 2.
	Broj odlazaka na sportski događaj 
[image: image21.wmf])

(

i

x


	Broj studenata 
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Rješenje: Uvrštavanjem u formulu (2)

                         dobivamo: 
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U protekla četiri mjeseca studenti su u prosjeku 2.967 puta bili na nekom sportskom događaju.

Kad su podaci grupirani u razrede javlja se problem reprezentacije svih vrijednosti koje se pojavljuju u tom razredu. U tom se slučaju uzima sredina razred, koju jednostavno izračunavamo kao aritmetičku sredinu donje i gornje granice razreda. Neka su 
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 sredine odgovarajućih razreda. Formula za prosječnu vrijednost uzorka, 
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glasi:
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Primjer 3. U rodilištu se vodi evidencija o porođajnoj težini novorođenčadi. Podaci prikupljeni u jednom tjednu prikazani su u tablici frekvencija s odgovarajućim razredima. Treba izračunati prosječnu težinu novorođenčadi rođene tijekom tog tjedna.

Tablica 2. Distribucija podataka za Primjer 3.
	Težina u gramima 
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	0-1000
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	1000-2000
	3

	2000-3000
	10

	3000-4000
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	4000-5000
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	5000-6000
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Rješenje: Uvrštavanjem u formulu (3), uz prethodno određivanje sredina 
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Dakle, prosječna težina novorođenčadi rođene u tom tjednu bila je 3350 gr.
2. 1. Varijanca i standardna devijacija

One spadaju u najvažnije mjere disperzije ili varijabilnosti. Da bi lakše razumjeli što se pod podrazumijeva kad kažemo „mjeriti varijabilnost“, možemo se poslužiti primjerom s dva uzorka (A i B), svaki s 5 elemenata:

A: 5,6,7,8,9   (
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B: 1.4,7,10,13  (
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Oba uzorka su iste veličine (
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) i imaju iste aritmetičke sredine. Međutim, odstupanje vrijednosti elemenata od njihove aritmetičke sredine veće je u uzorku B nego u uzorku A. Varijanca i standardna devijacija mjere kako vrijednosti elemenata iz niza podataka odstupaju od svoje sredine 
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(Vasilj, 2000.).
Ako imamo niz od 
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podataka: 
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sredina niza, tada je varijanca:
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Standardna devijacija dobiva se tako da se izvadi drugi korijen iz varijance:
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Pokažimo sljedeću jednakost, nakon čega formula (
[image: image43.wmf],
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) dobiva tzv. radni oblik:
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Primjer 1. Potrebno je izračunati standardnu devijaciju niza podataka  19,15,13,12,11.

Rješenje: Najprije treba izračunati sredinu, 
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 Korištenjem formule (4), dobivamo 
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Standardnu devijaciju podataka, prikazanih u tablici frekvencija, izračunavamo koristeći formulu:
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Primjer 2. Tako imamo za Primjer 2. u 1.1. standardnu devijaciju izračunatu pomoću (5), 
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Ako su podaci grupirani u razrede koristimo formulu:
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Primjer 3. Kod marke automobila „A“ testirana je ekonomičnost potrošnje goriva. Rezultati su prikazani u tablici:

Tablica 3. Distribucija podataka za Primjer 3.
	Potrošnja goriva 
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	Marka A
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	6.0-7.0
	3

	7.0-8.0
	5

	8.0-9.0
	10

	9.0-10.0
	2


Treba izračunati prosječnu potrošnju i standardnu devijaciju za marku automobila „A“.
Rješenje: Iz (3) imamo 
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Formula (6) nam daje standardnu devijaciju: 
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3. Normalna (Gaussova) distribucija

Najveći broj svojstava koji se pojavljuju u prirodnim, tehničkim pa i u društvenim odnosima i vezama predstavljaju tzv. kontinuirane varijable (težina ploda, dimenzije, intervali plaća djelatnika u nekoj tvrtki i slično). Distribucija ili raspodjela frekvencija 
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 podataka takvih varijabli predstavljena je kontinuiranom krivuljom. Visinu krivulje uvjetuje koncentracija podataka u svakoj točki apscise, odnosno frekvencija. Kako je kod kontinuiranih varijabli moguća bilo koja vrijednost unutar dviju granica, u nekom rasponu moguće je utvrditi samu frekvenciju. Tako u Primjeru 3 iz 2. poglavlja, o evidenciji o porođajnoj težini novorođenčadi, u razredu od 1000 do 2000 gr frekvencija 3 znači da je u uzorku 3 bebe težine između 1000 i 2000 gr. To znači da ima beba teških na primjer 1200 ili 1950, ili bilo koji realni broj u rasponu 
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U Primjeru 3 iz 2. Poglavlja i Primjeru 3 iz poglavlja 2. 1. vidi se da su podaci distribuirani (raspodijeljeni) tako da se najveći broj vrijednosti gomila oko srednjih razreda, tj. oko aritmetičke sredine sa ± određenim odstupanjem s (s - standardna devijacija). Tako postoje mnoge pojave u prirodi i društvenim odnosima u kojima se većina podataka koncentrira oko njihove odgovarajuće aritmetičke sredine 
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. Kada su poznate vrijednosti aritmetičke sredine 
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 i standardne devijacije s, tada su poznati parametri normalne distribucije. 

Rasipanje vrijednosti varijable 
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 po zakonu normalne razdiobe nalazi se u intervalu (
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Funkcija normalne razdiobe je : 
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[image: image70.wmf]e

-baza prirodnog logaritma (Vasilj, 2000.).
Prema matematičarima koji su je otkrili, te razradili jednadžbu krivulje koja predstavlja tu distribuciju, ona se zove i Gaussova distribucija (Karl F. Gauss, njemački matematičar, 1777.-1855.).
Graf funkcije f(x) ima sljedeći (zvonoliki) oblik:
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Slika 1. Graf  Gaussove, funkcije normalne distribucije.
Stavi li se 
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Dalje slijedi još jednostavnija funkcija za normalnu razdiobu: 
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 - vjerojatnosti (definira se kao odnos pojedine teorijski izračunate frekvencije i ukupnog zbroja svih izmjerenih frekvencija); (Žužul i sur, 2008.)
 i - širina razreda:

[image: image79.wmf]ti

f

- teorijski izračunate frekvencije;
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- stvarne ( izmjerene ) frekvencije:
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- zbroj svih izmjerenih frekvencija.
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                                   Slika 2. Intervalne određenosti podataka po postocima.
Za teorijsku, normalnu distribuciju izračunato je koliki se postotak od ukupnog broja podataka nalazi u određenim intervalima, to jest:
· u intervalu 
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  nalazi se 68.26% podataka,
· u intervalu 
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  nalazi se 95.46% podataka,
· u intervalu 
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  nalazi se 99.72% podataka.
Ili, izraženo na drugi način:

· 50% podataka je u intervalu 
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· 95% podataka je u intervalu 
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· 99% podataka je u intervalu 
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To se može pročitati i kao:

· 50% podataka je veće od 
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· 95% podataka je veće od 
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· 99% podataka je veće od 
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Opisani intervali zovu se intervali pouzdanosti ili intervali povjerenja s granicama pouzdanosti. Može se slobodno reći da je teoretska normalna distribucija osnova primijenjene statistike.
Primjer 1. Pretpostavimo da smo znanstvenim načinom pratili razdiobu sredstava za plaće prema broju zaposlenih na nekom području. Žele se ustanoviti temeljne karakteristike promjena pomoću normalne razdiobe. Dobiveni podaci dani su u tablici:
Tablica 4. Distribucija podataka i odgovarajući izračuni za Primjer 1.

	Visina plaće (000)
	Sredina razreda 
[image: image95.wmf]i

m


	Frekv. zaposlenih 
[image: image96.wmf]i

f


	
[image: image97.wmf]i

i

f

m

×


	
[image: image98.wmf]2

i

i

m

f

×


	
[image: image99.wmf]x

x

-


	
[image: image100.wmf]s

x

x

u

i

-

=


	
[image: image101.wmf]ti

f



	3-5
	4
	2
	8
	32
	-10.557
	-3.14
	0.289

	5-7
	6
	3
	18
	108
	-8.557
	-2.54
	1.592

	7-9
	8
	3
	24
	192
	-6.557
	-1.95
	5.987

	9-11
	10
	12
	120
	1200
	-4.556
	-1.35
	16.114

	11-13
	12
	28
	336
	4032
	-2.557
	-0.76
	30.029

	13-15
	14
	46
	644
	9016
	-0.557
	-0.16
	39.584

	15-17
	16
	38
	608
	9728
	1.443
	0.43
	36.696

	17-19
	18
	24
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	7776
	3.443
	1.02
	23.826

	19-21
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	10
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	5.443
	1.26
	10.967

	21-23
	22
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	7.443
	2.21
	3.486

	23-25
	24
	2
	48
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	9.443
	2.80
	0.796
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 dobili smo vrijednosti u zadnjem stupcu).
Poznato je da se vrijednosti skoro svih jedinica statističkog skupa nalaze u intervalu rasipanja 
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, a uz  95.45% sigurnosti u intervalu 
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, te se mogu izračunati granice plaća.

Dakle: 
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Budući da je donja granice 
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 iznosila 7829, a gornja granica 
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 iznosila 21285, može se tvrditi da je 95.45% zaposlenih primalo plaću između 7829 kn i 21285 kn.

3. 1. Položaj pojedinog podatka u distribuciji, 
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-vrijednosti

Ako se neki podatak distribucije nalazi točno na 1, 2 ili 3 standardne devijacije lijevo ili desno od sredine, tada točno znamo koliko je % podataka većih ili manjih od njega. Međutim, što ako je na nekom drugom mjestu u distribuciji?

Položaj bilo kojeg podatka u distribuciji je moguće odrediti pomoću 
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-vrijednosti (Vasilj, 2000.). To je udaljenost podatka od srednje vrijednosti izražena u dijelovima standardne devijacije:
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Ako za neki podatak izračunamo 
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 vrijednost, na primjer, 1.28, to znači da se taj podatak nalazi na 1.28 standardne devijacije desno od srednje vrijednosti. Jednako tako vrijednost 
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 znači da se određeni podatak nalazi na 0.94 standardne devijacije lijevo od srednje vrijednosti (predznak!).
Iz tablice površine ispod normalne krivulje (Slika 3 i Tablica 5) moguće je na temelju  
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- vrijednosti očitati koliko se  % podataka u distribuciji nalazi između određenog podatka pretvorenog  u 
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-vrijednost i bližeg kraja krivulje. Kako koristiti tablicu?

U prvom stupcu tablice se nalaze 
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- vrijednosti izražene s jednom decimalom, a drugu decimalu pronalazimo u prvom redu na vrhu tablice.

Tako, npr., za 
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 očitamo vrijednost na mjestu gdje se sijeku: redak koji počinje s 1.2 i stupac 0.08, što je 0.1003. To znači da je 10.03 % podataka većih od podatka čija je 
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- vrijednost  1.28. (vidjeti Tablicu 5).
Isto tako iz 
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 očitamo vrijednost 0.1736 koja kaže da je 17.36% podataka manje od podatka izražene u 
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(vidjeti Tablicu 5). Negativna vrijednost 
[image: image124.wmf]z

 znači da tablična vrijednost govori o  %  podataka u dijelu krivulje lijevo od 
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(manje od 
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                                            Slika 3. Površina ispod normalne krivulje.
U našem primjeru o testiranju ekonomičnosti potrošnje goriva (iz 
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Iz tablice očitana vrijednost je 0.3015, a to znači da je 30.15 % od svih 20 automobila marke „A“ troši manje od 
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km (jer je 1.0-0.3015=0.6985, odnosno 69.85%).
Na taj način moguće je pronaći položaj svakog podatka u distribuciji.  
Tablica  5.

Površina ispod normalne krivulje
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3. 2. Intervalne procjene aritmetičke sredine osnovnog skupa (populacije)

Bazirat ćemo se na to da su prosječne vrijednosti (aritmetičke sredine) uzorka normalno distribuirane oko aritmetičke sredine cijele populacije (osnovnog skupa). Intervale procjene aritmetičke sredine osnovnog skupa donosimo iz zakona vjerojatnosti Gaussove (normalne) distribucije.
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 -  aritmetička sredina uzorka,
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 -  aritmetička sredina osnovnog skupa (populacije),
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s

 -  standardna greška procjene aritmetičke sredine osnovnog skupa.
Pojedine aritmetičke sredine uzoraka iz osnovnog skupa nisu jednake s aritmetičkom sredinom osnovnog skupa, te sredine variraju oko aritmetičke sredine osnovnog skupa.

Standardna greška procjene aritmetičke sredine osnovnog skupa definira se kao prosječno odstupanje između aritmetičkih sredina uzoraka i aritmetičke sredine osnovnog skupa (Žužul i sur., 2008.).
Dakle, u oznaci 
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gdje smo imali npr. 
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uzoraka iz osnovnog skupa.
Standardna greška obično se računa iz standardne devijacije osnovnog skupa, međutim, ona redovito nije poznata. Zbog toga se standardna devijacija osnovnog skupa procjenjuje iz standardne devijacije uzorka.

Dakle, standardna devijacija osnovnog skupa iz uzorka računa se po formuli:
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  -   standardna devijacija osnovnog skupa,
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s

 -   standardna devijacija uzorka,

[image: image151.wmf]n

  -  broj jedinica (elemenata) u uzorku.
Ako je u uzorku 50 i više elemenata, korekcijski faktor 
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 teži jedinici, te ga se obično zanemaruje.

Omjer 
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 zovemo korekcijski faktor, gdje je (
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- broj elemenata u populaciji, 
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  -  broj elemenata u uzorku).

Standardnu grešku procjene aritmetičke sredine osnovnog skupa izračunamo prema formuli (Žužul i sur., 2008.):
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Kod manjih korekcijskih faktora, tj. ako je f<0.05 izraz  
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Primjer 1. U velikoj poljoprivrednoj zadruzi „X“ zaposleno je 2500 radnika. Na bazi uzorka od 30 radnika želi se procijeniti dobna struktura zaposlenih pomoću intervalne procjene uz 68.27%, 95% i 99% pouzdanosti.
Tablica 6. Distribucija podataka za Primjer 1.

	Godine starosti  ( 
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)
	Broj radnika (
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)
	Sredina razreda (
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)

	18-20
	3
	19

	20-25
	4
	22.5

	25-30
	5
	27.5

	30-40
	7
	35

	40-50
	6
	45

	50-60
	3
	5

	60-65
	2
	62.5

	Ukupno
	30
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Aritmetička sredina uzorka je 
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Zbog 
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Intervalna procjena za aritmetičku sredinu populacije 
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68.27%- podatak 
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           (ili s vjerojatnosti od 68.27% aritmetička sredina 
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 se nalazi u intervalu).
95%- podatak 
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           (ili s vjerojatnosti od 95% aritmetička sredina 
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 se nalazi u intervalu).
99% -podatak 
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           (ili s vjerojatnosti od 95% aritmetička sredina 
[image: image186.wmf]m

 se nalazi u intervalu).
Dakle: uz pouzdanost od 68.27% možemo zaključiti da se prosječna starost zaposlenih kreće između 33.936 god. do 38.389 god. Uz veću pouzdanost od 95% prosječna starost je između 31.65 god. i 40.98 god. Uz još veći interval pouzdanosti - 99% - može se tvrditi da je prosječna starost zaposlenika između 30.17 i 42.5 godina.

Primjer 2: Iz osnovnog skupa od 35000 zaposlenih uzeli smo uzorak od 2000 zaposlenih i ustanovili da je prosječna plaća u uzorku iznosila 8300 kn, standardna devijacija
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. Potrebno je izvršiti intervalnu procjenu prosječne plaće uz pouzdanost od 95% i 99%.

Rješenje:

     95% pouzdanost u intervalu 
[image: image188.wmf]19
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     99% pouzdanost u intervalu.
3. 3. Intervalne procjene proporcija osnovnog skupa
Strukturne karakteristike uzorka omogućuju da se iz uzorka analogijom prijenosa zakonitosti utvrde proporcije osnovnog skupa. 

Uvodimo sljedeće oznake:
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- proporcija odnosa obilježja što se ispituje prema broju mogućih slučajeva;

[image: image190.wmf]q

- proporcija ostalih slučajeva;

[image: image191.wmf]m

- obilježje što se ispituje (broj pojavljivanja);

[image: image192.wmf]n

- broj mogućih jedinica ili veličina uzorka.
Proporcija se može definirati kao odnos između obilježja koje ispitujemo broja mogućih slučajeva (Žužul i sur, 2008.), to jest:
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Dakle, 
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Imamo sljedeće slučajeve izračuna standardne greške procjene proporcije:
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Primjer 1: Želi se procijeniti proporcija dviju vrsta pilića „X“ i „Y“ na jednoj velikoj peradarskoj farmi od ukupno 32000 pilića na bazi uzorka od 100 pilića. U uzorku je definirano da je broj pilića vrste „X“ iznosio 58, a ostalo su pilići vrste „Y“. Napravite intervalnu procjenu:

Rješenje:  
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Imamo 
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Intervalne granice su 
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- proporcija populacije.

Nakon toga može se utvrditi da je intervalna procjena proporcije osnovnog skupa uz sigurnost od: 

68%  između vrijednosti:  
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95% između vrijednosti:  
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99% između vrijednosti:  
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4. Zaključak
Brojni se problemi mogu rješavati pomoću normalne (Gaussove) distribucije, koja kao funkcija „uzima“ kontinuirane vrijednosti varijable. Vidjeli smo da su odredbeni parametri ove funkcije srednja vrijednost i standardna devijacija, koji se  smatraju osnovnim pojmovima u statističkoj teoriji. Pokazane su samo neke korisne primjene, na primjer: određivanje položaja pojedinog podatka u distribuciji  tzv. 
[image: image222.wmf]z

-vrijednosti; zatim, pokazano je kako se određuju intervalne procijene aritmetičke sredine cijele populacije pomoću uzorka, odnosno intervalne procijene proporcija populacije.
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