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pri čemu je  zadani vektor,

matrica i 

vektor.

2.  Dualnost u ekonomiji slobodnog tržišta

Moto svakog poduzeća je: što veća zarada uz 
što manje investicije u resurse. Ovo je, zapravo, 
osnovna karakteristika robnonovčane privrede. 
Drugo pravilo karakterizira slobodno tržište: cijena 
pada ako je ponuda veća od potražnje. U ovom 
ćemo radu pokazati kako oba principa modeliraju 
ekonomiju.

Budući da se uz primarni model u praksi uvijek 
javlja i dualni, ovdje ćemo za primarnu varija-
blu uzeti količinu proizvedene robe, a za dualnu 
varijablu obračunatu cijenu resursa. Pod pojmom 
resursa, što se matematičkog modela tiče, podrazu-
mijevamo sirovine, energiju, radnu snagu, posudbe, 
kredite, amortizaciju, itd. Dakle sve ono što se 
mora unaprijed osigurati za proizvodni proces i što 
generira troškove proizvodnje.

3.   Model slobodnog tržišta 

Označimo sa bi zalihu i–tog resursa (i=1,...,m) 
potrebnog za proizvodnju. Tada možemo reći da 
je za jedinicu proizvoda j u proizvodnji potreban 
iznos od αij jedinica  sirovine i.

Prema prethodnom možemo zaključiti da zaliha 
nije potrošena ako je Ax≤b, gdje je x ukupna 
proizvodnja. Zadaća poduzeća je da proizvede xj 
proizvoda j tako da maksimizira ukupnu vrijednost 
proizvodnje:

z  x=  jxj , uz uvjet Ax≤b, x≥0 pri čemu je z 

transponirani vektor, što je primarni problem.

U ekonomskoj se praksi javlja potreba upita za 
cijenu resursa. Ako su cijene  y1,...,ym nije teško izra-
čunati profit2 poduzeća, ukupan prihod umanjen 
za ukupni trošak

 

2  Pavlović, I.: Poslovna matematika za ekonomiste, Sveučilište 
u Mostaru, Mostar, 1997., str. 114.

Općepoznato je da trgovac resursima želi podići 
cijenu kad god je u mogućnosti, sve dok njegovi 
kupci zarađuju, tj. dok je profit proizvođača pozi-
tivan.

Ukoliko cijene postanu prevelike, tada proizvo-
đač posluje s gubitkom i prirodno je da razmišlja 
o prestanku proizvodnje ili traži novog dobavljača 
koji nudi niže cijene. Ako ne nađe takvog, proi-
zvođač prestaje proizvoditi proizvod čiji troškovi 
proizvodnje prelaze njegovu tržišnu vrijednost, tj. 
ako je  <0, tada je xj=0.

Ravnoteža nastupa kada je profit jednak nuli. Po 
zakonitosti tržišne ekonomije, sve dok je ponuda 
resursa veća od potražnje, njihova će se cijena 
umanjivati, imat će stalnu tandenciju pada.

Nastupaju dvije mogućnosti:
ili se cijene resursa i dalje umanjuju•	
ili proizvođač organizira proizvodnju tako da •	
iskoristi sve resurse koje ima na raspolaganju.

Produkt  je vrijednost nepotrošenih 
resursa.

Ako je ,

proizvođač je potrošio više i-tog resursa nego 
što ima na zalihi, pa se mora zadužiti. Potrošaču 
se to isplati jedino ako je yi=0,  tj. ako je i-ti resurs 
besplatan. 

Dakle cilj je proizvođača organizirati proizvodnju 
tako da nema gubitka ili dobiti besplatne resurse 
ako je ,  tada je yi=0 .

Model: U uvjetima slobodnog tržišta proizvodnja 
je optimalna ako

Proizvođač posluje s profitom nula : •	 x=0.
Preostale zalihe su bez vrijednosti: •	

Ovo su uvjeti optimalnosti kad proizvođač maksi-
mira zaradu z x na uvjete Ax≤b, x≥0 ili minimizira 
vrijednost sirovina y b uz uvjete  i  

Iz dualnosti3 slijedi da su optimalne vrijednosti 
od jednake.

 
Ovaj model ne uzima u obzir samo jedno podu-

zeće nego cijelu ekonomiju. Zaključak koji proizla-
zi iz ovog modela jest:

3  Barković, D.: Osnove operacijskih istraživanja I, Ekonomski 
fakultet Osijek, Osijek, 1989., str. 40.
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1. Uvod

U ekonomiji bilo koje zemlje od interesa je biti 
pobjednik u tržišnom natjecanju. Zadatak je tržiš-
ne ekonomije polučivanje maksimalnog uspjeha 
uz poštivanje pozitivnih ekonomskih principa 
slobodnog tržišta. Drugim riječima, uz poštivanje 
ekonomskih principa postići maksimalan profit i 
ostvariti maksimalnu zaradu uz minimalnu investi-
ciju u resurse.

Problemi uvjetne minimizacije vrlo se često jav-
ljaju u primjenama.

To je problem tipa  

gdje je         realna funkcija,

a  P podskup od .  

1 ∗ Dr. sc. Dominika Crnjac Milić, Elektrotehnički fakultet u 
Osijeku, 31000 Osijek, Kneza Trpimira 2B

Prethodno navedeni zapis je simbolički zapis pro-
blema traženja minimuma (maksimuma) funkcije  f 
na skupu P .

Za skup P kažemo da je skup dopustivih točaka 
ili područja minimizacije (maksimizacije), a za 
funkciju f kažemo da je funkcija cilja. 

Točka  

je primjerice rješenje problema minimizacije

ako je ,

a maksimizacije ako je znak nejednakosti obrnut.
Budući da ćemo se baviti problemom iz ekonomi-

je, onda je  P određen uvjetima proizvodnje, a  f je 
profit. Ukoliko je f linearni funkcional, a  P konvek-
sni poliedarski skup, problem se zapisuje u obliku , 
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U ovom je radu prezentiran model ekonomije koja se ravna po principu slobodnog tržišta. U praksi se 
uvijek uz primarni model javlja i dualni. Za primarnu je varijablu uzeta količina proizvedene robe, a za du-
alnu varijablu obračunata cijena. Vidjet ćemo koliko ekonomski principi modeliraju ekonomiju. Pokazat 
ćemo da se u ravnoteži ekonomije sva poduzeća ponašaju kao da pripadaju jednoj velikoj kompaniji koja 
maksimira svoj profit.
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Prethodno možemo zapisati u obliku
Primarni problem Dualni problem

    
gdje je 

5. Zaključak

U ovom radu prikazan je jedan model ekonomije 
koji uvažava principe slobodnog tržišta. Pokazano 
je da se u uravnoteženoj ekonomiji sva poduzeća 
ponašaju kao da pripadaju velikoj kompaniji koja 
maksimira svoj profit.

Pokazano je i da ravnoteža nastupa kad je profit 
nula. U radu je dana jedna interestantna formula 
koja je ekvivalentna teoremu dualnosti.

U ravnoteži tržišne ekonomije sva se poduzeća 
ponašaju kao da pripadaju jednoj velikoj kompaniji 
koja maksimira svoj profit.

Iz prethodnog zamjećujemo da lokalno natjeca-
nje između poduzeća vodi globalnoj kooperaciji 
u cijeloj ekonomiji. Prethodni model ukazuje na 
situaciju tržišta kad postoji ravnoteža temeljena na 
spomenutim principima.

U ovom slučaju ne posluje bez gubitka i bez 
dobitka, što znači da cilj proizvodnje postaje samo 
proizvodnja, a ne profit.

U praksi se ravnotežno stanje postiže interaktiv-
no, kao u algoritmu simpleks metode. Svaki sudi-
onik tržišne ekonomije u svrhu učinkovitosti npr. 
reorganizira proizvodnju (x) koja povlači promjene 
cijene (y) dobavljača resursa.

U današnje turbulentno vrijeme principi ekono-
mije nisu linearni, pa slobodno gledajući svjetska 
ekonomija je daleko od ravnoteže, ali u neravnoteži 
ima šansi za profit i zaradu.

4. Minimax

Promatrajmo dualnost u kanonskoj formi:

Dualnost tvrdi da je max = min uz uvjet da su 
skupovi

P{x:Ax≤b, x≥0}

(skup dopustivih točaka primarnog problema)
i skup 

(skup dopustivih točaka dualnog problema) 
neprazni.

Ako prethodno interpretiramo u ekonomskom 
kontekstu, tada u uvjetima slobodnog tržišta vrijedi  

za optimalne x i y u trenutku ravnoteže na tržištu.

Zamijetimo da je lijeva strana prethodne jedna-
kosti razlika između vrijednosti nabavljenih resursa 

i troškova proizvodnje ,   

što predstavlja vrijednost  neiskorištenih resursa. 
Proizvodnja je optimalna ako je ta vrijednost 
minimalna.

Imamo:

Pretpostavimo da se mogu zamijeniti max i min, 
prethodni izraz postaje:

 
Ako je  ,  onda je

za svaku vrijednost od y.

Ako je ,

onda je  

i to vrijedi za onu točku  
za koju je 

pa možemo pisati da je 

Tvrdnja:

Neka su

dopustive točke primarnog i dualnog problema. 
Tada su v i u optimalni ako i samo ako je (v,u) sed-
lasta točka Langrangeove funkcije4

Prethodna formula je ekvivalentna teoremu 
dualnosti, što se jednostavno dokazuje koristeći 
prethodno razmišljanje, pa je

Dakle vrijedi teorem dualnosti i  
su optimalni.

Zamijetimo da vrijedi i obratno, jer teorem dual-
nosti povlači formulu

a to je zapravo prethodna tvrdnja.

4  I. Pavković, Poslovna matematika za ekonomiste, Sveučilište 
u Dubrovniku, Sveučilište u Mostaru, 2005., str. 101.-102.
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Osnovnu mrežu prometne infrastrukture u Republici Hrvatskoj čine: ceste, željeznice, morske luke od 
državnog interesa, luke na unutarnjim plovnim putovima, zračne luke i terminali za kombinirani prijevoz. 

Ulaganje u izgradnju nove prometne infrastrukture jedan je od preduvjeta kontinuiranoga održivog ra-
zvitka. U posljednjih desetak godina vrlo se intenzivno investiralo gotovo isključivo u cestovnu infrastruk-
turu, posebice u autoceste pa je danas taj ciklus investiranja u završnoj fazi. Ciklus investiranja u željeznič-
ku infrastrukturu tek treba uslijediti, a nužan je zbog neadekvatnosti željezničke infrastrukture u prvom 
redu na paneuropskim koridorima, gdje ona mora zadovoljiti europske standarde može se očekivati da će 
taj ciklus investiranja trajati minimalno sljedećih petnaestak godina. 

Izgradnja autocesta temeljila se najvećim dijelom na državnom proračunu i djelomično na koncesija-
ma. Izgradnja i modernizacija željezničke mreže, posebice dijela mreže koji je sastavni dio paneuropskih 
prometnih koridora (koridor X.), ima mogućnost financiranja putem pretpristupnih fondova. Danas je u 
Hrvatskoj aktualan fond IPA, a za promet je od posebnoga značaja njezina treća komponenta Regionalni 
razvoj. Prije IPA fonda, za područje prometa, Hrvatskoj je na raspolaganju bio fond ISPA, iz kojega je 
financirana obnova pruge na dionici Vinkovci – Tovarnik – d.g. 

Ključne riječi: prometna infrastruktura, investicije, pretpristupni fondovi, IPA

1. Uvod

ulaganje u izgradnju nove prometne infrastruktu-
re jedan je od preduvjeta kontinuiranoga održivog 
razvitka. Dugoročni planovi trebaju biti u skladu s 
ciljevima prometne politike, ekonomskog razvitka, 
socijalne politike i zaštite okoliša. Republika Hrvat-
ska temelji razvitak prometnog sustava na Strategiji 
prometnog razvitka Republike Hrvatske [7]. 

Specifičan oblik Republike Hrvatske na njezinoj 
ukupnoj površini od 87 661 km2 (kopneni dio 56 
594 km2) upućuje na vitalno značenje prometne 
infrastrukture za njezin razvoj. Također zbog 

svoga izuzetnog geografskog položaja hrvatski 
teritorij ima vrlo važno tranzitno značenje u smislu 
povezivanja srednje Europe sa zemljama europskog 
jugoistoka. Na to ukazuju i paneuropski prometni 
koridori koji prolaze kroz Hrvatsku (V.b i V.c, VII. i 
X.).  Međutim prometna infrastruktura u Republici 
Hrvatskoj nejednoliko je razvijena. Tako je dose-
gnuta visoka razina razvijenosti mreže autocesta, a 
istovremeno je nezadovoljavajuća kvaliteta držav-
nih, županijskih i lokalnih cesta. Dužina željeznič-
kih pruga u Hrvatskoj također premašuje europski 
prosjek (na 100 000 stanovnika Hrvatska ima 62 
km pruga, dok je EU-25 prosjek 45 kilometara). 
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Free Market Economy Model

Abstract

A model of economy relying on the free market principle is presented in this paper. In practice, in 
addition to the primary model there is also a dual model. The quantity of produced goods is taken as the 
primary variable, and calculated price is used as the dual variable. We will see to what extent economic 
principles model the economy. It will be shown that in economic balance all companies behave like they 
belong to a single large company which maximises its profit. 
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