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NEPRAZNOST LIMESA INVERZNOG SISTEMA

Nepraznost limesa inverznog sistema ima osobitu ulogu pri istraZivanju
neprekidnosti raznih topoloskih  svojstava. U radu su izloZeni razni rezultati o
nepraznosti limesa inverznog sistema i sistematizirane metode dokazivanja.

Inverzni sistem; inverzni limes; nepraznost.

6. U V O D

U ovom radu termin prostor oznaCava topolodki prostor,a termin
preslikavanje f:X - Y neprekidno preslikavanje izmedu topoloSkih prostora X
i Y. Ne pretpostavlja se da prostor zadovoljava bilo koji aksiom separacije. Potrebni
aksiomi aksiomi separacije navode se eksplicite na odgovarajuem mjestu rada.

Ako je YC X ,tada CIY (IntY,FrY = BdY ) oznaava zatvorenje
(unutra$njost, rub ) podskupa Y.

Pojam inverznog sistema upotrebljavamo u smislu djela [ E]. Inverzni

sistem oznaCavamo simbolom X = { Xa,fav ,A} . Limes inverznog sistema X = {
Xa,fab ,A} oznaCavamo s limX . Poznati su primjeri inverznih sistema s praznim
limesom [ E]. Odavde slijedi da neprazan limes imaju samo inverzni sistemi X =
{ Xa,fab ,A} kod

kojih prostori Xa,a€A ,ili preslikavanja fap zadovoljavaju neke posebne uvjete.
Mi ¢emo u ovom radu kombinirati obje mogucnosti radi dobivanja raznih
teorema O nepraznosti- limesa limX inverznog sistema . Slijede¢e leme su dobro

poznate iCesto ¢emo ih koristiti.
0.1. LEMA.[E : 140]. Neka je X ={Xa,fab,A} inverzni sistem i B kofinalan podskup

skupa A.Prirodno preslikavanje h koje svakoj toCki X = (Xa) limesa limX
pridruZuje to¢ku h(x) = (xp: b&B) je homeomorfizam.
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0.2.LEMA.[E : 138]. Svaki zatvoreni podskup Y inverznog limesa limX inverznog
sistema X = { Xa.fab,A} jelimes inverznog sistema { Clfa(Y) fas/Clfu(Y), A}

1. METODA SKUPOVA Xa I NEPRAZNOST INVERZNOG
LIMESA

Neka je X = { Xa,fab,A} inverzni sistem prostora Xas,a € A. Neka je
nadalje Y = J] {Xa:a€ A} produkt prostora Xa Promatrajmo u produktu Y
skupove Xab € Y definirane slijedeCom relacijom :

(1) Xab = {XEY:x=(Xc:€cE A), fab (Xb) = Xa } .

SlijedeCe leme slijede jednostavno iz definicije inverznog sistema i
definicije skupova Xap.
1.1.LEMA. Za svaki inverznisistem X = {Xa,fab, A} je familija {Xab:a,b €EA}
centrirana familija.
1.2.LEMA.Neka je X = {Xa,fab, A} inverznisistem prostora X,.Vrijedi slijedeca
relacija ,

(2) IimX = N {Xab:a,bEA,a < b}.
L3.DEFINICIJA.KaZemo da je preslikavanje £: X — Y preslikavaanje sa zatvorenim
grafom ili G - zatvoreno ako je graf G(f) = {(x,y):y={(x)} zatvoren u
produktu X x Y.

Slijedeca lema je dobro poznata.
14LEMA.[ E : 114 ]. Ako je [:X - Y neprekidno preslikavanje , tada je
preslikavanje F: X - G(f) , F(x) = (x, f(x)) homeomorfizam .Restrikcija p /G(f)
projekcije p:XxY - X je homeomorfizam. Ako je'Y T2 prostor tadaje G(f)
zatvoreni podskup produkta XxY.
Vaznost grafa G(fap) proizlazi iz slijedece leme.

1.5LEMA.Neka je X = {Xa,fab,A } inverzni sistem.Skup Xab je zatvoren u
produktu IT {Xa:a€A} onda isamo onda kada je G(fab) zatvoren u produktu
Xa x Xb, tj. kada je preslikavanje fap G-zatvoreno .

Dokaz. Dokaz slijedi iz Cinjenice daje Xab = G(fab) x II{Xc : c#a,b}.Primjenom
poznate relacije za zatvorenje produkta [E :108,2.3.3. Proposition ] slijedi da je
Cl Xab Cl Grab) x IT{Xc : c#a,b}. Dakle, ako je Cl Xab = Xab, tada je Cl G(fab) =
G(fav) i obratno . Dokaz je gotov.

1.6.LEMA.Ako jef: X - Y G-zatvoreno preslikavanje ,tada je svaka restrikcija f;
:Z > W CY G-zatvoreno preslikavanje.
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Dokaz. Ako je G(f) zatvoren u produktu Xx 7Y ,tadaje G(fz) = G{) N (Zx W)
zatvoren u potprostoru Z x W. Dokaz je gotov.

Jednostavno se dokazuje i slijedeta lema.

1.7.LEMA. Preslikavanje f: X - Y je G-zatvoreno ondaisamo onda kada za svaki
par tolaka x.y ,y=f(x), postoje okoline U iV tofakax iy sasvojstvom U N (V)
= .

DokaZimo sada osnovne teoreme ovog odjeljka koji se odnose
na nepraznost inverznog limesa inverznog sistema kvazikompakata.

KaZemo da je prostor X kvazikompaktan ako se svaki
otvoreni pokriva¢ prostora X moZe reducirati na konatan potpokriva¢.Ekvivalentno,
X je kvazikompaktan [ E: 177 ] ako i samo ako svaka centrirana familija
zatvorenih podskupova prostora X ima neprazan presjek .

1.8. TEOREM.Neka je X = { Xa,fab,A} inverzni sistem kvazikompaktnih prostora
Xa 1 G-zatvorenih veznih preslikavanja fab . Inverzni limes limX je neprazan onda
i samo onda kada su neprazni prostori Xa.

Dokaz.Skupovi Xab su neprazni izatvoreni u produktu IT{Xs:a€A} (Lemal1.5.).Iz

Cinjenice da je I1{Xs:a€A} kvazikompaktan [E:184] ilema 1.1., 1.2 slijedi da je
limes limX neprazan . Dokaz je gotov.

1.9. TEOREM.Limes inverznog sistema iz teorema 1.8. je kvazikompaktan .

Dokaz. Iz leme 1.2. slijedi da je limX zatvoren podskup produkta ,pa je prema tome
kvazikompaktan.

Ako je kvazikompaktan prostor X Hausdorfov tj. T2 ,kaZemo da je
kompaktan. Iz leme 1.4. i teorema 1.8. sada slijedi poznati teorem © nepraznosti
limesa inverznog sistema nepraznih kompakata.

1.10.KOROLAR. [E :188]. Inverzni limes inverznog sistema nepraznih kompakinih
prostora je neprazan kompaktan prostor.

Neka je X = {Xa,fav,A } inverznisistem i B kofinalan dio skupa
A. Neka je zasvaki b € B odreden Yp © Xp i preslikavanje fop/Yv : Y = Yb.
Inverzni sistem Y= { Y vfor/ Yv,B } nazivamo kofinalnim podsistemom sistema
X .Ako je B = A,govorimo jednostavno o podsistemu.Ako su svi Yu zatvorenikaZemo
da je podsistem zatvoren.Jz leme 0.1. slijedi da je dovoljno promatrati kofinalne

podsisteme.
L11.LEMA. Svaki podsistem Y= { Y bfor/ Yv,B } sistema X iz 1.8 ima neprazan
limes ako su Yy kvazikompaktni neprazni podskupovi prostora Xa.

Dokaz.Preslikavanja fop/Yy su  G-zatvorena (lema 1.6.).Primjena teorema 1.8.
zavrSava dokaz.
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1L.I12LEMA. Neka je X = {Xa,fab,A } inverzni sistem kvazikompaktnih Ti
prostora i G-zatvorenih veznih preslikavanja.Ako su fap surjekcije , tada su i
projekeije fa : limX —» Xa surjekcije.

Dokaz. Neka je xa bilo koja tolka prostora Xa.Skupovi fab'l(xa),b>a,su
neprazni,zatvoreni i prema tome kvazikompakini.lz leme 1.11. slijedi da inverzni sistem
{ fab‘l(xa), fob/fab” (Xa),b>a} ima neprazan limes.Primjenom leme 0.1. zavr§avamo
dokaz.

1.13.LEMA. Neka je X = {Xa,fab,A} inverzni sistem kvazikompaktnih prostora
i G-zatvorenih veznih preslikavanja.Za svaka dva disjunktna zatvorena podskupa Fi i
F2 limesa limX postoji indeks a €A sasvojstvom Clfz (F1) N Clfa (F2) = & .

Dokaz.Pretpostavimo da takav indeks ne postoji.To znaci da je za svaki a €A
neprazan skup Ya = Clfa (F1) N Clfa (F2) . Inverzni sistem ¥ = ( Ya ,fab/Yb,A)
zadovoljava uvjete leme 1.11. pa ima neprazan limes Y.Izleme 0.2. slijedi daje Y
CFl iY C Fo To je nemoguce jer su Fi1 i F2 disjunktni skupovi.Dobivena
kontradikcija dokazuje lemu.

1.14TEOREM.Neka je X = {X a ,fap ,A } inverzni sistem kvazikompaktnih
prostora i G-zatvorenih surjektivnih veznih preslikavanja.Da bi inverzni limes limX
bio povezan nuZno je i dovoljno da prostori Xa budu povezani.

Dokaz.NuZdan dio teorema slijedi iz Cinjenice da je neprekidna slika povezanog
povezan Pprostor.

Dovoljan dio teorema dokazujemo indirektno.Pretpostavimo da limes nije
povezan.To zna¢i da postoje dva disjunktna zatvorena skupa Fi i Iz  sa
svojstvom F1 U F2 = 1imX . Iz teorema 1.13. slijedi da postoji indeks a € A za
koji vrijedi Cl fa (F1) N Clfa (F1) = .1z surjektivnosti projekcija fa slijedi da
vrijedi relacija Cl fa (F1) U Clfa (F1) = limX. Ova relacija i prethodna su u
kontradikciji s povezanoS$Cu prostora Xa.Dokaz je gotov.

KaZemo da je prostor X normalan ako za svaka dva disjunktna zatvorena
podskupa Fi i Fz prostora X postoje disjunktni otvoreni skupovi Ui i U2z
sasvojstvima F1 € Ui i Fz CUsz. Treba napomenuti da ne pretpostavljamo da X
zadovoljava T1 aksiom separacije.
1.1S.TEOREM.Neka je X = {X a ,fab ,A } inverzni sistem kvazikompaktnih
normalnih prostora i G-zatvorenih surjektivnih veznih preslikavanja. Ako su
prostori Xa povezani, tada je i limes limX povezan.

Dokaz.MoZemo ponoviti dokaz prethodnog teorema, ali Clfa(F1) U Clfa (F1)=limX
ne mora vrijeditiU tom sluCaju iz relacije Cl fa (F1) N Clfa(F1)) = i
normalnosti prostora Xa slijedi da postoje otvoreni skupovi U, U2 sa svojstvima
UieClfa(F1), U2€Clfa(F2 ). Ako je U3 U Uz = X ,tada odmah dobivamo
kontradikciju s povezanoS€u prostora Xa.Ako je za sve b>a skup Yp =
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Xb -fab'l(U1 U U2 ) neprazan ,tada dobivamo inverzni sistem Y = { Yc.f b Ye
,a<b<c}. Ovaj sistem zadovoljava uvjete teorema 1.8. te ima neparazan limes Y.
Za svaku toCku yE€Y vrijedi da je ili yEF1 ili yeF2.U svakom sludaju je fa(y)e Cl
a(F1) U Clfa (F1) . fa(y) & Ya.Ovo nije moguée.Dokaz je gotov.

Zavi§imo razmatranja o inverznim sistemima kvazikompakata s nekim
primjerima i jednim problemom.

1.16. PRIMJERLa)Neka je X bilo koji inverzni sistem s praznim limesom ( [H], [HS],
[E]).Uvedimo na svakom prostoru Xa&X antidiskretnu topologiju tj. topologiju u
kojoj su jedini otvoreni skupovi prazan skup i cijeli prostor. Dobiveni inverzni sistem
Y je inverzni sistem kvazikompakata s praznim limesom. Nije teSko provjeriti da
vezna preslikavanja sistema Y nisu G-zatvorena.Primjer pokazuje da vezna
preslikavanja moraju zadovoljavati posebne uvjete da bi limes bio neprazan.

b) Promatrajmo sada jedan inverzni niz T kvazikompakata s
praznim limesom.Neka je Xp skup prirodnih brojeva u topologiji konaénih
komplemenata.Neka je nadalje fn:Xn+1 = Xn definirano realcijom fo(Xn+1)=%xn+1
+ 1 [ST : Example 2].Definiramo li preslikavanja fpm kao odgovarajuée kompozicije
preslikavanja fp ,dobi inverzni niz X = { Xj ,fom ,N} nepraznih Ti nasljednih
kvazikompakata s praznim limesom.Nije teSko pokazati da preslikavanja fym nisu
G-zatvorena.

116, INAPOMENA.U radu [TH : 36 , REMARK.] naveden je kao istinit ovaj
teorem:

Svaki inverzni sistem nepraznih T; kvazikompakata sa surjektivnim veznim
preslikanjima ima neprazan limes.

Dokaz koji je dan vrijedi medutim samo za preslikavanja sa zatvorenim grafom.

1.17.PROBLEM.Neka je X inverznisistem kvazikompakata.Kao §to smo vidjeli u
prethodnom primjeru inverzni limes moZe biti prazan.Zbog kvazikompaktnosti
produkta II{Xa:Xa € X} uvijek je neprazan skup Y=N { CIXab:a<b,a,bEA}.Skup
Y je na neki nadin "blizu" inverznog limesa.Re€i ¢emo da je Y skoro inverzni limes
ioznaciti ga s s-limX.Bilo bi interesantno izuCavati svojstva prostora s-limX.Da li

je s-limX povezan kada su prostori Xa povezani?

Ovaj odjeljak nastaviti ¢emo teoremima 0 nepraznosti inverznih sistema
H- zatvorenih prostora. -

Hausdorfov prostor X je H-zatvoren [AU] ako svaki otvoreni pokrivaé
U prostora X posjeduje kona¢nu potfamiliju { Uy,...,Un} sa svojstvom Cl Uj
U... UCI Uy = X Hausdorfov prostor X je H-zatvoren ondaisamo onda kada
je za svaku centriranu familiju F otvorenih skupova prostora X neprazan presjek
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N {ClU:Ue U}. Produkt H-zatvorenih prostora je H-zatvoren ([ E:283 ], [CF]
).

KaZemo da .je podskup Y prostora X O-—zatvoren ako je jednak

presjeku zalvoren]a svih otvorenih skupova U2Y. Podskup Y prostora X je
f—zatvoren onda i samo onda kada sadrZi svaku toCku x€X (ije okoline U imaju
svojstvo da je neprazan presjek ClU N Y.
1.18.LEMA. Ako je X H-zatvoren prostor, tada svaka centrirana familija 6-zatvorenih
podskupova prostora X ima neprazan presjek.
Dokaz.Neka je F centrirana familija 6- zatvoremh skupova.Svaki F € F je %res]ek
zatvorenja otvorenih skupova familije UF Neka je U unija svih familija U". Ova
centrirana familija otvorenih skupova ima svojstvo da je presjek zatvorenja njenih
elemenata neprazan. Taj presjek jednak je presjeku elemenata familije F.Dokaz je
gotov.

KaZemo da je preslikavanje f: X - Y 6G-zatvoreno ako je graf
G(f) 6-zatvoren u produktu

Slijedeca lema dokazuje se jednostavno.

1.19.LEMA.Preslikavanje f: X - Y je 6G-zatvoreno onda i samo onda kada za
svaki par tofaka x,y ,y#=f(x), postoje okoline U iV toakax iy sa svojstvom Cl
vn f(ClU) =

KaZemo da je prostor X potpuno Hausdorfov ako svake dvije razli¢ite
tocke prostora X imaju okoline s disjunkinim zatvorenjima.

1.20.LEMA.Svako preslikavanje f : X =Y u potpuno Hausdorfov prostor je
6G-zatvoreno.

Dokaz.Neka je x to¢ka prostora X,a y=f(x) to¢ka prostora Y.Postoje okoline U i V
toaka f(x )i y sa svojstvom ClUN ClV = . Nekaje W okolina toCke x za koju
je f(W)CU.Sada je ClV disjunkntos f(Cl W)C U.Primjena leme 1.19. zavrSava
dokaz.

1.21.LEMA.Neka je X = { Xa, fab,A } inverzni sistem.Ako su preslikavanja fap 6G
zatvorena , tada su skupovi Xap 6-zatvoreni u produktu IT{X,:a€A}.

Dokaz.Neka je G(fab) presjek zatvoremja otvorenih u Xax Xp skupova U neke
familije U.Svaki skup UxII{Xc:c#ab} je otvoren u produktu II{ Xc: cEA}.Sada
je N Cl{ UxII{Xc:c#ab} : UeU} = (N {ClU:UeU}x II {Xc:c#ab}=G(fab
)x II {Xc:c#ab}= X ab. Dokaz je gotov. Sada moZemo dokazati slijedeci teorem
0 nepraznosti limesa inverznog sistema.

1.22.TEOREM.Neka je X = { Xa,fab,A } inverzni sistem H-zatvorenih prostora s
6G-zatvorenim veznim preslikavanjima. Da bi limX bio neprazan nuZno je i
dovoljno da prostori Xa budu neprazni.
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Dokaz. Teorem slijedi iz Cinjenice da je produkt H-zatvorenih prostora H-zatvoren
i leme 1.18. H-zatvoren prostor koji je potpuno Hausdorfov zove se skoro
kompaktan prostor.

1.23. KOROLAR.Svaki inverzni sistem nepraznih skoro kompaktnih prostora ima
neprazan limes.

Dokaz.Primjeni prethodni teorem jer su vezna preslikavanja, prema lemi 1.20.,6G
- zatvorena. Dokaz je gotov.

1.23 PRIMJER.Iaverzni limes u teoremu 1.22. kao i korolaru ne mora biti
H-zatvoren. To pokazuje primjer inverznog niza iz rada [ VD : Example (4.1.)] .Neka
je Y skup tolaka ravnine oblika amp=(1/m,1/n) ili c¢m = (1/m,0) ,gdje su m i n
pozitivni cijeli brojevi.Neka je Y snabdjeven relativnom topologijom ravnine.Neka
je a objekt koji ne pripada skupu Y inekaje X unija skupa Y i skupa {a} .Bazu
okolina to¢ke neka Cine skupovi { amn: m>mo,n>ng } U {a}.Nije tesko provjeriti
da je X skoro kompaktan tj. H-zatvoren i potpuno Hausdorfov prostor.Definiramo
sada inverzni niz X = { Xp,fnm,N } tako da za svako n€EN bude Xp = X.
Preslikavanja f nm definiramo kao kompoziciju preslikavanja fnpp-1: Xn - Xp-1 ,pri
Cemu vrijedi :fan-1 (Bmn ) = 8m+1n, fon1 (Cm ) = Cm, fnn-1 (@) = a. Jasno je da je
lim X sastavljen toCaka oblika (Ccp,cCn,.. ) ili (a.,a,a,.. ). Lako je ustanoviti da
ima diskretnu topologiju. Iz beskona¢nosti i diskretnosti inverznog limesa slijedi da
nije H-zatvoren iako su vezna preslikavanja - kao preslikavanja u potpuno
Hausdorfov prostor (lema 1.20.)6G-zatvorena. :

Neka je rx-R neprekidna realna funkcija u skup realnih brojeva
R.Skup £l (0) nazivamo nula-skup.Komplement nula-skupa je konula-skup.Skup
koji je unija konula-skupova zove se t-otvorem skup. Prostor X je w-kompaktan
ako je za svaku centriranu familiju U 7-tvorenih skupova U neprazan presjek N{
Cl U :UeU}.Prostor 7-kompaktan ako svaki pokriva¢ iz konula-skupova prostora
posjeduje konaan potpokrivac [I].Svaki  H-zatvoreni  prostor  je
w-kompaktan:Produkt w-kompaktnih prostora je w-kompaktan prostor [
I.62,Teorema 2 . 2. ]. Kazemo da je preslikavanje f :X-Y w-zatvoreno preslikavanje
ako je graf G(f) presjek zatvorenja svih konula skupova produkta koji sadrZe
G(f).Nekaje X ={Xa,fab,A} inverzni sitem.Ako je G(fab) presjek zatvorenja nekih
konula-skupova,tada je takav i Xap.Dokaz je sliCan dokazu leme 1.21.Istim dokazom
kao 1 usluaju teorema 1.22. imamo ovaj teorem.
1.24 TEOREM.Neka je X ={ Xa,ab,A} inverzni sistem w-kompaktnih prostora
i w-zatvorenih veznih preslikavanja.Da bi limX bio neprazan nuZno je idovoljno
da prostori Xa budu neprazni.
Neka je m beskonalan kardinalan broj.KaZemo da je prostor X

m-kompaktan ako svaka centrirana familija s < m zatvorenih podskupova
prostora X ima neprazan presjek. Ekvivalentno,prostor X je m-kompaktan ako se
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svaki otvoreni pokriva¢ prostora X od najvife m otvorenih podskupova moZe
reducirati na konacan potpokriva¢. Najpoznatiji su Ro - kompakini ili prebrajivo
kompaktni prostori [E:258].

1.25.TEOREM.Neka je_X = {Xa,fab,A} inverzni sistem definiran nad usmjerenim
skupom A potencije m.Ako su prostori Xa,a € A, neprazni i m-kompaktni, produkt
II{ Xa :a € A} m-kompaktan, a vezna preslikavanja G-zatvorena,tada je limX
neprazan i m-kompaktan.

Dokaz.Teorem slijedi jednostavno iz Cinjenica da zatvorenih skupova Xab ima
najviSe m i da je zatvoreni. podskup m-kompaktnog prostora m-kompaktan.

NAPOMENA. U preostalom dijelu ovog odjeljka pretpostavljamo da su prostori T2 ,pa
uvjet G-zatvorenosti veznih preslikavanja ispuStamo jer je automatski zadovoljen.

1.26.KOROLAR.Neka je X = { Xn fmn,N} inverzni niz nepraznih prebrojivo
kompaktnih prostora.Ako je produkt IT{ Xp:n € N} prebrojivo komapaktan ,tada
je limX neprazan i prebrojivo kompaktan.

Ovaj korolar moZemo primjeniti za neke specijalne vrste
prebrojivo kompaktnih prostora jer openito produkt prebrojivo Kkompaktnih
prostora nije prebrojivo kompaktan [ E : 262 ].Najpoznatija klasa prebrojivo
kompaktnih prostora za koju jei produkt od prebrojivo mnogo prostora prebrojivo
kompaktan je klasa nizovno kompaktnih prostora [E : 267] To su T2 prostori u
kojima svaki niz ima konvergentan podniz.

1.27.KOROLAR. Neka je X = { Xu fmn N} inverzni niz nepraznih nizovno
kompaktnih prostora.Prostor limX je neprazan i nizovno kompaktan.

D-kompaktne prostore uveo je Bernstein u radu [B], a
izu¢avani su uradovima [S] i [GS].Neka je D slobodni ultrafiltar na skupu N
prirodnih brojeva.KaZemo da je tocka x topoloSkog prostora X D-limes niza {xn
:nEN} totaka xp prostora X ako je za svaku okolinu U to¢ke x skup { n:xp €
U} element ultrafiltra D. Ako svaki niz u prostoru X ima D-limes,kaZemo da
je X D-kompaktan.

Svaki D-kompaktan prostor = jé prebrojivo kompaktan.D-kompaktnost je nasljedna
po zatvorenim podskupovima.Produkt D-kompaktnih prostora je D-kompaktan [S].

1.28.TEOREM. Neka je X = {Xp fmn,N} inverzni niz nepraznih D- kompaktnih
prostora.Prostor limX je neprazan i D-kompaktan.

Napomenimo na kraju ovog odjeljka da je za D-kompaktne i
prebrojivo kompaktne prostore moguCe dokazati teoreme analogne teoremima
1.11.-1.16.
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2. METODA PODSISTEMA

Metoda podsistema prvi put je objavljena u djelu [Bu : 190] i
primijenjena na inverzni sistem kompakata.Druga primjena na inverzni sistem
kvazikompakata nalazi se u radu [ST].Slijede¢i teorem dokazan je djelu [Bu:190].
2 .1.TEOREM.Neka je X = { X5,fab,A } takav inverzni sistem nepraznih skupova
Xa u kojem je za svaki a€A definirana familija Sa podskupova skupa Xa sa
svojstvima:

(I) Familija Sa je zatvorena s obzirom na operaciju presjeka,

(II) Svaka centrirana potfamilija FC Sa nepraznih podskupova FEF ima
neprazan presjek.(Ekvivalentno,svaka padajuca potfamilija nepraznih
skupova iz Sz ima neprazan presjek).

(III) Zasvaku to¢ku xa €Xa i svaki b=a je fab (xa)esb,

(IV) Za svaki MpESp 1 svaki a<b je fab(Mb)ESa, tada je limX neprazan
i za svaki a€A vrijedi relacija fa(limX) = N {fab(Xp):b=a}.

Za dobro uredene inverzne sisteme moguce je dokazati teoreme analogne

prethodnom teoremu.

2 2.TEOREM.Neka je X ={Xa fab,A} dobro uredeni inverzni sistem kofinalnosti
cf(A) =m.Ako za svaki a€A postoji familija Sa nepraznih podskupova skupa Xa
koja ima svojstva :

(Dm Presjek svake centrirane potfamilije koja ima < m elemenata iz S, je element
familije Sa,

(IDm Ako su elementi familije u (I)m neprazni,tada jei presjek neprazan,

(IIDm Za svaku toCku xa€ Xa i svaki b = a je fab“l(xa) € Sp,

(IV)m Za svaki MpESp i svaki a<b je fap(Mbp)ES,,

tada je limX mneprazan i za svaki a€A vrijedi relacija fa(limX) = N
{fab(Xp):b=a}.

Dokaz.Promaftrajmo takozvane niti { Aa:Aa € Safab(Ab) € Aab = a}.Takve niti
potoje jer je Xa€ESa za svaki a€A jer vrijedi (IV)m. Za dvije niti (Aa) i (Ba) neka
je (Aa)>(Ba) onda i samo onda kada je Aa2Ba za svaki a€A. Neka je (Aa )=
(Aa D> .= (Aa ) = ... padajui niz s na}v1§e m niti. Za svaki a€A je,zbog (Dm i
(II)m, neprazan skup Ba = N {Aa :k€A}ESa.Provedimo sada redukciju na
surjekcije tj. dokaZzimo da je za b=a 1spunjena relacija fab(Bb)=Ba.Za svaku toc¢ku
Xa € Ba neprazan je Yuk= Apk n fab (xa) € Sa ( zbog Dm i (IDm).Zbo (IDm
neprazan je i presjek Yp= E{Yb (k=m} =Bv N fap (xa)Za svaku to¢ku yb EYp
je fab(y b)=X a.
Dokaz relacije fab(Bb)=Ba je gotov.

Primjenimo sada metodu transfinitne indukeije i konstruirajmo jednu tocCku
inverznog limesa.Neka je a bilo koji element dobro uredenog skupa A.Neka je
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Xa€EBaZa sve b=a xv=fva(Xa).Pretpostavimo sada da je za sve c<d definirana
koordinata xc toCke inverznog limesa.Konstruirajmo koordinatu xq Ako jed prve
viste , tada postoji Xd€Bd sa svojstvom fed(Xd)=Xc.Ako je d druge vrste ,tada iz
nepraznosti skupova fed” 1(xc)an i svojstva (I)m slijedi da je neprazan presjek Bd
N ( N fed (&) c=<d).To zna¢i da postoji x4 €Bg  sa svojstvom
fed(Xd) =x%c,c=d.Transfinitna indukcija ide dalje i dokaz je gotov. -
2 .3.NAPOMENA. Iz provedbe transfmltne indukcije vidljivo je da ¢e ona i¢i sve
do slijedeceg - rednog” broja m® ako je sur]ekuvnost ve¢ osigurana.Imamo
dakle slijede¢i teorem.

p 4TE®REM Neka je X ={Xa,lab,A} dobro uredeni inverzni sistem kofinalnosti
cf(A) =< m *.sa surjektivnim veznim preslikavanjima.Ako za svaki a€A postoji
familija Sa nepraznih-podskupova skupa Xa koja ima svojstva :
(Dm+Presjek svake podfamilije koja ima < m elemenata iz Sa je element familije
Sa. N .
(IDm+ Ako su elementi familije u (I)m neprazni,tada jei presjek neprazan,
(Il)m+ Za svaku toku Xa& Xa i svaki b = a je fab '(Xa) € Sb, |
(IV)m+  Za svaki MpESp i svaki asb je fab(Mb)ESa, tada je limX
neprazan i za svaki a€A4 je projekcija falimX -Xa surjekcija.
Najpoznatiji primjer familije Sa koja zadovoljava uvjete teorema 2.1. je
familija zatvorenih podskupova kompaktaU ovom - sluaju iz teorema 2.1. slijedi
poznati korolar 1.10.

Slijedeca familija koja zadovoljava uvjete teorema 2.1. je familija
zatvorenih podskupova ' Ti kvazikompakata uz zatvorena vezna preslikavanja.Sada iz
teorema 2.1. slijedi poznati Stoneov teorem [ST] o nepraznosti inverznog sistema
nepraznih T1 kvazikompakata uz zatvorena vezna preslikavanja.

Neka je Sa familija ®-zatvorenih skupova definiranih prije leme 1.18.tada
iz leme 1.18. slijedi da Sa zadovoljava uvjete (I) i (II) teorema 2.1. akoje X_
inverzni sistem H-zatvorenih prostora.Nije tefko pokazati da je i uvjet (III)
zadovoljen.Ostaje da definiramo preslikavanja koja zadovoljavaju uvjet (IV).Nazovimo
dakle ©-zatvorenim. preslikavanja koja -preslikavaju ©-zatvorene . skupove u
©-zatvorene. Sada su svi-uvjeti teorema 2.1. zadovoljeni pa imamo
2 .5.TEOREM. Neka je X ={ Xa;fav,A } inverzni sistem nepraznih H-zatvorenih
prostora i ©-zatvorenih veznih preslikavanja.Tada je limX neprazan prostor.

2 .6.PROBLEM.Dali je limX u teoremu 2.5. H-zatvoren?

2 J7PROBLEM.Da 1li su klase OG- zatvoremh i ©@-zatvorenih preslikavanja u
inkluzivnom odnosu?

2 .8.NAPOMENA. Drugaéx;a pnmjena G- zaWoren1h preslikavanja dana je u radu
[L1].
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Poznato je da svaka padajuca familija H-zatvorenih skupova ima
neprazan presjek [IF:68].Takoder je poznato.da je neprekidna slika H-zatvorenog
prestora H-zatvoren prostor.Nadalje,ako f:X-Y neprekidno preslikavanje medu
H-zatvorenim prostorima,tada je original svake toCke prostora Y H-zatvoren.Vrijedi
jo§ jada lema. '
2.9.LEMA. Neka je f£:X->Y neprekidno  preslikavanje medu H-zatvorenim
prostorlma ,stada je za svaki H-zatvoreni podskup Z prostora X i svaku tofku yEY
skup e (yY)NZ H-zatvorer.

Dokaz.Neka je U centrirana familija otvorenih skupova potprostora W= f 1(y)ﬁZ
Postoji centrirana familija ¥ otvorenih skupova takva da za svak1 UeU postoji VeV
sa svojstvom U=WN V.Prodirimo familiju V' sa skupovima £t (0),gdje su O okoline
to¢ke y. Dobivamo familiju Q.Postoji toCka z&€Z koja je u zatvorenju (s obzirom
na Z ) svih clemenata familije Q.Jasno je da je z u zatvorenju (s obzirom na X)
svih skupova f! (O) . Odatle slijedi da je f(z)=y.Dokaz je gotov.

Na temelju svega reCenog i torema 2. 1. sada lako slijedi ovaj
2 10.TEOREM.Neka je _X ={ Xa ,fab, A } dobro uredeni inverzni sistem
H-zatvorenih nepraznih prostora. Tada je limX_  neprazan prostor. ;
Dokaz. Kao i u dokazu teorema 2.2. najprije dokazujemo redukciju -na
surjekcije.Dokaz se temelji na Cinjenici nepraznosti padajuCe familije nepraznih -
H-zatvorenih skupova.Zatim koristimo transfinitnu indukciju uz primjenu leme.
2.9.Dokaz je gotov. ‘ i
2.11. NAPOMENA. Teorem 2.10. prvi put dokazan je uradu [FP] uz pretpostavku
0 surjektivnosti veznih preslikavanja.Na§ dokaz pokazuje da se ta pretpostavka
moZze izostaviti.

Neka je H klasa H-zatvorenih prostora u Kkojima svaka centrirana
famlhja H-zatvorenih skupova ima neprazan H-zatvoren presjek.Tada vrijedi ovaj
teorem.
2.12.,TEOREM. Neka je X ={Xa,fab,A} inverzni sistem H-zatvorenih nepraznih
prostora klase H.Tada je limX neprazan.

Dokaz. Primjena teorema 2.1. idefinicije klase H.
2 . 13.PROBLEM.Da 1i postoji prostor klase H koji nije kompakt (skoro
kompakt)?

KaZzemo da Ty prostor X lagano kompaktan ako svaka prebrojiva
centrirana njegovih nepraznih otvorenih podskupova Un ima neprazan presjek
N{ClUn}.

Potpuno regularan lagano kompaktan prostor zove se psendokompaktan prostor.
DokaZzimo sada slijede€i teorem.
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2 . 14TEOREM.Neka je _X ={ Xn [f mn,N } inverzni niz nepraznih lagano
kompaktnih prostora s 1. aksiomom prebrojivostiAko su vezna preslikavanja
otvorena ,tada je limX neprazan.

Dokaz.Za svaki nEN neprazan je skup Yp=N{Cl f am(Xm):m=n} jer je Xn
laganokompaktan a skupovi fnm(Xm) Su otvoreni. Neka je yn bilo koja toCka iz
Yn i{Vk :kEN} prebrojiva baza okolina te tocke.Odatle slijedi da je Vk N
fam(Xm) neprazan za svaki k i m.To znali neprazan i fom-1(Vk)Efnm'(Xm’) za
svaki kfiksirani m i svaki m’zm.Familija { fom-1(Vi)Efmw(Xm’) } je prebrojiva
centrirana : familija u lagano kompaktnom prostor Xm. Postoji totka ymEXm koja
je zatvorenju elemenata- te familije.Lako je zakljuCiti da je ym€EY¥m i fm(Ym)=Yyn
. Odatle slijedi da je fam(Ym)=Yn.Primjena totalne indukcije na inverzni sistem
{Ym,fom/Ym;N} zavriava. dokaz.

2.15PROBLEM.Da 1 je limX u prethodnom teoremu lagano kompaktan?

Specqalm podmsteml inverznog sistema X ={Xa,fab,A} su kofinalni
podsistemi . X(Xa)= {fab'l(xa) fbc/fac'l(Xa),a‘~b<c},gd]e je xa neka toCka prostora Xa
Odito da je limX neprazan ako je peprazan limX(xa).Ako je to istina za svaku
tolku Xxa,tada je projekcija fa: limX - Xa surjekcija. Na temelju ove spoznaje
moZemo iz svakog prethodno dokazanog teorema dobiti odgovarajuéi teorem ako
svojstva koja su u tom teoremu zahtijevana zahtijevamo samo za podsistem
X(Xa).Iznesimo ovdje samo jedan primjer za teorem 18Kaz1mo da je preshkavan]e
foc GX(xa)-zatvoreno ako G-zatvoreno preslikavanje fic/fac” (xa) Iz teorema 1.8.
gornjeg slijedi teorem.

2.15. TEOREM.Neka je X = { Xa ,f ab,A } inverzni sistem kvazikompaktnih prostora
Xa 1 GX(xa)-zatvorenih veznih preslikavanja foc. Inverzni limes limX_ je neprazan
onda i samo onda kada su neprazni prostori Xa.

U daljn]em tekstu ‘promatrati ¢emo takva preslikavanja fab za koja
originali fab ™' (Xa) imaju SVOjstvo prebrojive kompaktnosti ili
kompaktnosti.Najpoznatija takva preslikavanja su zatvorena preslikavanja.Michael
[M] dokazao je slijedeCi teorem.

2.16. TEOREM.Neka. je f :X->Y neprekidno zatvoreno preshkavan]e normalnog
prostora. X na Ti g-prostor Y.Za svaku toCku y€Y je Fr £ (y) prebrojivo
kompaktan.

Pri tome za prostor X kaZemo da je g-prostor ako za svaku toCku
XEX postoji prebrojiva familija {Us nE€N} okolina to¢ke xsa svojstvom da svaki
niz {Xn'nE€N} xpnE€EUnpXn#Xm za m#n, ima gomiliste.

‘Teorem 2.16. poop€avan je od raznih autora.Mi dajemo jo§ jedno
poopcenje.
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Iz dokaza tog teorema [AP:353] vidljivo je da se normalnost moZe zamijeniti s
prebrojivom normalnoS¢u a zatvorenost preslikavanja s prebrojivom zatvoreno$tu.

Prebrojiva normalnost prostora uveli su Aleksandrov i Uryson [AU:78].Prostor X
je prebrojivo normalan ako svaka dva disjunktna zatvorena podskupa prostora
od kojih je barem jedan prebrojiv imaju disjunktne okoline.Prostor Us* iz djela
[AU:79] pokazuje da se klasa prebrojivo normalnih prostora razlikuje od klase
regularnih prostora,a prostor U4 da se klasa prebrojivo normalnih prostora razlikuje
od klase normalnih prostora.Svaki Ti prebrojivo normalan prostor je regularan.

KaZemo da je preslikavanje :X-Y prebrojivo zatvoreno ako je za
svaki prebrojiv zatvoreni ZCX zatvoren i f(Z)CY.

2.17.PRIMJER.Postoji prebrojivo zatvoreno preslikavanje koje nije zatvoreno.Neka
je Wo skup svih prebrojivih rednih brojeva,a wi prvi neprebrojivi redni broj.Neka
je Wi=Wo U{w 1} u uredajnoj topologiji i X=W1ix Wo.Promatrajmo zatvoreni skup

Z= {(a,2):a€EWp}.Projekcija p:X->Wi nije zatvorena jer p(Z) nije zatvoren.Nije
teSko pokazati da je projekcija p prebrojivo zatvorena.

2.18.LEMA.Svako regularno zatvoreno preslikavanje prebrojivo normalnog prostora
X je prebrojivo zatvoreno.

Dokaz.Prije svega napomenimo da je preslikavanje regularno zatvoreno ako je slika
svakog regularno zatvorenog Z=ClIntZ zatvorena.Neka je f£X-Y regularno
zatvoreno i A={x1X2,..Xn,..} zatvoren u X.Neka je yé&f(A).Zbog prebrojive
normalnosti prostora X postoje disjunktne otvorene okoline Ui V skupova f-1(y)
i A.Ocito je CIV N U = @.0datle slijedi da zatvoreni skup f(Cl V) sadrZi f(A) a
ne sadrZi y.Dokaz je gotov.

3 .19.GENERALIZACIJA MICHAELOVOG TEOREMA. Neka je f:X-Y prebrojivo
zatvoreno preslikavanje prebro]wo normalnog Ti prostora X na q-prostor Y.Za
svaku totku ye€Y je Fr f! (y) prebrojivo kompaktan.

Dokaz.Ako Fr f! (y) nije prebro]wo kompaktan,tada postoji prebrojiv diskretan
skup A={x1,X2, ....Xn,.}CFT £ (y)-Iz prebrojive normalnosti prostora X slijedi
diskretna u X familija okolina G={Unmn&N} takvih daje xn€Up.To se dobiva
jednostavnom modifikacijom poznatih dokaza [AP:178,Zad.22.].Moguce je Up
odabrati tako da bude f{(Up)CVp,gdje su Vy okoline toéke y koje dolaze u
definiciji g-prostora. Kako su tofke xn na granici skupa i (y),moguce je odabrati
totke yn€UnN(X - 1(y)) Zbog diskretnosti familije G je skup Xi={yn:n€N}
zatvoren.Njegova slika f(X1) je takoder zatvorena jer je f prebrojivo zatvoreno.To
je nemoguCe jer je f(yn)EVna Y q-prostor u kojem bi f(X1) morao imati
gomiliSte. Dokaz je gotov.
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Namvro da ¢e u primjeni ovog teorema biti potrebno osigurati
nepraznost ruba £ (y).-To je moguce osigurati ako je grostor X povezan ili ako
je preslikavanje ireducibilno [AP:356,Zad.112.].Skup Frf (y) neprazan je takoder za
svaku neizoliranu tolku er ako ]e f regularno zatvoreno preslikavanje. Nalmcu
~ slutaju nepraznog ruba je skup U= £ ) regulamo otvorena okolma skupa £ (y).To
znaci da postoji okolina V to¢ke y sa svojstvom £ (V)2U= " (y)-Odatle slijedi da je

V=y tj. y je izolirara tofka.DokaZimo sada neke teoreme O nepraznosti inverznog
limesa. »
2 20.TEOREM.Neka je X.={ Xn, f nm ,N} inverzni niz nepraznih prebrojivo
normalnih q-prostora Xp bez izoliranih to¢aka iregularno zatvorenih ireducibilnih
preslikavanja fom.Da bi limX bio neprazan nuZnoje i dovoljno da za svaki n€EN
bude neprazan skup Yn=N{ fam(Xm):m=n}.
Dokaz.Skupovi fom(Xm) su zatvoreni,a za yn€Yn neprazni su skupovi fnm’l(vn)ﬂ
fmp(Xp). Zbog prebrojive kompaktnosti skupa f fnm 1(yn) neprazan je 1 presjek svih
tih skupova t] neprazan je N{  fum (yn)ﬂfmp(Xp)}— fam” (yn)n n
fmp(Xp))=fom’ (yp)ﬂ‘Pm To znati da za m>n vrijedi relacija fmn(Ym)=Yn.Totalna
indukcija zaviSava dokaz.

Ako - su prostori inverznog sistema parakompaktnijtada su njihovi
prebrojivo kompaktm d1]elov1 kompaktni [E:380].U tom slucaju moZemo dokazati
ovaj teorem.

2 .21.TEOREM.Neka je X ={ X, f a» ,A} inverzni sistem nepraznih
parakompaktnih g-prostora beéz izoliranih tofaka.Ako su vezna preslikavanja
prebrojivo zatvorena i surjektivna,tada je limX neprazan i projekcije fa:limX->Xa
su surjekcije.

Dokaz.Za svako xa€Xa imamo sistem X(Xa)= {Frfabl(xa) fbchrfacl(xa) a<b=c}. To
je inverzni sistem nepraznih kompakata koji prema 1.10. ima neprazan limes.
Dokaz je gotov.

Posebna vrsta q-prostora su prostori s 1. aksiomom prebrojivosti,a
posebna vrsta parakompakata su metricki prostorilmamo dakle ovaj teorem.

2 21.TEOREM.Neka - je X ={ Xa, f ab ,A} inverzni sistem nepraznih metric¢kih
prostora .bez izoliranih toCaka.Ako su vezna preslikavanja prebrojivo zatvorena i
surjektivna,tada .je limX neprazan i projekcije fa:limX-Xa su surjekcije.
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Loncar I. Non-emptiness of inverse limit space
SUMMARY

In the present paper the nbn-emptiness of inverse limit space is investigated.
The main theorems of Section One -are Theorems 1.8. and 1.22. for
the nonemptiness of the inverse limit of the inverse system of quasi-compact and
H-closed spaces. -
Section Two contains the generalization of the well-known Michael

theorem. :
Some theorems for the non-emptiness of the inverse limit space based on this
generalization are given.
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