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PREDNOSTI GAP-ALGORITRA
U RJESAVANJU DEGENERIRANIH TRANSPORTNIH PROBLEMA

Transportni problemi linearnog programiranja &esto imaju degenerirano baziéno
rjedenje. U radu su prikazani razli¢iti pristupi u rje3avanju degeneriranih bazi-
¢nih rje3enja klasi¢nog transprotnog problema linearnog programiranja s ograni-
enim propusnim sposobnostima (Z-TPc problem), s posebnim osvrtom na predno-
sti primjene General Alternating Path algoritma (GAP-algoritam) u izboru varija
ble koja omoguduje skok na novo nedegenerirano bazi¢no rjedenje

Transportni problem; degeneracija; GAP-algoritam

1.0. TRANSPORTNI PROBLEM LINEARNOG PROGRAMIRANJA
S OGRANICENIM PROPUSNIM SPOSOBNOSTIMA

Jedan od odluujudih ¢&inilaca za izbor tipa transportnog sredstva za neku relaci-
ju upravo su karakteristike tih relacija (usponi, padovi, zavoji, nosivosti...).Ovo
se odralava kroz tzv. "propusne sposobnosti" relacija. Stoga je za rjeSavanje
transportnih problema opravdano koristiti transprotni problem linearnog programi_
ranja s ogranienim propusnim sposobnostima koji se matemati¢ki notira kao (4):

(1,2,..-,"‘)

naci skup X = (xi.}, iel
: (1.2, xu0n),

jed

koji minimalizira funkciju

L(X) = I Sij i’ v (i,j) el x J, (1)
i.j
uz ogranienja
Ix.=a Viel, (2)
i ij i
rxij=b Vijeld, (3)
i
0 < xii :dii, vii,jJe I xJ; (4)
gdje je
m - broj ishodista,
n - broj odredista,
X, - koli€ina tereta koja Ce se prema programu prevoziti na relaciji i~ j,
ci.‘ - trodkovi prijevoza tereta na relaciji i+ j,
ail - kapacitet i-tog ishodiita,
bi - potrebe j-tog odredista,
d.. - propusna sposobnost relacije i~ j.
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Cesta pojava prilikom rjefavanja ovog problema je deceneracija. Degenerirano ba-
zi€no rjedenje javlja se u sluCajevima kada je broj relacija i+ j s veliCinom prijevo-
za xjj, 0< xji<dj;, manji od m+n-1.Tom prilikom dolazi do iteracija s nultim kora -
kom *funkcija cilja se ne mijenja), odnosno do odredenog kruienja, dok se ne pro
nade relacija koja ¢e bazi¢no rjedenje svesti na jedinstveno drvo i omoguditi skok
na bazi¢no rjedenje koje ¢e smanjiti vrijednost funkcije cilja (ako postignuto rjede
nje ve¢ nije optimalno).

Da bi se degenerirani transportni problemi rijesili, koriste se razli¢ite metode. U

ve¢ tradicionalni pristup spada ¢ -pristup, te rjeSavanje pomo¢nih problema izve -
denih iz degeneriranih bazi¢nih rjeSenja, a pomocu principa dozvoljenih smjerova.

Ovi pristupi zahtijevaju modificiranje originalnog problema ve¢ prilikom njegova po
stavljanja, odnosno u toku rje3avanja. s

Noviji pristup rjeSavanju degeneriranih problema polazi od svojstva transportnog
problema da njegova bazi¢na rjeSenja u grafitkom smislu predstavljaju jedinstve-
no drvo. Posebnim postupkom, tzv. GAP-algoritmom (The Generalized Alternating
Path Algorithm), izabire se za povezivanje ona grana koja eliminira problem dege-
neracije i kruienja.

Problem (1) - (4) ima rjeSenje (4) ako je ispunjen uvjet ravnotele

La, =1 b., (5)
i i !

te uvjet b a - I b.< & T d. vi'cl, J'cl, (6)
el jedt 1T ier jaw

ili uvjet tmin (3, 1 ,d.) > 1 ,b VJcI (7
i jed jed

Ovo rjeSenje je nedegenerirano ako bazi¢ne varijable ne poprimaju grani¢ne vrije-
dnosti, tj. 0<xjj<djj, (i,j) eB (B-skup relacija (i,j) koje Cine bazu rjeSenja) .Pro
matrajuéi dualni oblik problema (1) - (4) -

naci skup V ={ui, v wij} , iel, jeJ, (i,j) elxd,

koji ¢e maksimalizirati funkciju

L(V) =Za, u +Ib v.- I c.w, (8)
A e A I | e« 0 dj
! J L]
uz ogranicenja
u + v, - w.<c. V(i j)le ixJ, (9)
i ) =1
w.>0 V (i,j) el x J, (10)

ij
rieSenje je nedegenerirano ako su nebazi¢ne komponente koplana1 prijevoza (6,B)
razli¢ite od nule. Pri tom je
§ = ATy - c, y =Llu,v], (11)
a komponente pseudoplana glase:
0 za 6..<0
144 N
.= be e i,j 2
i dl’ za § ”> 0, (i,j) ¢ B, (12)
0 < .. <d: za 6. = 0.
L B 1
1 - Koplan prijevoza predstavlja skup brojeva = {6ij, 1eI, jedl}, takvih da
vrijedi 67;j=ui+vj—cij, odnosno relacija (11).
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I Ki' =a, - Lo
i.pes, ! Gi.j)es;
I . =b. - £

(.i¢B, i j (i.)eB, i

Bazi¢no rjedenje originalnog problema je optimalno ako ocjene relacija, tzv. relati-
vni trodkovi, glase:

< 0, xi'. =0
i > 0, xIl = dii . (i,j)éB, (13)
= 0, 0<x..{ d..
1 i
A, =u +v. -c., (ij) ¢B,

1 L J 1)

u; + v‘. = cij.’ (i.j) e B.
U optimalnom sluc¢aju, gledaju¢i dualni oblik problema, i bazi¢ne komponente ko-
plana prijevoza zadovoljavaju uvjete (12).

(18)

2.0. TRADICIONALNE METODE RJESAVANJA DEGENERIRANIH
TRANSPORTNIH PROBLEMA

Karakteristika ovih metoda je da se ne rjeSavaju originalni problemi, ve¢ se pri-
stupa odredenim modifikacijama. Tako se problem mole ve¢ u samom poletku rje-
Savanja modificirati kroz vektor ogranifenja. Pri tome se svakom ishodidnom kapa
citetu dodaje dovoljno mali broj € (2):

a'i =a +te, Viel, 0 <ecey, €5 < (1/2m) (15)
i radi uvjeta (5)
b' =b_ + em. (16)
n n

Ovako modificirani problem rje3ava se klasi¢nim metodama, a takoder i njihovim
modifikacijama, namijenjenim za rje3avanje "kvazidegeneriranih" problema. Dobive
no optimalno rjeSenje korigira se za veli€inu e.

Drugi pristup odnosi se na rjeSavanje pomo¢nih, izvedenih problema, koji se for-
miraju pomo¢u parametara dobivenih u nekoj iteraciji rjeSavanja problema kada je
nastupila degeneracija. Koristi se princip dozvoljenih smjerovaZ.

Kada je rjedenje problema (1) - (4) degenerirano, tada postoje komponente baze
koje poprimaju kriti¢ne vrijednosti (xj; = 0 ili d, . Stoga je kod provjere optimal
nosti rjeSenja nuino da i bazi¢ne i neLaanne komponente relativnih troskova udo
voljavaju relacijama ( 13 ). Ove dvije skupine uvjeta (za bazi¢ne i nebazi¢ne kog
ponente) objedinjava slijedeéi pomo¢ni problem (2):

nadi skup {pii' qij}' (i, j) € IxJ,
koji minimalizira funkciju
L{p:. .q; ) L f.. pi.t+ E g:: Qs (17)

ij’ . i T v 2ij i
(i,j)eB N Y Bp (i, j) EB'V u BP

2 - TraZi se vektor 1 = {Jij,icI, Jjed,} za koji ée rjesenje pomoénog problema
Alztel)=b, (Kx+el<d, €,>0, 0<e<e,, biti rjedenje problema (1)-(4).
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uz ogranifenja

u, + vi - cij =0 (i.j)e BP,

u, + vi - cii <0 (i,je By

u, + vi ~ S 20 (i.j)e By,

YtV oo T Pt ;=0 (Lpe8lp, (18)
u, + vi - cii - pii <0 (i,j)e B'N,

u, + vi = t:ii + qiji 0 (i.j)e B'V,

Py 20 (i.j) €B'y U B,

q; 20 (i.j) €8, U B'p,
gdije je
p= {(i.j) eB : 0<x.. <d..}, B'

ij ij P
By = {(i.j)eB =10:}, B' {(G.j) ¢ B, x,. =0},
= {(i.j)e B : x..

ij N ij
I = HH -
|, dii}a B v {('ll) d B: xii - dii }'
Dualni oblik ovog pomo¢nog problema predstavija problem izbora optimalnog smje-
ra za zadatak (1) - 4):

(GJ) ¢ B, 0oxed,.),

X

naéi skup {lii}, iel, jed,

koji minimalizira funkciju

L(1.. z - 19
(1") i c, l” (19)
uz ogranitenja
£1..=0, £ 1,.=0 (20)
j ij i i 7
0< ll_fli (i.j)e B', (21)
9‘ ,r_ 0, (i, j) eB'y, (22)
Oy Vs . (LD B (23)
l‘>0 (i.j) e B', (28)
l, <0, (i.j) eB',,. (25)

R|e§avan1e ovog problema dualnom metodom daje informaciju o koeficijentima P;i
.., odnosno 1. i Rjedenje - je optimalno kada su vrijednosti Pij=qij=0. Tada lktJm
pJnente novog rjefenja glase xpovo = x +00 10, gdje je 00 - koln(‘.’mab;a se seli,
a 10 - optimalne vrijednosti vektora 1.9 0>9 pa dolazi do skoka na novu lteracuu
Cije bazitno rjeSenje dovodi do sniienja vrijednosti funkcije za 00 i%i Cij 1 U,all
pri tome Cesto treba ispitati sve c:kluse koje je moguce formirati (po 3 svakoj ne-
nultoj nebazlénol komponenti vektora 10).

Isti princip moZe se primijeniti i za rjeSavanje dualnog problema, s time da se po

moéni problem izvodi pomoc¢u koplana prijevoza, povezujuéi relacijé (12) za bazi¢-
ne i nebazi¢ne varijable.
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3.0. GAP-ALGORITAM

GAP-algoritam zasniva se na konstrukciji specifi¢tnih baza, tzv. GAP-baza. U gra
fickom smislu bazi¢no rjeSenje transportnog problema s ogranilenim propusnim
sposobnostima (drvo s korijenom) predstavilja GAP-bazu ako je (1):

1) &vor-korijen ishodidni ¢&vor,
2) sve pozitivne veze (i +j) imaju tok x..> 0,

3) sve negativne veze (j+ i) imaju tok ii<dii.

Ovo je identigno &injenici da u GAP-bazi svi parni lukovi imaju tok X >0, a svi
neparni tok X< di" ili obratno (3to se vidi iz Slike 1). Odnosno, jedni su to-
lerantni na po&eéar{je, a drugi na smanjenje toka do kriti¢nih vrijednosti (0 ili

di')‘ Znacajno svojstvo GAP-baze je da ako postoji optimaino rjesenje problema,

onda ono ima strukturu GAP-baze.

Slika 1.

Konstrukcija GAP-baze sastoji se od nekoliko koraka (2):

1) 1z promatranja se odstranjuju svi lukovi s tokovima na donjoj ili gornjoj

granici:
A' = {(i.,j) elxd : 0 <xii <'dii}. (26)
Za nedegenerirano rjeSenje A=B. Kod degeneriranog rjeSenja graf G=(I1',J',A') ko-
ji korespondira skupu A' raspada se na odvojena stabla
r
G (1',, ;A" )CG (I',J;A'), £ G, =0, 1 =1,2,...,r (27)
[ RO KA icg 1

i izolirane &vorove o={js}, s =1,2,....,p:

2) Za svako drvo odredi se jedan izvori$ni &vor i‘l € I'l kao korijen,

o, _ .
K—{l‘,l‘gl‘}, 1 = VZioneit)s (28)

3) lzolirani odredi$ni ¢vorovi spajaju se s nekim od stabala lukom s tokom na
donjoj granici i dodjeljuje mu se pozitivna orijentacija (i~ j):

4 w3 PR ST, S _ .

(g = igel)'s dgeo. Xy g =d g s % TR ¥ (29)

4) Odvojena stabla medusobno se spajaju u jedinstveno drvo lukom s nultim
tokom od korijena jednog stabla do odrediSnog &vora drucog stabla, tj. izabire
se luk
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. <1 3 s 1 3
(l]n i 1n) : ]1: € J]., |1|| C'lnr X i ‘10 =0, 1'#1" =1,2,...,r (30)
s negativnom orijentacijom (j~> i).

Ovim postupkom dobivena je struktura drva koja udovoljava svim zahtjevima GAP-
baze. Provodeli zamjenu vektora (lukova) na ovako oformljenoj bazi, postile se
nedegenerirano rjedenje. Da bi se opisana procedura mogla provesti, potrebno je
da uz ranije opisane uvjete za postojanje rjeSenja (5) - (7), problem (1) - (4) za
dovoljava i relacije
a.

b

J

4.0. OPRAVDANOST PRIMJENE GAP-ALGORITMA ZA
RJESAVANJE DEGENERIRANIH 2-TPc PROBLEMA

0, Yield,
0, Vijel. (31)

Prethiodno suopisane metode rjeSavanja degeneriranih transportnih problema - e¢-pri
stup, metoda traZenja optimalnih smjerova, GAP-algoritam. Pokazane su prednosti
i nedostaci ovih metoda u konstrukciji bazi¢nih rjeSenja dvodimenzionalnih proble-
ma linearnog programiranja transportnog tipa s ogranienim propusnim sposobnos-
tima te nalin konstrukcije jedinstvenog drveta bazi¢nog rjeSenja prema GAP-algo-
ritmu u smislu izbjegavanja degeneracije i kruZenja, odnosno brieg pronalaZenja
optimalnog smjera kod pojave degeneriranih bazi¢nih rje3enja. Dok se kod metode
traZenja optimalnog smjera, kod pojave degeneriranih bazi¢nih rjedenja 2-TP_ pro
blema, mora rijediti nezgrapan program linearnog programiranja (da bi se osigu -
rao skok na novu nedegeneriranu totku), kod GAP-algoritma to se postile primje
nom specifiCnih i stroZih pravila u odnosu na promjenu bazi¢nog rjedenja MODI me
todom, a odnose se na izgradnju jedinstvenog drveta bazi¢nog rjeSenja i izbor iz
laznog luka.

Zapis problema traienja optimainog smjera za degenerirano bazifno rjedenje 2-TPc
problema dano je izrazom (19) - (25). Ograni¢enja (19), (24) i (25) odnose se na
koli¢inu koja e izmijeniti komponente postojeteg bazi¢nog rjedenja. Ta se koli¢ina
u zatvorenom ciklusu (koraku izmjene bazi¢nog rjedenja kod MODI metode) naizmje
ni¢no dodaje, odnosno oduzima u sukcesivnom slijedu kako ne bi narusila ravnote
#u sustava ogranifenja odnosno kapaciteta pojedinih &vorova. Promatrajuéi matri€
ni zapis istog problema, suma veli¢ina tih promjena po recima i stupcima mora bi_
ti 0. Istovremeno se ova koli¢ina ne moie oduzeti na skupu lukova kojima je pri-
druZena koli¢ina x.. = 0 (na donjoj granici), tj. ne mofe se dodati koliini X;; sa-
turiranih lukova. )

Kod GAP-algoritma bazi¢no rjeSenje prikazuje se preko stabla s korijenom. U sva
koj grani stabla luk ima svoje tzv. prethodnike, kojima se zatvara put prema &vo
ru-korijenu i nasljednike kojima se zatvara put do zadnjeg &vora u grani. Pri tom
se u svakoj grani sukcesivno izmjenjuju lukovi suprotnih orijentacija, odnosno suk
cesivno se izmjenjuju ishodi$ni i odredidni &vorovi (&vor-korijen je ishodi$ni &vor).

Kod koraka izmjene bazi¢nog rjeSenja GAP-algoritma takoder se zatvara ciklus ko
ji zadovoljava gornja ogranifenja - suma ukupnih promjena koli¢ina na ciklusu je

nula, a ogranicenja 1i.30 za lukove kojima su pridruiene koli¢ine x.. = 0, odgo-

varaju vezama koje do‘zvoljavaju povecanje toka (upper leeway links), dok ogra-

ni¢enja li. <0 za lukove sa saturiranim tokom odgovaraju vezama koje dozvoljava
ju smanje}\je toka (lower leeway links). Ovo je narodito vaino za nebazitne vari-

jable prilikom povezivanja substabala degeneriranog bazi¢nog rjeSenja. Bazi¢ne va
rijable zadovoljavaju oba ova ogranifenja (double leeway links).

58



Dudak V. Degenerirani TP i GAP-algoritam Zbornik radova (1988), 12

Kod oba pristupa takoder su ispunjeni osnovni uvjeti nenegativnosti parametara
problema a, iel; bi' jed i dij (i j)e IxJ.

U istom zapisu dalje slijede tzv. normirajuéi uvijeti:

liji fi" (i.j) «((i,)) : X = 0 } koji dopunjuje zahtjev GAP-baze za vezama koje
dozvoljavaju poveclanje toka i

Ii.< T (i,j) el (i,j):xi. = di' koje dopunjuje uvjet GAP-baze za vezama koje
dozvoljavaju smanjenje toka.-Uvjet -9 :li.:fii, (i,j) e (i, j) : 0< X, <d.} odgo-
vara karakteristikama bazi¢nih varijabli ijc problema koje dozvoljavaju i povecta-
nje i smanjenje toka do krajnjih granica. Sve ovo zaokruZuje se u uvjet za posto-
janje GAP-baze, a to je da sve (i~ j)3 veze dozvoljavaju smanjenje veli¢ine toka,
a sve (j+i) veze povelavanje velitine toka, 3to omogucuje sukcesivnu izmjenu ko
li¢ina u ciklusu formiranom za izmjenu baze.

RjeSavajuci problem (19) - (25), ili je pronaden optimalan program (pi.=qij =0),
ili luk, odnosno bazi¢na komponenta kojom ¢e se omoguditi skok na novo degenerira-
no bazi¢no rjedenje. To su komponente vektora 1°. Supstitucijom

f; = 794 % Gide BYUBL, py > 0, x> 0 (32)

= -x., @ij) € B,,UB, % 2 o, T dij; (33)
omogucen je prijelaz na originalan problem. Sada je mogule provjeriti podudarnost
ovih dviju metoda:

1) ako je izoliran ishodiSni Ewor, tada to znali da u nekoj grani nedostaje
luk nasljednik (j »i) orijentacije (slika 2). Lukovi negativne orijentacije, prema
pravilima GAP-algoritma, trebaju dozvoljavati povefanje veli¢ine toka na njima.
Stoga prilikom prevodenja degeneriranog u nedegenerirani problem, izolirani is-
hodidni &vor treba povezati lukom s 0-tokom i orijentirati ga od odredidta prema
ishodistu. Luku, koji je uveden, treba dodijeliti odredenu koli¢inu toka 0< li‘ =
= dii RS Koli¢inu ]i' treba dodati ‘svim
tokovima na lukovima (j+ i) orijentacije.
Lukovima (i+ j) orijentacije treba oduze-
ti koliCinu 0 < 1j;< - xjj. Dodavanje odno
sno oduzimanje vrsi se sukcesivno i da se
ne bi desilo da neka od varijabli bazi¢nog
rjedenja bude negativna, moraju biti ispu-

njeni uvijeti (32) i (33) &ime se ne narusda
@ vaju gornje i donje granice veli¢ina bazi-
4

izlazni
luk

¢nih lukova. To se upravo i postife kada
P : je pronaden optimalni smjer, iz ¢eqga pro-
3 \ izlazi da se na izbor luka, koji ¢e omocu-
Citi skok na nedegenerirano bazi¢no rjele-
nje, mogu primijeniti pravila izbora ulaz-
nog i izlaznog luka na nalin kako je to
predvideno GAP-algoritmom (pravila la

i Ib). 71/

ulazni luk

Slika 2.

3 -(i+j) - oznaka za pozitivno orijentiranu vezu, neparni luk, koji mora biti os-
Jetljiv na smanjivanje velidine toka.
(j+i) - oznaka za negativno orijentiranu vezu, parni luk, koji mora biti osje-
tljiv na povedavanje velidine toka.
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2) ako je izolirani {vor odrediSni &vwor, tada u nekoj grani bazi¢nog rjeSenja ne
dostaje luk (i+ j) orijentacije (slika 3). Luk s takvom orijentacijom mora biti osje-
tljiv na smanjenje veli¢ine toka. Stoga na
njemu treba oduzeti neku veli¢inu toka, pa
e se za povezivanje izabrati ne luk s 0-
tokom ve¢ nebazi¢ni luk sa saturiranim to
kom. Na taj ¢e se nalin modi izgraditi ci-
klus izmjene bazi¢nog rjeSenja u kojem (e
se naizmjeni¢no nizati lukovi osjetljivi na
smanjenje i lukovi osjetljivi na povelanje
toka. Prema tome, lukovima s pozitivhom
orijentacijom treba oduzeti koli¢inu g <
< 1. <0, a lukovima s negativnom orijen

tacujom dodati koli¢inu 0 <1j = djj

Pri tom je zadovoljen uv;et nenarugavanja
gornjih odnosno donjih ograda veligine
tokova na lukovima i pronaden optimalan
smjer, a to ukazuje da su na izbor luka
koji ¢e omoguditi prijelaz s degeneriranog
na nedegenerirano bazi¢no rjedenje pri -
mjenljlva pravila GAP-algoritma (pravila
Slika 3. Ha i lb). /1/

5. ZAKLJUCAK

Problem degeneracije kod transportnih problema linearnog programiranja zahtijeva
posebnu painju jer je ona Cesta pojava kod ove grupe problema, a Cesto dovodi

i do niza iteracija koje ne predstavljaju kvalitativni skok do optimalnog rjesenja.
Postoji vise pristupa za otklanjanje degeneracije. Uglavnom se svode na modifika-
ciju poletnog problema i rjeSavanje pomo¢nih problema, 3to sve dovodi do veleg
broja proraluna, a u sluaju rjeSavanja problema elektroni¢kim raunalom i do po-
vecanja veli¢ine kapaciteta potrebne memorije. Sve to znatno usporuje proces rje-
Savanja problema.

GAP-algoritam omogucuje otklanjanje degeneracije "u hodu", bez potrebe vracanja
na pofetno bazi¢no rjeSenje i njegovu modifikaciju. Dodavanjem potprograma za
strukturiranje GAP-baze kod degeneriranih bazi¢nih rjedenja u set programa za
rjedavanje transportnog problema s ograni¢enim propusnim sposobnostima, omogu-
Cuje se nastavak rje3avanja problema od onog koraka na kome je degeneracija na-
stupila. Nije potrebno vraanje na pofetno bazi¢no rjeSenje, kao ni modifikacija
problema na originalni oblik nakon postignutog optimalnog rjedenja. Usporedba
principa izgradnje jedinstvenog drveta bazi¢nog rjedenja transportnog problema
linearnog programiranja s ogranienim propusnim sposobnostima s metodom traie-
nja optimalnoc smjera, pokazala je sve prednosti primjene GAP-algoritma:

- jednostavnost postupka,
- kratko¢u postupka,
- izbjegavanje kruienja i "nultih" iteracija.
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Dusak V. The advantages of the implementation of the GAP-algorithm to
degenerated transportation problems

SUMMARY

Transportation problems of linear programming often have a degeneratedbasis
solution. It provides the circulation and the decomposiotion of the basic spanning
tree. The GAP-algorithm establishes the unique basic tree in the way zero-steps
are avoided when the basis solution is degenerated.Also it isn't necesary to come
back to begining of the procedure, or the modification of the original problem.

The comparation of principles of the construction the unique basic tree and
crossing ower to the new nondegenerated basis solution of the 2-TP. problem,

to method for searching:the optimal direction of a degenerated basis solution,
reprezents all the advantages of implementation the GAP-algorithm: the simplicity
and the efficiency of the algorithm, and the avoidance of zero-steps.



