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PRINCIP REZOLUCIJE KAO TEORIJSKA OSNOVA JEZIKA
UMJETNE INTELIGENCIJE PRO LOG

Razvoj metemeticke logike i teorije algoritama dao je tokom posljed-
njih de setljece i niz rezultata primjenjivosti i ujedno teorijska ogra-
nicenj« njihovih dometa. Keo jedno od glavnih dostignuca metemetieke
logike smatramo formulaciju rscune predikata prvog reda. U okviru
tog formalizma postala je moquce sintek tick e i sementicke analiza
/ogitkog zektjueivenje, Dokazani su strukturni metateoremi poput
metateorema kompaktnosti i potpunosti itd. Radovi J. Herbranda poke-
zali su da je moguca mehenick e procedure dokaza kontradiktornosti
skupa izjava reeune predikata prvog rede ; ako je dani skup izjava
uistinu kontradiktoran. Princip rezotuci]e paslurio je kao veoma etek>
tivno pravilo izvoda praznog disjunkta. Razvoj teorije a/goritama donio
je niz medusobno ekvivelentnih formulacija intuitivnog pojma algorit-
ma i dokaz algoritamske nerjesivostl reeune predikata, ~to je dalo
teorijska ogranitenja moquenoett primjene Herbrandove procedure.Na
iz/ozenim teorijskim osnovama izrastao je programski jezik
PROLOG. U ovom elsnku izloeent su svi osnovni teorijski rezu/tati
o recunu predikata prvog reda , na kojima se zasniva PROLOG. To
su : a/goritam prevodenja izjave u standardnu (Skolemovu) formu,
Herbrandova procedure, algoritam unifikacije i princip rezotucije,
Vecina pojmova i rezu/tata ilustrirana je najprije na primjerima iz
reeun« sudove , a zatim na primjerima iz reeune predikata.
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1. UVOD

Kao Sto i za mnoge druge znanstvene oblasti koje se danas nala-
ze u veoma brzom razvoju, gdje broj novih ot.krtc a i primjena ras-
te gotovo eksponencijalno ,ne postoje stroge definicije koje bi
tu oblast [e dnoz nacno odredile, tako ne postoji ni jedinstvena i
opc entt o prfhvac ena definicija oblasti umjetne inteligencije.
U ovom cl anku ograntcavamo se na dio te oblasti pod nazivom
" heurrst tcko programiranje ". Radi se naime 0 razvijanju progra-
ma za el ekt.r ontck a racunal a kojima se rjeS avaju problemi, koje
bismo, da ih rjeSava covje k , smatrali prfl lcno ( pa cak i veoma )
teSkim inteJektualnim problemima. Medu takve spadaju progra-
mi koji daju relevantne odgovore na pitanja 0 sernant tck o] poveza-
nosti nekih podataka u S irem kontekstu zadanog skupa podata-
ka, programi koji dokazuju teoreme iz odredene oblasti mate-
matike, kao s t.o je na primjer euklidska geometrija, programi
koji igraju s loz ene igre poput Saha, prevode s jednog jezika na
drugi itd. U rjes ava nju takvih problema covje k koristi pretho-
dna znanja, intuiciju stvorenu na osnovi prethodnih iskustava i
logiku. Navedeni i mnogi drugi problemi mogu se opisati i rje s a-
vat i metodama matema t lck og formalizma racuna predikata prvog
reda (odno sno teorija prvog reda I. Na danas njem stupnju razvoja
jezika programiranja one su implementirane u mnogobrojne ver-
zije jezika PROLOG, koji ne bez razloga nosi epitet jezika umjetne
inteligencije i pred stavljaju njegove teorijske osnove. Sarna sinta-
ksa jezika PROLOG ovdje nec e biti izlagana. Dobar uvod u slnt ak-
su jezika PROLOG i programiranje na njemu postoji u knjizi /1/
u popisu literature. Ideje i metode koje cerno ovdje Izloz lt i imaju
svoja ogranil:enja i nedostatke. Na kraju c lank a osvrnut c erno se
na neke od njih.
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2. SINTAKSA I SEMANTIKA RACUNA SUDOVA

Racun sudova ( u daljnjern tekstu :RS ) predstavlja fragment ra-
cuna predikata prvog reda s jednostavnorn sintaksorn i sernanti-
korn i posebno jednostavnirn dokazirna rnetateorerna adekvatnos-
ti i potpunosti, koji opet sa svoje strane daju vezu izrnedu sintak-
se i sernantike, a ta veza s luz i kao idejna osnova principa rezolu-
cije .

. Sudove kao osnovne objekte interpretirat c emo kao tvrdnje koje
su ili istinite ili latne. Na prirnjer :

P: " Nebo je plavo ", Q:" KiSa pada" ( at ornar-ni sudovi ili
at oml)

R: " Nebo je plavo ili kts a pada " (sloteni sud ili sarno sud ).

U daljnjern izlaganju zanernarit cemo stvarni sadrtaj i srnisao
sudova i baviti se sarno njihovirn istinosnirn vrijednostirna "0" -
laz i "1" - istina. Prelazirno sada na izlaganje nuz nih definicija i
rezultata 0 RS.

2.1. 1)~'lnleijlt: Abeceda,4 jezika t. (RS ) je unija s l lje dec Ih sku-
pova sirnbola :

A= { P, Q, R, ... } - najviSe prebrojiv skup (sirnbola) atornar-
nth sudova ( atorna J.

V= { 1, 1\, V, ..•, +-+ } - skup Iogtcklh veznika, redorn " ne ",
" i ", " ili ", " povl acl " i " ekvivalentno " i

z = { I, ) } - lijeva i desna zagrada
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a) Svaki atom je sud.
b) Ako je F sud, onda je i ( IF ) sud.
c) Ako su FiG sudovi, onda su to i (FAG), (FVG), (F-.G) i

(F+-+GL
d) Rijet ( konacan niz stmbo la ) u abecedi jezika .£.(RS) je

sud ako i samo ako je dobivena primjenom nekih ( moz da
i svth) od pravila a) - c) konacno mnogo puta.

Primjer 1:
« "lt P ~ Q)+-+(RA S»»~ (RV(1P»

2.3. 7)*'inieljte : Neka je F sud i Pt , P2 , ,Pn skup svih njego-
vih atoma. Svaku funkciju i:{ PI , P2 , , Pn }~ {O,1} zovemo
interpretacijom suda F.

Prtmjer 2:
F: (PV Q)~ R, i:{P,Q,R}~ {O,I}. HP)=O, HQ)=HR)=l je prim-

jer interpretaciJe suda F u kojoj je P laz an, a Q i R su istiniti
sudovi.

Svaki sud sactnjen od natoma ima 2n interpretacija. Da Ii c e
sud F biti istinit u interpretaciji i ,ovisi kako 0 vrijednostima
HP

j
) ,jE u.z, ... .n}, tako i 0 njegovoj strukturi. Koristimo oznake

HF)=1 ako je F istinit u interpretaciji t-, a u suprotnom HF)=O. HF)
zovemo istinosnom vrtjednos c u suda F u interpretaciji i:

2.4. 7)*'inieljte :
a) Ako je F:P i P atom, onda je HF)=HP)
b) Ako je F: lG, onda je HF)=1 ako i samo ako je HG)=O
c) Ako je F: GVH, onda je HF)=1 ako i samo ako je HG)=1 ili

HH)=1 (••ili ••je ovdje inkluzivno )
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d) Ako je F:G/\ H, onda je L<F)=l ako i samo ako je L<G)=l i l(H)=1.
e) Ako je F:G-+ H, onda je L<F)=Oako I samo ako je L<G)=1 IL<H)=O
f) Ako je F:G+-+H, onda je L<F)=1ako i samo ako je L<G)=l(H)

Primjer 3:

F:«P/\ oon- (Q-+ (lP)), l:{P,Q}-+{O,1}' L<P)=1,L<Q)=1. Tada
vrijedi: L<lP)=O (prema a) i b) iz def. 2.4. I, L<Q-+(1P))=O (prerna
a), b), i d) iz def. 2.4.> i konacno L<F)=1 (prema e) Iz def. 2.4.).

Sud F u kojem nastupaju (medusobno raz ltctt t ) atomi Pl,P2, ..
'" , Pn ima 2 n interpretaeija. Svaku od njih moguc e je jednoznac-
no prikazati skupom {m , m , ' .. , m }, gdje je m. ili P. ( ako je

1 2 nil
l(P. =1 ) ili lP . ( ako je L<P'>=O)

1 1 1

Primjer 4:
Neka je F:(PV Q)-+ lR, l:{P,Q,R}-+ {O,!} i L<P)=1,L<Q)=L<R)=O.

Tada interpretaeiju l prikazujemo skupom {P, lQ, lR}.

Medu sudovima postoje takvi koji su istiniti u svakoj inter-
pretaeiji (zovemo ih Ident.lckt istinitim sudovima ill tautologija-
ma I, oni koji su istiniti bar u jednoj interpretaeiji ( ispunjivi ili
nekontradiktorni sudovi ) I oni koji su laznl u svakoj interpreta-
eiji ( neispunjivi, kontradiktorni, ili Ident.Ick i laz n! sudovi I. Da je
sud F Ident.Ickt istinit , ponekad c erno oz nacavat i znakom T, a da
je Ident.Ick l neistinit, znakom .L.

Medu navedenim pojmovima postoje octg ledne veze poput
ovih:

1. Sud F je Ident tckt istinit ako i samo ako je sud IF Ident lckt
Iaz an.

2. Ako je F Ident.Ickt istinit sud, onda je on nekontradiktoran,
dok obratno ne mora biti.
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3. Sud F nije Ide nt.Ick i istinit ako i sarno ak o postoji bar jedna
interpretacija u kojoj je on Iaz an ,

Ako je sud F istinit u interpretaciji i kze mo da je i: model za F
i pts erno iFF. Jasno je na primjer s to znacl {P, lQ}FPA lQ.

2.5. 1>~'iniei;a.: Kaz emo da su sudovi FiG (se mant tckt ) ekviva-
lentni i pts erno F==G ako i sarno ako je sud F - G Ide nt ick l
istinit.

Primjer 5 :
Uz pornoc definicije 2.4. lako je provjeriti da su ekvivalentni

s ltjedec t parovi sudova:

1) F-G==(F ...•G)A(G ...•F)
2) F...•G ==IF VG

3) a) F V G ==G V F
4) a) (F VG) V H ==F V (G V H)
5)a) (FV(GAH» ==(FVG)A(FVH)
6)a) FVl ==F
7)a) FVT ==T
8)a) FV IF ==T

9) l(lF) ==F
10)a) l(FVG) ==lFA lG

b)FAG==GAF
b) (FA G)A H ==(FA G)A H
b) (FA (GVH»== (FAG)V(FAH)
b) FA T ==F
b)FA1==1
b) FA IF ==1

b) l(FA G) ==lFV lG

2.6.1>~'lnlei1a.: Neka su Ft, F2, ... , Fn sudovi i F:Ft V F2 V ... VFn.
Tada svaki Ft zovemo disjunktom u Hz) F, a sam sud F dis-
junkcijom sudova Fr, ... , Fn , Ako je F:FtA F2A ... A Fn, tada
svaki -Fl zovemo konjunktom u Hz) F, a sam F konjunkcijom
sudova Fr, '" , Fn.
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2.7. 1)tl'inieija : Sud F je u konjunktivnoj norrnalnoj forrni ako i
sarno ako je F:Ft/\ ... /\ Fn ,a sv ak i FI je disjunkcija ne k lh
atorna ili negacija nekih atoma.

2.8. 1)tl'inieija : Sud -F je u disjunktivnoj norrnalnoj forrni ako i
sarno ako je F:FtV ... V Fn, a svaki FI je disjunkcija nekih
atoma ili negacija nekih at orna

Kor ls tec I tablicu iz primjera 4, svaki s ud mo ze mo prevesti u
svaku normalnu formu.

Primjer 6:
1 ) Sud F:(C~ A)~ (l(B V C)~ A) prevesti u disjunktivnu nor-

rnalnu forrnu.

Rje s enje :

(C~A)~«l(BVC)~A): l(C~A)V(l(BVC)~A):
- l«lC)VA)V(l(l(BVC»VA): l(lCVA)V(BVCVA):
: (l(lC)/\ lA)V(AVBVC): (lA/\C)V(AVBVC):

= «AVBVC)/\«AVBVC)VC) :T/\(AVBVC): AVBVC

2) Sud F: «A~ B)~ (C~ lA»~ (lB~ lC) prevesti u konjunktivnu

norrnalnu forrnu.

Rje s e n]e:
«A~ B)~ (C~ lA»~ (lB~ lC) : l«A~ B)~ (C~ lA» V t ra- lC):

: 1(1(A ...•B)V(C ...•1A»V(lB ...•1C): «A ...•B)/\ 1(C ...•1A»V(lB ...•1C):

: (1 A VB) /\ (C r. A» V (B V 1C): « 1A VB) V (B V 1C) /\ (C /\ A) V (B V 1C» :

: (1AVBV lC)/\ «BV lCVC)/\ (BV lCVA»: (lAVBV lC)/\ (AVBV lC)
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2.9. 1)tt'tnteL'It:t : Neka su Fl,F2, ... .Fn i G sudovi. Kazerno da je
sud G log icka posljedica sudova Fl,F2, ... ,Fn ako je H=G za
svaku lnterpretaciju t za koju je LI=Fl/\' F2A ... A Fn

Iz l oztt c erno sada dva metateorema koji predstavljaju karak-
terizaciju pojma Io g ick e posljedice.

2.10. t+ttttt:ttttD~ttm: Neka su Fl,F2, ... .Fn i G sudovi. Sud G je
Io g lc ka posljedica sudova Fl,F2, ... .Fn ako i samo ako je
(FlA F2A ... A Fn)~ G Ident tckt istinit sud.

Dokaz:
a) Neka je G Iogtck a posljedica sudova Fr, ... .Fn i neka

(FlA F2A ... A Fn) -+ G nije Ide nt.Ick i istinit sud. To znacl da pos-

toji interpretacija Lo' takva da nije to 1=(FlA F2A ... A Fn)~ G.
Tada je oc ito Lo I=l«FlA ... A Fn )~ GL Kak o je l«Fl/\. .. A Fn)-+ G) =-

==l(1(FlA ... A Fn) V G)== FlA ... A FnA lG, to je Lol=Fl, ... , to I=Fn i

lop lG, s t.o je kontradikcija s pretpostavkom da je G log lck a pos
Ijedica sudova Ft , ... .Fn , pa je (FlA ... A Fn)~ G Ide nt tck l istinlt
sud.

b) Neka je (FlA ... 1\ Fn)~ G Ident lckt istinit sud i G nije logi
ck a posljedica sudova Ft , ... .Fn. To znact da postoji interpretaci
ja Lo, takva da je Lo I=Fl, ... , to I=Fn i tol= lG. Kako je (FtA .. A Fn ...•
~ G po pretpostavcI Ident tckt istinit sud, ispunjeno je
Lo 1=(FtA ... A Fn)~ G, tj. to 1= 1Ft V lF2 V ... V lFn VG, tj. Lo 1=1Ft ili

Lo 1= lF2 ili ... ili Lo 1= lFn ili to 1= lG, pa je istovremeno Ispunjen-

ili Lol= Fl i Lo 1= lFl za neki i.u.z, ... .n} ili Lo 1=G i Lol=1G s t.o je
kontradikcija u svakom s lucaju.
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2.11.~~tQt~Dum: Sud G je log ick a posljedica sudova Ft,F2, ... .Fn
ako i sarno ako je sud CF1/\ ... /\ Fn A lG) kontradiktoran.

Dokaz:
Prema prethodnom metateoremu, sud G je log ic ka poslje-

dica sudova Ft ,... .Fn ako i sarno ako je CF1/\... /\ Fn)~ G identitki
istinit sud. Tada je l«Fl/\ ... /\ Fn)~ G) kontradiktoran sud. Jer je
l«Fl/\ ... /\ Fn)-+G) = lC1CF1/\ ... /\ Fnl VGl= lC1CFt/\ ... /\ Fn»/\ lG=

= Ft/\ ... /\ Fn/\ lG, to je i taj sud kontradiktoran.

Metateoremima karakterizacije pojma logitke posljedice u
okviru r acuna sudova zavr s avamo ovaj odjeljak. Znacajno je da is-
ti metateoremi vrijede i u s lucaju racuna predikata Cvidjeti 121 u
popisu literature).

3. SINTAKSA I SEMANTIKA RACUNA PREDIKATA PRVOG REDA

Racun predikata prvog reda je formalni sistem dovoljno veli-
kih Izr az ajnth moguc no st t da se u njemu daju opisati problemi 0

kojima je bilo rijeti u uvodu Ci mnogi drugi J. I ovdje c e nas zant-

mati pret ez no semantitki aspekt.

3.1. 7)~'LItLeL1Q : Abeceda,4 jezika l.CRP) je unija s l tje dec ih skupo-
va simbola:

At = {c
l
: Ie I C N } CnajviS e prebrojiv skup (stmbol a) konstantO

A2= {Xj: js JC N } CnajviSe prebrojiv s kup simbola varijabll)
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A3= { fk: kEKeN } ( najv ls e prebrojlv skup simbola funkcija
od konacno mnogo variJabli )

A4 = { Pin: mEMeN } ( najviSe prebrojlv skup simbola kona-
cne kratnosti ( arnosti »

As = { 1, A, V, ..• ,+-+} (skup Iog lck ih veznika )

A6 = { V,3 } ( skup kvantifikatora "za svakl " i " postoji " )

A7= { (,) } ( Iljeva i desna zagrada)

U daljnjem tekstu c emo simbole konstanti slobodno oz nacava-
ti I slovima a,b,c, ... sa ili bez indeksa, isto tako simbole varljab-
Ii slovima x,y .z ,u, v,W, •.• , simbole funkcija slovlma f,g,h,... i s irn-
bole predikata sa P,Q,R, ... Umjesto rijeti " simbol konstante " re-
c l c emo samo " konstanta " i s ltcno za elemente skupova A2 - A4.

Rljet u abecedi ,4 je svaki konacnt niz slova u toj abecedi.

a) Svaka varijabla je term i svaka konstanta je term.

b) Ako SU tl, ~, ... , tn termi i f funkcija od n varijabli, onda
je f(t1, ~, ... , tn) term.

c) Rljec u abecedi jezika t.(RP) je term ako i sarno ako je dob i-
vena primjenom nekih ( motda i svih ) od pravila a) odnosno
b) konacno mnogo puta.

Primjer 1: a,b,x,y .f'(zb) .g tx.y .f'(a.b) ) ,...
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3.3. D~'ll'tlelja :Atomarna formula u abecedi ,4 jezika .!(RP) je sva-
ka r ije c oblika P( tt' ~, ... ,tn), gdje je P n-arni predikat, dok

su tt' ~, ... , tn termi.

Primjer 2 : P(f(x,y),a,g(b,z»; QCc); Rfhfz l l , ...

3.4. D~'ll'ttelja :
a) Svaka atomarna formula jezika .!(RP) je formula tog jezika.
bl Ako je F formula jezika .!(RP), onda je to i 1F.
c) Ako su Ft i F2 formule jezika .!(RP), onda su to i (Ft r. F2),

(FtV F2), (Ft-+ F2) i (Ft~ F2l.
d) Ako je F formula jezika .!(RP) i x varijabla, onda su r ij ec l

(VxF) i (3xF) formule.
e) Rlje c u abecedi ,4 jezika .!(RP) je formula toga jezika ako

i sarno ako to slijedi iz pravila a) - d) na nacln iz definici-
je terma.

Da izbjegnemo nepotrebno gomilanje zagrada , pr idr uz it c e m o
kvantifikatorima i l og ick irn veznicima op ad ajuc i rang ovako: H,

-+ ,/\, V, 1, 3 ,V i smatrati da veznik s ve c im rangom ima ve c u ob-
last djelovanja.

Primjer 3:
a) 3x Ptxl-» Q(y,a)/\ Rfb) z nacl ((3xP(x»-+ (Q(y,a)/\ Rfb Il l
b) lVxP(f(x» VR(z)/\ 3uQ(u,f(u» z nact

(l(VxP(f(x») V R(z))/\ (3 u Qtu.f'Iu)

3.5. D~'tl'ttella : Neka je x varijabla. Pod x-kvantifikatorima pod-
razumijevamo r ijec i 'Ix i 3x.Pod dosegom x-kvantifikatora
'Ix u formuli VxF podrazumijevamo formulu F (s lrcno za 3xFl.
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3.6. 1)~'lnlel;~ : Za dani nastup varijable x u formuli F kaz emo da
je vezan ako x nastupa bar u jednoj podformuli formule F u
dosegu nekog od x-kvantifikatora. U protivnom kaz erno da je
taj nastup varijable x slobodan.

Jasno je iz prethodne definidje da u jednoj te istoj formuli
svaka varijabla mote istovremeno nas tupati i kao vezana i kao
slobodna.

Primjer 4:
a) \fxP(x) VQf x.y) ; nastup x u Pf x) je vezan, dok je u Qf x.y)

slobodan.
b) 3x3y(P(y)-+ Qf x.yl) V R{f{x),g(y» ; nastup x u Q(x,y) je ve-

zan, nastupi y u Pty ) i Qf x.y) su vezani, nastup x u
R( f(x),g(y» je slobodan i nastup y u R(f(x),g{y» je slobo-
dan.

3.7. 1)~'lnlel;~ :
a) Otvorena formula je svaka formula u kojoj ne postoji ni

jedan nastup bilo kojeg kvantifikatora.
b) Zatvorenjem formule F( xl ' X 2' ... , x n) (ovaj zapis ozna-

cava da su xl' x.z, ... , xn sve slobodne varijable u F) zovemo for-
mulu \fxl \fx2 ... v»; F(x1, "2, ... , xn)·

Primjer 5:
a) Formula P(x,y,f(z,a»/\ Qfb ,c) je otvorena.
b) Formula 3y(P{y,z»-+ (R(g(x»-+ \fxR(h(x),z» nije ni otvore-

na ni zatvorena.
c) Formula \fz«3 yP(y,z»-+ (R(g(x»-+ \fxR{h(x),z» je zatvore-

nje formule pod b).
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3.8. 1)e'inieljtt : Interpretacija formule F jezika £(RP) je uredeni
par (D,t>, gdje je D neprazan skup a i: preslikavanje definira-
no ovako:

a) i(c1)=di£D za svaku konstantu c1 koja nastupa u F.
b) Svakoj n-arnoj funkciji f koja nastupa u F prtdruz ena

je funkcija i{f): Dn ~ D.
c) Svakom n-arnom predikatu R koji nastupa u formuli F

prtdruz eno je preslikavanje i{p):Dn~ {o.i).
d) Na domeni D kvantifikatore fix (3x) interpretiramo

kao " za svaki x iz skupa D " (" postoji x iz skupa D ")

3.9. 1)e'inieljtt : Formula F jezika £(RP) je zatvorena ako u F nema
slobodnih varijabli.

Svakoj zatvorenoj formuli (Izjavt) jezika £(RP) moz emo u da-
noj interpretaciji prtdruz tt l istinosnu vrijednost " istina " i " laz ",
Zadrz avamo istu oznaku kao u s lucaju racuna sudova.

3.10 .1)e'lnieljtt:
a) Za atomarne formule definiramo istinosnu vrijednost kao

u s lucaju racuna sudova.
b) Ako je F:flxG, onda je i(F)=l ako i sarno ako je i{G)=l za

svaki xED.
c) Ako je F: 3xG, onda je i{F)=l ako i sarno ako postoji bar je-

dan element xED, takav da je i{G)= 1.

Primjer 6:
a) A= {a,b,f,P}, f je unarna funkcija, P je binarni predikat,

D={t,2} i i interpretacija definirana ovako:

--LU1LU---_jUflCU_
2 1
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_Ul~U_llJJ__jL~JJ~2J __JL~Jl~lJ __lLUPJ11~2J
1 1 0 0

F: P(a,f(a» /\ P(b,f(b»
Sada je (L(P»(t(a),(l(f»(L(a»)=(t(P»(1,2)=1 i

(t(P»(t(b),(t(f»(t(b»)=t(P)(2,t)=O pa je prema d) iz def.
2.4. l(F)=O, tj. F nije istinita formula u ovoj interpretaciji.

b) F: Vx3yP(x,y); ostalo isto.
Sada je l(F)=l ako i sarno ako za svaki XEDpostoji yED, takav da je
(HP»(x,y)=l . Ako je x=l, onda mote biti y=l, jer je (t(P»(l,1)=1.
Ako je x=2, onda ne postoji takav yEDda bude (t(P»(2,y)=1 •pa F
nije istinita u ovoj interpretacijL

c) F: 3x3y(P(x,y) /\ lP(f(x) ,f(y»)
Sada je t(F)=l ako I sarno ako postoje elementi XEDi YED,takvi da
je L(P(x,y)/\ lP(f(x),f(y»)=l . Dovoljno je uzeti x=l i y=1. Vrijedi
naime da je (t(P»(l,t)=l, t(P»«t(f)(t), t(f)(l»=O pa pr'Imjenjujuc t

b) i d) iz def. 2.4. zak ljucuje mo da je t(F)=l. (ovdje smo oznake X
i Y koristili i kao simbole varijabli u jeziku i kao varijable nad

domenom D)

Definicije Iderrt.Ick i istinite formule, kontradiktorne formule,
ispunjive formule kao i definiciju Iogtcke posljedice preuzimamo
iz prethodnog odjeljka i joS jednom napominjemo da i u s lucaju
racuna predikata vrijede analogni metateoremi karakterizacije
pojma Iog icke posljedice.

Prelazimo sada na izlaganje normalnih i standardnih ( skole-
movskih) formi formula jezika .!(RP).
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3.11. 1)~'iniei;1t .Kazemo da je formula F jezika .(RP) u primitlv-
noj normalnoj formi ak o je F: Kl xl ... Kn xnM, gdje je M otvo-
rena formula, dok je Kl ili V ili 3. Pr itom K 1 X r·· K J' rl-0ve-
mo prefiksom a M matricom formule F.

Dajemo sada llstu parova ekvivalentnih formula jezika .(RP)
pornoc u kojih mozerno svaku formulu prevesti u ekvivalentnu for-
mulu u primitivnoj normalnoj formi

1) Svi parovi iz primjera 5 prethodnog odjeljka.
2)a) Kxf'{x) VG == Kx(F(x) VG) b) KxF{x)/\ G == Kx(F{x)/\ G) pod

uvjetom da varijabla x ne nastupa u formuli G.
3)a) l(VxF{x» == 3x{1F<x» b) 1{3xF{x» == Vx{1F{x»
4)a) ~xF{x)VK2xF{x) == KlxKil(F{x)VH{z»

b) K3xF{x)/\ K4xH(x) == K3" K4z (F{x)/\ H(z»

Za ie{1,... ,4} je K ili V ill 3 i z ne nastupa u Ff x). Osim toga, u slu-
caju da je ~ i IS kvantifikator 3 i K3 i K4kvantifikator V, nije pot-
rebna zamjena varijable x u formulama Ki'H{x) i K,rH{x) varijab-
lorn z ,

Primjer 7: Pretvoriti u primitivnu normalnu formu formulu:
a) F: Vx{P{x) ~ 3yQ{x,y»

Vrijedi: Vx{P{x)~ 3yQ{x,y» == Vx{lP(x) V3yQ(x,y» E

!Ii Vx3y{1P(x) VQ(x,y»
b) F: 3x{1{3yP{x,y»~ (3zQ(z)~ R{x»)

Vrijedi: 3x{1(3yP(x,y»~ (3zQ(z)~ R{x») E

E 3x{1{1(3yP{x,y» V (3zQ{z)~ R(x») ==
E 3x(3yP{x,y) V (3zQ(z)~ R{x») E

E 3x3y{P{x,y) V (1(3zQ{z» VRtxl)) ==
E 3x3y(P(x,y) V(Vz{1Q(z» VR(x») E
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==3x3y(P(x,y) VVz(lQ(z) VR(x») ==
==3x3yVz(P(x,y)V(lQ(z)VR(x»)

Postoji algoritam kojim se iz primitivne normalne forme for-
mule mote dobiti formula tiji prefiks ne sadrzt ni jedan egzisten
cijalni kvantifikator tako da kontradiktornost polazne formule
ostane s acuvana. Taj algoritam zovemo skolemizacijom ( prema T
Skolemu l , dok rezultirajutu formulu zovemo skolemovskom st an
dardnom formom ili sarno standardnom formom formule.

3.12. D~'l.nl.etjlt : Neka je F: Kl xt ... KnX~ primitivna normalna
forma formule F i ~ za nekl 1 :!>: r :!>: n kvantifikator 3.

a) K; je krajnje lijevi kvantifikator 3. Tada uvodimo novu
konstantu c koja ne nastupa u F (t]. u M), zamjenjujemo
svaki nast up varijable x u M sa c i brts emo K iz preffk s

r

b) Ako je Ks , ... , K s popis svih kvantiflkatora V koji nas- ~
tupaju lijJvo od Kr ,Inuvodimo novu funkciju od m var ljab l r
( recimo f ), zamjenjujemo svaki nastup xr u M sa
f(xs ' ... ,xs ) i brts emo Kr iz prefiksa.

1 rn

c) Proces ponavljamo sve dok u prefiksu ima kvantifikatora

Primjer 8 : Pretvoriti u standardnu formu formulu
F: l(VxP(x)-+ 3yVzQ(y ,z»

a) Pretvaramo F u primitivnu normalnu formu.

1(VxP(x)-+3yVzQ(y,z» ==l(1(VxP(x» V (3yVzQ(x,z») ==
==VxP(x);\ 1(3yVzQ(y,z»== VxP(X);\ Vy3z lQ(y .z l) ==
==VxVy3z(P(x);\ Q(y .z l)
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b) Pretvaramo normalnu formu u standardnu.
Kako se lijevo od z-kvantifikatora 3z nalaze x-kvantifikator
"Ix i y-kvantifikator vs. uvodimo binarnu funkciju f koja oti-
to ne nastupa u F, pravimo zamjenu f(x,y)/z i briSemo 'Vz, pa
konacno dobivamo formulu 'Vx'Vy(P(x,y)!\ lQ(y .f'(x.yl}, s to je
standardna forma formule F.

Matrica formule u primitivnoj normalnoj formi, odnosno u
standardnoj formi, mote biti svedena na ekvivalentnu konjunktiv-
nu normalnu formu u smislu definicije 2.7. Tada standardnu formu
formule moz erno prikazati kao skup disjunkta njene matrice uz
dogovor da sve varijable koje nastupaju u tom skupu smatramo
vezanima kvantifikatorom 'V. Bez dokaza navodimo s l ije dec I

metateorem ( vidi 121, teorem 4.1. )

3.13. ,"~tat~ot~m: Neka je S skup disjunkta koji predstavlja stan-
dardnu formu formule F. Tada je F kontradiktorna formula
ako i sarno ako je S kontradiktoran skup disjunkta.

Obrat ovog metateorema opCenito ne vrijedi, tj. ako je formu-
la F nekontradiktorna, skup disjunkta Smote biti neekvivalentan
formuli F, Sto pokazuje slijedeCi primjer.

Primjer 9: Neka je F: 3xP(x) i S={P(a)}. S je octt o skup disjunkta
koji predstavlja standardnu formu formule F. F je nekontradiktor-
na formula jer je istinita na primjer u interpretaciji i na domeni
D = { 1, 2 }, takvoj da je (t(P»(1)=O, (t(P»(2)=1 i t(a)=l, dok je
(L(P»(L(a»=(t(P)(1)=O, pa F is nisu ekvivalentni.

Rezimirajmo dosadaSnje izlaganje.
Da dokazemo da je G Iog ick a posljedica formula Fl ' ... , Fn
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dovo ljno je p rema met.at.eor ernu 2.11. dok az at l d a je
F:Ft/\ .. /\ F" lG kont radlkt orna f'or mul a. Prema met at eorernu
3.13. dovo ljno je dok az at t kont rad Ikt.or-noat skupa disjunkta 5
koj l predstavlja standardnu f'ormu f'ormu le F. Medutim, JQS uvijek
bi t reb al o provjertt t bar prebrojtvo mno go interpretacija, s to je
praktitki nemo guc e. Post avlja se pitanje po st.ojanja i strukture
.. kano ns ke .. do me ne za dani skup 5, u smislu da je 5 kont.radtk-
tor an skup disjunkta ak o i sarno ak o je 5 neispunjiv na to] dome-
ni. Takva domena po st o]t i zove se herbrendov skt univerzum sku-
pa disjunkta 5 ( po J. Herbrandu ). Rezultati 0. herbr andovskom
univerzumu i H-interpretacijama tema su slijedeteg odje ljk a.

4.. H-UNIVERZUM, H-INTBIlPRETACIJB I HBRBRANDOV
MBTATBOREM

4.1. 7)~'LnLei11t : Neka je 5 skup disjunkta i HQ skup ko ns tant i

koje nastupaju u 5 ( ako u 5 ne nastupa ni jedna konst ant.a,
uvodlmo nQVUkonst antu, na primjer a, pa je Ho.={a}). Indukct- :
[orn po nEN deftntramo:

Hn+t= HnU { fk(t1 '~ ' ... , tk) }, gdje fk pr-olaz i sk uporn
svih k-arnih funkcija koje nastupaju u 5, a (t1, ... , ~) skuporn .
svih k+orkt terma iz kartezijeve pot enctje H~. Skup Hi zove-
mo sk upqjn korrs tant l f-tog nivoa sk upa disjunkta 5 ,a skup

00

H=U Hi He-unlver-z umorn skupa 5.
i = 1

Primjer 1: Neka je 5={ P(f(x»,a,g(f(x),b» }. Kak o su a i b iedine
kons tant e koje nastupaju u 5, to. je Ho. = { a , b }, Sada je

HI = HQU { f(a),f(b),g(a,a),g(a,b),g(b,a),g(b,b)},
H2 = 1\ U { f(f(a)),f(f(b)),f(g(a,a)), ... ,g(f(a),f(a)), ... }

4.2. 7)~'LnLei11t : PQd Izraz om podrazumtjevamo s llje dec e : term,
skup terma, at om, negacija at orna, skup at oma, disjunkt,
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skup disjunkta. Ako izraz ne asadrti varijable, zovemo ga os -
novnim izrazom.

4.3. 'D~'L"LeL;tt : Neka je 5 skup disjunkta. Tada skup osnovnih
atoma oblika pn(tl' ... ,~ ) za sve n-arne predikata pn koji
nastupaju u 5, za sve n-orke terma iz H-univerzuma skupa
5 , zovemo H-bazom za 5.

4.4. 'D~'L"LeL;tt : Osnovni primjer disjunkta C iz skupa disjunkta
5 je disjunkt dobiven lz C zamjenom varijabli koje nastupaju
u C cl anovtma H-univerzuma sk upa 5.

Primjer 2: Neka je 5= { P(f(x,y»,Q(y) VR(g(y» }. Tada je
H={ a.f'(a,a) ,g (a) .f'(f (a.a) .ffa.al) .f'Ig ta) ,g(a» .gff'(a.al), ... }, dok

su disjunkti Q(g(a»VR(g(g(a») i Q(a)VR(g(a» osnovni primjeri
(naravno ne svt ) disjunkta Q(y)VR(g(y».

4.5. 'D~'L"LeL;tt : Medu svim interpretaeijama skupa disjunkta 5
na njegovom H-univerzumu kao domeni interpretacije, izdva-
jamo njegove H-interpretaeije uvjetom da svaka od njih sva-
ku konstantu koja nastupa u 5 preslikava u nju samu.

Svaku H-interpretaeiju skupa disjunkta 5 moz emo prikazati
na nactn iz primjedbe uz primjer 3. odjeljka 2., gdje su m1ele-
menti ili negaeije elemenata H-baze skupa 5.

SlijedeCi ellj je da se za dani 5 i za svaku interpretaeiju L
skupa 5 na svakoj domeni D definira ( jedna ili vts e ) H-inter-
pretaeija LH ' tako da ako je 5 (t]. svaki disjunkt iz 5> istinit u
L, onda je 5 istinit 1 u svakoj od prtdruzenth H-lnterpretaeija LH.
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4.6. 1>~'l"lel.;1!f : Neka je l interpretacija skupa disjunkta S na do-
meni D. Kazerno da je H-interpretacija lH skupa S pridrutena
interpretaciji l ako vrijedi s llje dec e: ako je (t(P»(dl' ... .d n)=l,
onda je i « lH )(P»( hi' ... ,hn)=l za one elemente 'h1,ie{I,.. .n}
H-univerzuma skupa S za koje je t(h

i
)=d

i
.

Interpretacija L mote imati vts e pridrutenih H-interpretacija,
a najvts e onoliko koliko ima interpretacija inicijalne konstante a
H-univerzuma sk upa S u s lucaju da u S ne nastupa nijedna kons-
tanta.

Primjer 3: (primjer 4.8. iz /2/)

Neka je S={ P(x),Q(y,f(y,z» } i neka je interpretacija l defini-
ran a ovako:D={1,2}, t(a)=l (Iako konstanta a ne nastupa u S, mora-
mo zadati t(a) zbog definicije H-interpretacije pridrutene inter-
pretaciji t) (t(f)} (t,u ((L{f)}U,2) «L{f»(2,1) 0(f»(22) te

1 2 2 1

((UP)) 0) «L{P))(2) ((UQ)) 0,1) «UQ) )(1,2) ((L{® (2,1> «L{Q»(2 ,2)
1 0 0 1 0 1

Sada je H={a,f(a,a) .f'(a.f'(a.al) .f'(f'(a.a) .f'(al), f'If'(a.a) .f'(a.al) ,... } H-
univerzum skupa S, dok je B={P(a),Q(a,a) .Ptf'(a.ar) ,Q(a,f(a,a»,
Q(f(a,a) .a) ,Q(f(a,a) .f'(a.af l , Ptf'(a.f'(a.a) .Qf a.f'Ia.f'(a.a) ,... } H-baza
skupa S. Da dobijemo interpretaciju l H pridrutenu t; dovoljno je
pridrutiti istinosne vrijednosti elementima skupa B. To ( na par
primjera ) radimo ovako:

(tH{P» (La (a»= (tH{P» (a)= (t{P» (t{a» =(l{P» (1)= 1 ,

(t JQ»(l Ja) ,La (a»=(lH(Q) )(a,a)=(l(Q» (a,a)=(t{Q» (1,1)=0 ,...

pa dobivamo s lfjedec u l~nterpretaciju prtdruzenu l :
l ={ pea), 1Q(a,a),P(f(a,a», 1Q(a,f(a,a», .. }
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4.7 . ,+t.tttt.tI~.'":Ako je skup disjunkta 5 istinit u interpretaclji
t na domeni D, onda je on istinlt u svakoj H-interpretacljl
skupa 5 pridrutenoj t.

Dokaz: Pretpostavimo da je skup disjunkta 5 istinit u interpreta-
eiji t i da nije istinit u nekoj od H-interpretaeija pridrutenih t
(rectmo da je to LH). Bez gubitka optenitosti motemo pretposta-
viti da disjunkt C iz 5 koji nije istinit u interpretaeiji t H ima ob-
lik: (tH(P»(h1, ••• .h I, tj. da je (i (P»(h ,... .h )=0 za svaku

n H 1 n
n-orku h , ... , h iz H-univerzuma skupa 5. Kako je UP) istini-

1 n
to na D, postoje d~, ... , d~ ED,takvi da je (t(P»(d~, ... ,dd=1.
Jer je tH pridrutena t; postoje elementi h?, ... ,h~ iz H-univezuma
skupa 5, takvi da je U h~ )=d. za svaki idl, ... .n}. Zbog toga je
o = (i~P»)(h~, ... ,hod = (t(PH d~, ... , d ~= 1 , s to je kontradikeija.

4.8. ,+t.tttt.tI~.'": Skup disjunkta 5 je kontradiktoran ako i sarno
ako je latan u svakoj H-interpretaeiji.

Dokaz:
a) Ako je 5 kont.radlkt oran skup disjunkta, onda je on latan u

svakoj interpretaeijl, pa tako i u svakoj H-lnterpretaeiji.
b) Neka je 5 istinit u nekoj interpretaeiji na domeni D i isto-

vremeno Iaz an u svakoj H-lnterpretaeiji. Tada, prema prema pret-
hodnom metateoremu, postojl H-interpretaeija iH pridrutena i,
! to je kontradikeija.

Daje mo sada nekoliko metateorema tehntckog karaktera
i odjeljak zavr! avamo izrekom Herbrandova metateorema. Za do-
kaze vidjeti 12/.

4.9. ,+t.tttt.tI~.'":Dtsjunkt C je istinit u interpretaclji t na dome-
ni D ako i samo ako je u t istinit svaki osnovni primjer C· toga
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disjunkta.

4.10.,"~t«t~ot~m : Disjunkt C je Iazan u interpretaciji t na dome-
ni D ako i samo ako postoji bar jedan osnovni primjer CO za
C. takav da je CO Iazan u t:

4.11.,"~t«t~ot~m : Skup disjunkta S je kontradiktoran ako i samo
ako za svaku interpretaciju L postoji bar jedan osnovni prim-
jer bar jednog disjunkta iz S koji je Iaz an u i:

4.12.,"~t«t~ou,": 0. Herbrand ) Skup disjunkta S je kontradikto-
ran ako i samo ako postoji konaean kontradiktoran skup S·
osnovnih primjera disjunkta lz 5 .

Pod uvjetom da imamo proceduru generiranja svih konacnth
podskupova osnovnih primjera disjunkta skupa S. Herbrandov
metateorem daje proceduru za provjeru kontradiktornosti skupa
S. Ta procedura je veoma neefektlvna, jer u vec lnt slucajeva broj
osnovnih primjera disjunkta lz S raste eksponencijalno s rastom
indeksa i pocet.nth komada HI H-univerzuma skupa S. Zbog toga
je uveden princip rezolucije (J. A. Robinson 1965. g.) kao pravl-
10 izvoda novih disjunkta iz skupa disjunkta S (ne nuz no osnov-
nih ). Osnovna ideja je da se na takav nacln generira disjunkt .1,tj.
Ident tekt Iazan disjunkt, !to opet garantira kontradiktornost sku-
pa S, naravano uz uvjet da je svaki disjunkt generiran pravilom
rezolucije Iogtcka posljedlca skupa disjunkta S.

S. PRINCIP REZOLUCIJE ZA RACUN SUDOVA

5.1.1)~'t"tet;« : Neka su C1 i C2 disjunkti, takvi da je C1 :AVCi i
C 2: lA V <; za neki atom A. Tada disjunkt C3: Ci V C2 zovemo
rezolventom C1 i C2 i kazemo da je C3 dobiven primjenom pra-
vila rezolucije na C1 i C2.
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Primjer 1:
Ct : PV 1Q v 1Rv S, C2: Q V 1R i C3 : PV 1RVS

5.2. ,"~tat~Dt:.~m: Neka su C1 i C2 disjunkti i C njihova rezolventa.
Tada je C logtcka posljedica Ct i C2.

Dokaz: Neka su Ct i C2 istiniti u interpretaciji t , C 1 :AVCi i
C2: 1A VC2-'Octt o je ill A ill 1A istinito u t. Recimo da je to A. Ta-
da C2 nije jedinitni disjunkt jer bi u protivnom C2 bio laz an u i:
Osim toga, mora bitl C· istinito u i; s to je dovoljno da rezolven-
ta C: C· VC· bude istinlta u L, Druga mo gucnos t ( da je 1A Iaz an)
je potpuno s tmet.rtcna.
5.3. 1)~'l"lei;a: Neka je S skup disjunkta . Za niz disjunkta Ct,..

""Cn k azemo da predstavlja rezolutivni izvod disjunkta C
ako je ispunjeno sllje dec e:
a} Za svaki ie{l, ... .n} je C1 E S ili je C1 rezolventa nekih clano-

va niza s manjim lndeksima.
b) C:Cn

Izvod disjunkta 1. iz skupa disjunkta S predstavlja dokaz njegove
kontradiktornosti.

Primjer 2 : Neka je S={P,QV 1P,RV 1P, 1PV 1QV lR}. Pr imjenjujuc I
pravilo rezolucije dobivamo slijedeti izvod za l..

Ct : P ( element iz S)
C2: Q V lP ( element iz S>
C3: Q ( rezolventa Ct i C2)

C4: 1PV 1QV 1R ( element iz S >

Cs: 1PV 1R ( rezolventa C3i C~
C6: RV 1P ( element iz S>
C7: 1P ( rezolventa Csi C6)

Ca: 1. ( rezolventa Ct i C7)
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Zak ljucuje mo da je S kontradiktoran skup disjunkta.

Primjer 3: (problem br 84. iz knjige 171 )

Branimir, Dus ko , Goran i Tomica ig;ali su nogomet na ulici.
Odjednom je jedna nespretno s ut.nut a lopta udarila u prozor. Od
jakog udarca stakla su se razletjela u komadtc e. Naravno, igra je
istog casa prekinuta, a djecact su se razbjez alt unaokolo.

Opreznim propitkivanjem doz nal i smo s ltje dec e Inavo dlmo is-
kaze sudionika dogadaja )

""Bt ••nLmh:
B1: " Prozor nisam razbio [a , "
B2: " Tomica je predlozto da igramo nogomet na ulici ! ••
B3: •. Goran nije razbio staklo , "

1>ulkD:
01 : " Prozor nisam pogodio ja l"
°2: •• To je uclnto Goran l"
03: " Ja igram nogomet bolje od Tomice l"

tiDt••n:

G1: " Ja nisam udario loptu l"
G2: " Da sam znao kako ce se to zavr s iti, ne bih igrao no-

gomet na ulici , "
'G3: " Branimir nije razbio staklo l"

'l"DmLe•• :
T1: "Prozor nisam razbio ja '"
T2: " To je ucrnlo Gor an!"
T3:" Kada sam ja do s ao , ostali djecact su vec bili zapoce li

Igru!"
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Stavimo nadalje:
N :" Jedan od djetaka je razbio staklo !" (uvjet zadatka )

lako je uotiti da djecact nisu govorili sarno istinu. Naknadnim
propitkivanjem medu nekolicinom djecak a koji su gledali ut akrnt-
cu od pocet ka ispostavilo se da je svaki od tetvorice sudionika
dao po dvije istinite izjave i jednu laz nu.Prob le m je da se odredi
tko je razbio staklo.
Prema uvjetu problema s lije di da je sud

FB : ( 1BtA B2 ABa) V (BtA 1B2AHa)V (BlA B2A 1Ba)
identitki istinit.Pretvorimo FB u konjunktivnu normalnu formu uz
pomoc semantitkih ekvivalentnosti FV (GA H)= (FVG}A (FVH),
FV 1F = T, FA T = F i FVG = GVF. Dajemo sarno krajnji rezultat,
kojega je lako provjeriti.

FB= (BtVB,z}A(BtV Ba) A( BlV1B2VBa)A(BlVB2VBa) A
A (1Bl VB2VBa) A (~V 1\) A (Bt VB2V1Ba )A (1Bl V 1~ V 11\)}

Odavde zakljutujemo da je skup
7B= {Bl VB2,1\ VBa, R.zVBa,Bl VB2VBa'~VR.z V1Ba,

Bl V1B:z VBa,1~ VB2 VBa, 1Bl V1B2 V1Ba}
skup reprezentanata suda FB.
Uvjeti zadatka takoder daju nekoliko semantitkih ekvivalentnosti
medu izjavama koje su djetaci dal l i to:

D2= 1Ba' ~= B3, Cia=1\ ' T2= 1Ba i 13= 1B2 (.)
Llzlmajuc l u obzir ove ekvivalentnosti, skupovi 7D,7Gi 7T kao
skupovi reprezentanata sudova F Do FGi FT, tija je struktura pot-
puno analogna strukturi suda FB' izgledaju ovako:
9D= t n, V1Ba, Dt VDa, 1BaVDa ,Dl V1BaVDa,Dl V1Ba V1Da'

n, VHavDa.1D 1V 1Ba V Da. 1Dl VBa V 1Da}

7c! {Ba VGa• Ba VBl .G2 V~.Ba VG2VBl.BaVG2 V1Bl,
Ba V 1G 2 Vs, .1Ba VG2 VBl ,1B a V 1G 2 V 1B l} i
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Ko nacno , skup 7- = 7- BU7DU7G U7TU 7- N predstavlja skup
reprezentanata suda F : F~" F rI' FG" F yA FN ' kojim je nas prob-
lem opisan. Skup 7- broji ukupno trideset disjunkta ( zbog
B1 VB3E7-Bn 7- G) I to je baztent skup disjunkta od kojega uz po-
mot pravila rezolucIje kao pravila izvoda krec emo u potragu za
istinom. Pozabavimo se najprije Branimirovim I Tomitinim Izjava-
ma, jer je octt o da su one dobrim dijelom kontradiktorne.

1) Bl VB2VB3
2) T1 V 1B3

3) T1 VB 1VB 2
4) T1 V 1B2
5) Tl VB1
6) 1Tl V 1B3 V 1B2
7) Bl V 1B 3V 1B2
8) Bl VB2
9) Bl V 1B 3

10) s, VB3
11) Bl

( pretpostavka iz 7- B)

( pretpostavka Iz 7-T )
( rezolventa 1) i 2) )
( pretpostavka iz 7-T)
( rezolventa 3 ) i 4 ) )
( pretpostavka Iz 7-T)
( rezolventa 5 ) i 6) )
( pretpostavka iz 7-B)

( rezolventa 7) I 8) )
( pretpostavka iz 7-B)
( rezolventa 9) I 10) )

Kako je rezolventa dvaju disjunkta njIhova Iogtcka posljedica
( metateorem 5.2. J, iz posljednjeg koraka gornjeg rezolutivnog
izvoda zak ljucujerno da je prva Branimirova izjava istinita, tj. da
nIje on razbio staklo. Pokus ajmo zakljutiti da Ii je to uctnlo
Tomica?!

12) 1Bl VB2 VB3
13)T1V1B1VB3
14) r, VB3
15) T1
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Dak Ie , ni Tomica nije razbto staklo!
Branimir i Goran brane jedan drugoga. Medutim, vec smo ustano-
vili da Branimir nije razbio staklo. To nas upuc uje da posumnja-
mo na Gorana.

16) lBI Vl01 V1B3V1T1
17) lD1 V1B3V1Tl

18) 101 V lB 3
19) 01 V 1B3
20) 1B3

( pretpostavka iz 7-rJ
( rezolventa 11) i 16) )

( rezolventa 1S) i 17) )

( pret.p os t avk a iz 7n)
( rezol venta 18) i 19) )

Nas a sumnja se obistinila. Staklo je ipak razbio Goran!
Pogledajmo ima Ii za njega nek ih olak s avajuc ih okolnosti.

21> B3 VG2 V lBI
22) G2 V lB1
23) G2

( pretpostavka iz 7-c)
( rezolventa 20) 1 20 )
( rezolventa 11) i 22) )

Kao s to se vtdt, Goran nije imao nikakvih zlih namjera i ta ok ol-
nost ga donekle opravdava.

( pretpostavka Iz 7- B)

( rezolventa 20) 1 23) )

I Tomica snosi dio krivice, jer je on pre dl oz to decktma da igraju
nogomet na ulici.
Kako je staklo razb io sarno jedan od tetvorice djecak a, zak ljucu-
jemo da je prva Dus kova izjava istinita, druga takoder, a t rec a
je laz na. Ostale tinjenice mozerno lako rekonstruirati iz niza ( • I,

Za poteljeti je analog pravila rez ol ucl]e za racun predikata. Medu-
tim, u s lucaju racuna predikata situacija je znatno s loze ntja.
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Nairne, disjunkti iz s kupa S koji predstavlja standardnu formu
formule mogu sadrz avat.t raz ltctt e terme (konstante, varijable,J,
s to oduzima mo guc no s t primjene rezolutivnog izvoda disjunkta
s definieijom rezolvente kao u definieiji 5.1. U proSirenju definiei-
je rezolvente dvaju disjunkta za s luca] racuna predikata vaz nu
ulogu ima pojam unifikatora i algoritam unifikaeije, Sto je tema
s ltje dec eg odjeljka.

6. ALGORIT AM UNIFIKACIJE

6.1. 1)~'LnLeL1t( : Valuaeija je svaki konacnt skup {t1 /vt ' ... ,tn/Vn':
gdje su vi varijable i vi ;II!V j za i;ll!j, t termi i t i;ll!vi za svaki
lE{1, ... .n}. Ako su t1, ... ,tn osnovni termi, onda pripadnu
valuaeiju zovemo osnovnom valuaeijom.

Primjer 1 : { g ly.al z x, z/y, f(y, b,e )/z }

6.2. 1)~'LnLei1t( : Neka je & valueija i E izraz ( term, sk up terma,
atom, s kup atoma, disjunkt ili skup disjunkta ). Tada je E&
izraz dobiven iz E istovremenom zamjenom svih nastupa va-
rijable vi u E sa tt ' za svaki idl, ... .n} ( &={tt /v1 ,... ,tn/vn}L
Izraz E& zovemo primjerom izraza E.

Primjer 2: Neka je &={y/x, g(z)/y, biz} i E={P(y,f(a,y),z), Qf x.z I].
Tada je E-&={P(g(z),f(a,g(z» .b). Q(y .hl},

6.3. 1)~'LneL1t( : Neka su &={tt /X1 ,···.tn/Xn} i A={U1/Y1 ' ...• urr/y nJ
valuaeije. Pod kompozieijom &0A podrazumijevamo valuaeiju
koja se iz skupa {t1A/X l' ... ,~A/X n'u 1/y t : ... ,~/y rn} dobt-
va izbaeivanjem svih elemenata tj A/Xj za koje je tj A=Xj i svih
elemenata u/y i za koje je Yidx •... ,X }.

Primjer 3: Neka je & = { a/x, f(z)/y. y/z } 1 A = { b/x, z/y. g(x)/z}.
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Sada je tt 'A/x = a'A/x = a/x, t2 'A/y = f(z)'A/y = f(g(y»/y i
t 'A/z = y'A/z = z/z. Prema tome je .&0'A= { a/x, f(g(y»/y }.

6.4. 1>~'iniet;~: Valuaciju .& zovmo unifikatorom skupa izraza
ts, ' ... ,E n} ako i sarno ako je E t .&=... =E n'&. Unifikator 0

toga skupa zovemo univerzalnim unifikatorom ak o za svaki
drugi unifikator .&postoji val uacija 'A, takva da je .&=00'A.

Prelazimo sada na izlaganje algoritma unifikacije, tj. algoritma
koji daje univerzalni unlf'Ik at or z a skup Iz raz a W za koji postoji
bar jedan unifikator. Ako ne postoji ni jedan unifikator za W, al-
goritam to registrira.

6.S. 1>~'iniet;~: Neka je W skup izraza. Skup D razlika skupa W
deftntramo kao sk up svlh onih podizraza iz W koji ( gledano
g raftckt, racunajuc l s lijeva na de sno ) poctn}u prv im simbo-
lorn koji tini raz l lc it ima bar dva izraza iz W, s hvac e na kao
rijeti abecede jezika ~(RP).

Primjer 4: Neka je W={ Q(a,x,f(x», Qf a.y.y) }. Tada je D={ x,y }.

Ideja algoritma unifikacije je u tome da se za dani skup izraza W
odredi najprije skup razlika D, da se zatim unificiraju izrazi iz D
( s t.o bi moralo biti bar malo jednostavnije od unificiranja samog
skupa W ) te da se taj postupak ponavlja dok ima razlika u uz as -
topno generiranim skupovima Iz raz a pocevs t od W.

6.6. 1>~'iniet;~: ( algoritma unifikacije )
Neka je W skup izraza. Algoritam unifikacije za W sastoji se
od s l lje dec lh koraka:

1) k=O, Wk =W i .&k= <l> ( <l> je prazna valuacija )
2) Ako je Wk jedinitni disjunkt, postupak je z avr s en i ~ je

univerzalni unifikator za W. U protivnom odredujemo
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sk up razlika Dk za Wk'
3) Ako u skupu Dk postoji varijabla vk i term t k' takvi

da vk ne nastupa u t k ' prelazimo na 4. korak. U pro-
tivnom procedura se prekida s negativnim rezultatom
e ne postoji unifikator za W)

4) Neka je .&k+1=.&Jtk/vk} i Wk+1= Wk{tk/vk}
5) Povec avamo k za 1 i prelazimo na drugi korak.

Primjer 5: Neka je W = { Qf x.y .z}, Qeu,h(v.v),u) }
1. Wo = W i .&0= <t> e l.korak )
2. W0 nije jedinitnl disjunkt, pa odredujemo skup razlika Do za

Wo : Oclt o je D = {x,u} e 2. korak )
3. Kako je x term iz Diu varijabla koja ne nastupa u x, prela-

zimo na 4. korak ( 3. korak )
4. Stavljamo '&1= .&0{x/u}={x/u} i

W1=W{x/u}={ Qf x.y.z) .Qf x.hfv .v) ,x)} (4. korak )
S. Sada je k = 1 I W 1 nije jedinitni disjunkt pa odredujemo skup

razlika D1 za W1. Octt o je D1 = { y, h(v,v)} e s. i 2. korak )
6. Kak o je htv.v) term iz D 1 i Y varijabla koja ne nastuoa u nje-

mu, stavljamo .&2= .&i' {h(v,v)/y} i W 2=W {h(v,v)/y} =
= {Qf x.htv.vtz), Qex,h(v,v),x)} (3. i 4. korak )

7. k = 2 i W2 nije jedinitni disjunkt. Skup razlika D2 za W2 je
{z,x}. Kak o je x term iz D2i z varijabla koja ne nastupa u
njemu, stavljamo .&3=~{x/z } i W 3= W2{x/z} = [Qf x .hf v.vLx) ]
(5., 2., 3. i 4. kor ak)

8. W je jedinitni disjunkt 1.&3= e -l\ o{hev,v)/y})o{x/z}={x/u}o
o[hf v,v) Iy} 0 {x/z}={x/u,hev, v) Iy} 0 {x/z}={x/u,hev .v) /y ,x/z} je
univerzalni unifikator za W.

Bez dokaza dajemo meta teorem koji karakterizira algoritam
unifikaclje e za dokaz vidjeti teorem 5.2. u 121 ).
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6.7. ,"~tttt~D't~m: ( metateorem unlffkactje ) Ako je W k onacan
neprazan skup izraza za koje postoji bar jedan unifikator, on-
da algoritam unifikacije uvljek z avr s ava njegovim drugim ko-
rakom i posljednji dobiveni unifikator je univerzalni unifika-
tor za W.

Prelazimo sada na izlaganje principa rezolucije za racun predika-
ta.

7. PRINCIP REZOLUCIJE ZA RAtUN PREDIKATA

7.1. 7)~'iniel.;tt : Ako za dvije ili vis e atomarnih podformula dis-
junkta C postoji univerzalni kvantifikator -9-,ond C-9-zovemo
reduktom toga disjunkta. Ako je C jedinitni disjunkt, kaz erno
da se radi 0 jedinitnom reduktu.

Primjer 1 : Neka je C: Q(f(x),y) VQ(z,g(b,c» V lR(h(x,y,z». Tada je
-9-= { f (xl Zz , g(b,c)/y} univerzalni kvantifikator za Q(f(x),y) i
Q(z,g(b,c» pa je C.&= Q(f(x),g(b,c» V lR(x,g(b,c),f(x» redukt za C.

7.2. 7)~'iniei1tt : Neka su C1i C2 dva disjunkta bez zajednlckth
varijabli. Ll simbol predikata ili negacije predikata koji nas-
tupa u C1i L 2 takav simbol koji nastupa u C2" Ako za Ll i lL2
postoji univerzalni unifikator -9-,onda disjunkt (Ct.&- L IB->U
U(C2-9-- L2-9-)zovemo ( binarnom ) rezolventom C1 i C2"

Primjer 2 : Neka je C1={lP(v,z,v), Ptw.z.wl} i C2= { Ptw.htx.xr.wl}.
Kako w nastupa u C1 i u C 2' pravimo u C2 zamjenu u/w i nakon
toga C1 i C2 nemaju zajednitkih varijabli. Neka je sada Lt: lP(v,z,v)
lL2 :lP(u,h(x,x),uL Algoritam unifikacije daje -9-= {vzu.htx.xj Zz}
kao univerzalni unifikator za L1 i lL 2 pa je binarna rezolventa za
C1 i C2 jednaka (C1 -9-....;.Lt .&)U ( C2.&- L2 -9-) : Ptw, hl x.x) ,w),
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7.3. 1>~'i"Lel;~ : Pod rezolventom disjunkta C1 i C2Podrazumije-
vamo slijedete:

1) binarnu rezolventu C1 i C2 ill
2) binarnu rezolventu C1 i ( nekog ) redukta C 2 ili
3) binarnu rezol ventu C2 i redukta C1 iIi
4) binarnu rezolventu nekog redukta C1 i nekog redukta C2.

Pravilo rezolucije kao pravilo izvoda je potpuno u smislu slijede-
c eg metateorema:

7.4. tk~t~t~Dt~m : Skup disjunkta S je kontradiktoran ako I sarno
ako postoji rezolutivni izvod disjunkta .1 iz S.

Dokaz ( vidjeti dokaz teorema 5.3. u /2/ I.

Primjer 3 : ( /3/, zadatak 5.9) Llsta je jedan od osnovnih tipova
organizacije podataka. Pojam liste mozemo aksiomatizirati ovako:

1) VuZADNjHPO-KOM(u,PRAZNO),u)
2) VxVyVz(ZADNjHy,z)~ ZADNjHPO- KOM(x,y) .z))

Ovdje je : PRAZNO - prazna Iista, ZADNjHx,y) - binarni predikat
sa znacenjem ••y je posljednji element liste x ••i PO-KOM(x,y)
- binarni predikat sa znace njem .• x je pocet nl komad liste y ".
Primjera radt, listu ( 1,2,2,1 ) mozemo prikazati kao:

PO- KOM( 1,PO-KOM(2,PO- KOMU,PRAZNO»).
Aksiom 1) znact da je u zadnji element liste koju ~ini on sam, dok
aksiom 2) znact da ako je z zadnji element Iiste y, onda dodatna
ctnjentca da je x pocet nt komad od y na to ne utjece , Zadatak se
sastoji u tome da, kortst.ect pravilo rezolucije, iz 1) i 2) izvedemo

3) 3vZADNjI(PO-KOM(2,PO-KOMU,PRAZNO»,v),
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~to drugim rijetima znacl da dok azemo da lista (2,1) ima zadnji
element. Prema metateoremu karakterizacije Iogtcke posljedice
dovoljno je dokazati da 1), 2) i negacija 3) tine kontradiktoran
skup formula. Uvedimo dodatni unarni predikat ODGOVOR(v) sa
znatenjem "v je rje s enje zadatka .• i formulu:

4) Vv(ZADNJI(P O-KOM(2,PO-KOMU,PRAZNO»,v)-+ ODGOVOR(v»

Jasno je da ako 1),2) i 4) tine kontradiktoran skup formula, onda
to vrijedi i za 1), 2) i negaciju 3). Odredimo skup disjunkta koji
predstavljaju standardnu formu konjunkcije formula 1), 2) i 4).
Njegovi elementi su :

U ZADNJI (PO-KOM(u,PRAZNO),u),
2) lZADNJHy,z)VZADNJHPO-KOM(x,y),z) i

3) lZADNJHPO-KOM(2,PO-KOMU,PRAZNO»,v» VODGOVOR(v)

Negacija disjunkta 1) i prvi faktor disjunkta 2) imaju univerzalni
unifikator .&t = { PO-KOM(u,PRAZNO)/y, u/z } pa kao njihovu re-
zolventu dobivamo :

4) ZADNJHPO-KOM(x,PO-KOM(u,PRAZNO,u».

Negacija od 4) i prvi faktor u 3) imaju univerzalniunifikator
'&2 = { 2/x, lIu, lIv } pa je njihova rezolventa:
5) ODGOVORU), s to je octt o rjes enje zadatka.

8. ZAKLJuCAK

"Rutna" primjena pravila rezolucije u njegovom osnovnom obli-
ku koji je dan definicijom 7.2., pokazala je na mnogim primjerima
da ono u procesu izvodenja disjunkta 1kao krajnjeg cilja, generi-
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ra ee st o velik broj disjunkta koji u tom izvodu nisu ni potrebni. U
cilju povec anja efektivnosti uvedene su razne modifikacije osnov-
nog pravila izvoda i strategije generiranja novih disjunkta, kao na
primjer se mant lcka rezolucija, lock rezolucija, LUSH rezolucija,
SLDNF rezolucija itd. Osnovni problem je u pomirenju dvaju protu-
rjecnth uvjet a : efektivnosti i potpunosti pravila rezolucije.

PROLOG kao programski jeziknema jedinstvenu ni sintaksu ni
semantiku, tako da danas postoji bar desetak verzija jezika, uklju-
cujuc I i MICRO PROLOG za personalna raeunala. Za sve verz ije
je zaje dntck a veoma slaba podr s ka numertcktrn pror-acuntma. Rje-
s enja se nalaze ili na nivou operativnog sistema racunal a koji omo
guc uje povezivanje programa u PROLOG-u I nekom od procedural-
nih jezika s dobrim numerteklm moguc no st tma ili stvaranjem hlb-
ridnih jezika. Posebno vaznu ulogu PROLOG-a vidimo u kontroli
paralelnog proceslranja informacija u viSeprocesorskim sistemi-
ma. Napomenimo na kraju da je princip rezolucije kao pravilo izvo
da pros Iren i na neke sisteme modalne logike ( vidjeti /6/ ) pa se
mogu ocek ivat I i takve verzije PROLOG-a.
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SUMMAIlIlY

This paper is primarily concerned with the so-called resolution
principle, a kind of the logical inference rule that appears in
automated theorem proving. Regardless of its simplicity, it is
very powerfull tool in the process of deriving an identically false
( empty) disjunct from the set of disjuncts which are represen-
ting the standard ( Skolem' s) form of the given clause. Because
of that, it is possible to implement the resolution principle
( including the unification algorithm and the algorithm for trans-
lating a given clause into the standard form) into the computer.
as a system for mechanical theorem proving. Every such implemen
tation gives us a version of PROLOG, an artificial intelligence
language. Its syntax is a syntax of the first order predicate
calculus. Among the fields of applicability of PROLOG are
question-answering systems, the planning of robotic actions.
expert systems and so on.
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