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PRINCIP REZOLUCIJE KAO TEORIJSKA OSNOVA JEZIKA
UMJETNE INTELIGENCIJE PROLOG

Razvoj matematicke logike i teorije algoritama dao je tokom posijed-
njih desetljeca i niz rezultata primjenfjivosti i ujedno teorijska ogra-
ni¢enja njihovih dometa. Kao jedno od glavnih dostignuca matematicke
logike smatramo formulaciju racuna predikata prvog reda. U okviru
tog formalizma postala je moguca sintakticka i semanticka analiza
logi¢kog zakljucivanja. Dokazani su strukturni metateoremi poput
metateorema kompaktnosti i potpunosti itd. Radovi J. Herbranda poka-
zali su da je moguca mehanicka procedura dokaza kontradiktornosti
skupa izjava racuna predikata prvog reda , ako je dani skup izjava
uistinu kontradiktoran. Princip rezolucije posiuZio je kao veoma efek-
tivno pravilo izvoda praznog disjunkta. Razvoj teorije algoritama donio
je niz medusobno ekvivalentnih formulacija intuitivnog pojma algorit-
ma i dokaz algoritamske nerjesivosti racuna predikata, $to je dalo
teorijska ogranicenja mogucnosti primjene Herbrandove procedure.Na
izlozenim teorijskim osnovama izrastao je programski jezik
PROLOG. U ovom c¢lanku izloZzeni su svi osnovni teorijski rezultati
o racunu predikata prvog reda , na kojima se zasniva PROLOG. To
su : algoritam prevodenja izjave u standardnu ( Skolemovu ) formu,
Herbrandova procedura, algoritam unifikacije i princip rezolucije.

. Vecina pojmova i rezultata ilustrirana je najprije na primjerima iz
rac¢una sudova, a zatim na primjerima iz racuna predikata.
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1. UVOD

Kao §to i za mnoge druge znanstvene oblasti koje se danas nala-
ze u veoma brzom razvoju, gdje broj novih otkri¢a i primjena ras-
te gotovo eksponencijalno, ne postoje stroge definicije koje bi
tu oblast jednozna¢no odredile, tako ne postoji ni jedinstvena i
opc¢enito prihvac¢ena definicija oblasti umjetne inteligencije.
U ovom ¢lanku ogranicavamo se na dio te oblasti pod nazivom
" heuristi¢ko programiranje ". Radi se naime o razvijanju progra-
ma za elektroni¢ka rac¢unala kojima se rjeSavaju problemi, koje
bismo, da ih rjesava ¢ovjek, smatrali prili¢no ( pa ¢ak i veoma)
teskim intelektualnim problemima. Medu takve spadaju progra-
mi koji daju relevantne odgovore na pitanja o semanti¢koj poveza-
nosti nekih podataka u $irem kontekstu zadanog skupa podata-
ka, programi koji dokazuju teoreme iz odredene oblasti mate-
matike, kao §to je na primjer euklidska geometrija, programi
koji igraju sloZene igre poput 3aha, prevode s jednog jezika na
drugi itd. U rjesavanju takvih problema ¢&ovjek koristi pretho-
dna znanja, intuiciju stvorenu na osnovi prethodnih iskustava i
logiku. Navedeni i mnogi drugi problemi mogu se opisati i rjeSa-
vati metodama matemati¢kog formalizma racuna predikata prvog
reda (odnosno teorija prvog reda ). Na danasnjem stupnju razvoja
jezika programiranja one su implementirane u mnogobrojne ver-
zije jezika PROLOG, koji ne bez razloga nosi epitet jezika umjetne
inteligencije i predstavljaju njegove teorijske osnove. Sama sinta-
ksa jezika PROLOG ovdje nec¢e biti izlagana. Dobar uvod u sintak-
su jezika PROLOG i programiranje na njemu postoji u knjizi /1/
u popisu literature. Ideje i metode koje ¢emo ovdje izloziti imaju
svoja ograni¢enja i nedostatke. Na kraju ¢lanka osvrnut ¢emo se
na neke od njih,
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2. SINTAKSA I SEMANTIKA RACUNA SUDOVA

Rac¢un sudova ( u daljnjem tekstu :RS ) predstavlja fragment ra-
¢una predikata prvog reda s jednostavnom sintaksom i semanti-
kom i posebno jednostavnim dokazima metateorema adekvatnos-
ti i potpunosti, koji opet sa svoje strane daju vezu izmedu sintak-
se i semantike, a ta veza sluzi kao idejna osnova principa rezolu-
cije,

Sudove kao osnovne objekte interpretirat ¢emo kao tvrdnje koje
su ili istinite ili laZne. Na primjer :

P: " Nebo je plavo ", Q: " Kisa pada " ( atomarni sudovi ili
atomi)
R: " Nebo je plavo ili kisa pada " ( slozeni sud ili samo sud).

U daljnjem izlaganju zanemarit ¢emo stvarni sadrZaji smisao
sudova i baviti se samo njihovim istinosnim vrijednostima "0" -
laz i "1” - istina. Prelazimo sada na izlaganje nuZnih definicija i
rezultata o RS.

2.1. Definicija: Abeceda A jezika A ( RS) je unija slijede¢ih sku-
pova simbola :

A={P, Q,R, ...} - najvise prebrojiv skup ( simbola ) atomar-
nih sudova ( atoma ),

v={ 1, A, V, 2, & |} - skup logi¢kih veznika, redom " ne ",

" o w "

i","ili", " povla¢i " i " ekvivalentno " i

Z={()}- lijeva i desna zagrada
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2.2. Deginicija:

a) Svaki atom je sud.

b) Ako je F sud, onda jei ( 71F ) sud.

c) Ako su F i G sudovi, onda su to i (FAG), (FVG), (F-G) i
(FoG).

d) Rije¢ ( konac¢an niz simbola) u abecedi jezika A(RS) je
sud ako i samo ako je dobivena primjenom nekih ( mozda
i svih) od pravila a) - c) kona¢no mnogo puta.

Primjer 1:
(( (P = Q) (RAS))))=(RV(TP))

2.3. De§inicija : Neka je Fsud i P1, P2, ..., Pn skup svih njego-

vih atoma. Svaku funkciju é&:{ P1, P2 , ..., Pn }»{0,1} zovemo
interpretacijom suda F.

Primjer 2:

F:(PVQ)-R, i:{P,Q,R}->{0,1}, i(P)=0, i(Q)=i(R)=1 je prim-
jer interpretacije suda F u kojoj je P lazan, a Q i R su istiniti
sudovi.

Svaki sud saginjen od n atoma ima 2™ interpretacija. Da li ¢e
sud F biti istinit u interpretaciji { , ovisi kako o vrijednostima
l(Pj) Je 11,2, ... ,n}, tako i o njegovoj strukturi. Koristimo oznake
i(F)=1 ako je F istinit u interpretaciji i, a u suprotnom é(F)=0. i(F)
zovemo istinosnom vrijednosc¢u suda F u interpretaciji i.

2.4. Definicija:
a) Ako je F:P i P atom, onda je é(F)=i(P)
b) Ako je F:1G, onda je i(F)=1 ako i samo ako je i(G)=0
c) Ako je F: GVH, onda je i(F)=1 ako i samo ako je i(G)=1 ili
i(H)=1 (" ili " je ovdje inkluzivno )
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d) Ako je F:GAH, onda je i(F)=1 ako i samo ako je i(G)=1i i(H)=1.
e) Ako je F:G— H, onda je i(F)=0 ako i samo ako je i(G)=11i i(H)=0

f) Ako je F:Ge—H, onda je i(F)=1 ako i samo ako je i(G)=i(H)
Primjer 3:

F:((PA (1Q))- (Q- (TP)), i:{P,Q}-{0,1}, i(P)=1, i(Q)=1. Tada
vrijedi: {(TP)=0 (prema a) i b) iz def. 2.4. ), i(Q- (7P))=0 (prema
a), b), i d) iz def. 2.4.) i kona¢no i(F)=1 (prema e) iz def. 2.4.).

Sud F u kojem nastupaju (medusobno razli¢iti ) atomi P1,P2,..
..., Pnima 2" interpretacija. Svaku od njih moguce je jednoznacd-
no prikazati skupom {ml, m, .., m }, gdje je m, ili Pi ( ako je
(’.(Pi=1 ) ili P i( ako je i.(Pi)=0 )

Primjer 4:
Neka je F:(PVQ)- 1R, i:{P,Q,R}-={0,1} i i(P)=1, i(Q)=i(R)=0.
Tada interpretaciju i prikazujemo skupom {P, 1Q, TR}.

Medu sudovima postoje takvi koji su istiniti u svakoj inter-
pretaciji (zovemo ih identi¢ki istinitim sudovima ili tautologija-
ma ), oni koji su istiniti bar u jednoj interpretaciji ( ispunjivi ili
nekontradiktorni sudovi ) i oni koji su lazni u svakoj interpreta-
ciji ( neispunjivi, kontradiktorni, ili identi¢ki lazni sudovi ). Da je
sud F identic¢ki istinit , ponekad ¢emo oznac¢avati znakom T, a da
je identi¢ki neistinit, znakom 1.

Medu navedenim pojmovima postoje ocigledne veze poput
ovih:

1. Sud F je identi¢ki istinit ako i samo ako je sud TF identi¢ki
lazan.

2. Ako je F identi¢ki istinit sud, onda je on nekontradiktoran,
dok obratno ne mora biti.
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3. Sud F nije identi¢ki istinit ako i samo ako postoji bar jedna
interpretacija u kojoj je on lazan.

Ako je sud F istinit u interpretaciji { kZzemo da je i model za F
i piSemo iFF. Jasno je na primjer 3§to zna¢i {P,1Q}EPA 1Q.

2.5. Definicija: Kazemo da su sudovi F i G (semantic¢ki ) ekviva-

lentni i piSemo F= G ako i samo ako je sud F & G identi¢ki
istinit. ‘

Primjer S :

Uz pomo¢ definicije 2.4. lako je provjeriti da su ekvivalentni
slijedec¢i parovi sudova:

1) FoG = (F»G)A(G=F)
2) F»G = 1F VG
3)a) FVG =GVF b) FAG = GAF
4)a) (FVG)VH =FV(GVH) b) (FAG)AH = (FAG)AH
5)a) (FV(GAH)) =(FVG)A(FVH) b) (FA(GVH))= (FAG)V(FAH)
6)a) FvlL =F b) FAT =F
7)a) FVT =T b) FAL=1
8)a) FVIF =T b) FAIF=1
9) M(IF)=F
10)a) 1(FVG) = IFA 1G b) M(FAG) = 1FV 1G
2.6. Definicija: Neka su F1, Fz, ... , Fn sudovi i F:F1VF2V... VFn.
Tada svaki Fi zovemo disjunktom u (iz) F, a sam sud F dis-
junkcijom sudova Fi, ... , Fn. Ako je F:FiAF2A ... AFn, tada
svakiFi zovemo konjunktom u (iz) F, a sam F konjunkcijom
sudova Fi, ... , Fn.
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2.7. De‘inict;’a : Sud F je u konjunktivnoj normalnoj formi ako i
samo ako je F:FiA ... AFn , a svaki Fi je disjunkcija nekih
atoma ili negacija nekih atoma.

2.8. ‘De{inici_;‘a : Sud F je u disjunktivnoj normalnoj formi ako i
samo ako je F:F1V... V Fn, a svaki Fi je disjunkcija nekih
atoma ili negacija nekih atoma

Koristeci tablicu iz primjera 4, svaki sud moZemo prevesti u
svaku normalnu formu.

Primjer 6:
1) Sud F:(C->A)=(T1(BVC)—> A) prevesti u disjunktivhu nor-
malnu formu.

Rje§enje :

(C-»A)»((1(BVC)-»A)= H(C-A)V(THBVC)-A) =
M) VA VITH(THBVC)) VA) = T(TICVA)V(BVCVA) =
(11N TA)VAVBVC) = (TAANC)V(AVBVC) =
((AVBVCIA((AVBVC)VC) =TA(AVBVC) = AVBVC

1

2) Sud F: ((A-»B)- (C- 7A))- (1B—- 1C) prevesti u konjunktivnu
normalnu formu.

Rjesenje:

((A-» B)- (C-> TA))-> (1B- 1C) = 1{({A-B)-> (C- TA)) V(1IB- 1C)=
1(1(A-B) V(C- TA)) V(IB- 1C) = ((A=» B)A T(C- 1A)) V(1IB- 1C)=
(TAVB)A(CAA)) VBV IC)= ((TAVB)V(BV IC)IA(CAA)V(BV IC))=
= (TAVBVICOA(BV ICVCIA(BVICVA))= (TAVBVIC)A(AVBYV 1C)

it
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2.9. Definicija : Neka su F1,Fz, ... ,Fni G sudovi. Kazemo da je
sud G logi¢ka posljedica sudova F1,F2, ... ,Fn ako je iFG za
svaku interpretaciju i za koju je iFF1iAF2A ... AFn

Izlozit ¢emo sada dva metateorema koji predstavljaju karak-
terizaciju pojma logi¢ke posljedice.

2.10. Metateotem: Neka su F1,F2, ... ,Fni G sudovi. Sud G je
logi¢ka posljedica sudova F1,F2, ... ,Fn ako i samo ako je
(FiAF2A ... AFn)—= G identic¢ki istinit sud.

Dokaz: ‘

a) Neka je G logicka posljedica sudova Fi, ... ,Fn i neka
(FiIANF2A ... AFn) » G nije identic¢ki istinit sud. To zna¢i da pos-
toji interpretacija i,, takva da nije iy F(FiIAF2A ... AFn)>G.
Tada je o¢ito iy FT1((F1A ... AFn)-G). Kako je T((F1A..AFn)>G)=
T(UFIA ... AFn)VG)= F1A...AFnA G, to je iyFF1, ... , iy FFn i
io*=1G, 8to je kontradikcija s pretpostavkom da je G logi¢ka pos
ljedica sudova F1, ... ,Fn, pa je (F1A ... AFn)—= G identic¢ki istinit
sud.

b) Neka je (F1A ... AFn)— G identi¢ki istinit sud i G nije logi
¢ka posljedica sudova Fi1, ... ,Fn. To zna¢i da postoji interpretaci
ja ig, takva da je i kF1, ..., iyFFniiyF 1G. Kako je (FIA..AFn-
-G po pretpostavci identi¢ki istinit sud, ispunjeno je i
i F (FIN...AFn)=G, tj. ig & TF1VIF2V...VIFn VG, tj. {; ¥ TF1 ili
lo kB AF2 ili ... ili {j ¥ TFn ili {j F G, pa je istovremeno ispunjenc
ili iyF Fiiiy¥F TFi za neki ie{1,2,...,n} iliiyF GiiyFIG sto je
kontradikcija u svakom sluc¢aju.
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2.11.Metateotem: Sud G je logicka posljedica sudova F1,F2,...,Fn
ako i samo ako je sud (F1A...AFnA 1G) kontradiktoran.

Dokaz:

Prema prethodnom metateoremu, sud G je logi¢ka poslje-
dica sudova F1,...,Fn ako i samo ako je (FiA...AFn)- G identicki
istinit sud. Tada je T1((F1A...AFn)— G) kontradiktoran sud. Jer je
T(F1A...AFn)>G) = W(TH(F1A...AFn)VG)= T1(1(F1A ...AFn))A 1G=

= FIA...AFnA TG, to je i taj sud kontradiktoran.

Metateoremima karakterizacije pojma logic¢ke posljedice u
okviru ra¢una sudova zavr§avamo ovaj odjeljak.Znac¢ajno je da is-
ti metateoremi vrijede i u slu¢aju ra¢una predikata (vidjeti /2/ u
popisu literature ).

3. SINTAKSA I SEMANTIKA RACUNA PREDIKATA PRVOG REDA

Rac¢un predikata prvog reda je formalni sistem dovoljno veli-
kih izrazajnih moguc¢nosti da se u njemu daju opisati problemi o
kojima je bilo rije¢i u uvodu ( i mnogi drugi ). I ovdje ¢e nas zani-
mati pretezno semanticki aspekt.

3.1. Definicija : Abeceda A jezika A(RP) je unija slijedec¢ih skupo-
va simbola:

A ={c :ic IC N} ( najvide prebrojiv skup (simbola) konstanti)

1 i

A2= {Xj: je JC N } ( najvise prebrojiv skup simbola varijabli)
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Az={ f, : keKCN } ( najvise prebrojiv skup simbola funkcija
od kona¢no mnogo varijabli )

A, ={P_ : meMCN } ( najvise prebrojiv skup simbola kona-
¢ne kratnosti ( arnosti))

As={ 1, A, V, >0} (skup logi¢kih veznika )
Ag=1VY,3} ( skup kvantifikatora " za svaki " i " postoji ")
A;={ () } (lijeva i desna zagrada)

U daljnjem tekstu ¢emo simbole konstanti slobodno oznac¢ava-
tii slovima a,b,c, ... sa ili bez indeksa, isto tako simbole varijab-
li slovima x,y,z,u,v,w, ..., simbole funkcija slovima f,g,h,... i sim-
bole predikata sa P,Q,R,...Umjesto rije¢i " simbol konstante " re-
¢i ¢cemo samo " konstanta " i sli¢no za elemente skupova A, - A,.
Rije¢ u abecedi A je svaki konaéni niz slova u toj abecedi.

3.2. Deginicija :

a) Svaka varijabla je term i svaka konstanta je term.

b) Ako su t, t,, ... , t termii f funkcija od n varijabli, onda
je f(t,, | S tn) term.

c) Rije¢ u abecedi jezika A(RP) je term ako i samo ako je dobi-
vena primjenom nekih ( mozda i svih ) od pravila a) odnosno

b) kona¢no mnogo puta.

Primjer 1: a,b,x,y,f(z,b),g(x,y,f(a,b)),...
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3.3. Definicija :Atomarna formula u abecedi A jezika A(RP) je sva-
ka rije¢ oblika P( ty, ty, --. st ), gdje je P n-arni predikat, dok
su t1, t.z, S tn termi.

Primjer 2 : P(f(x,y),a,g(b,z)); Q(c); R{h(z));...

3.4. Deginicija :

a) Svaka atomarna formula jezika A(RP) je formula tog jezika.

b) Ako je F formula jezika A(RP), onda je to i 1F.

c) Ako su F, i E, formule jezika L(RP), onda su to i (EAE),
(F,V E), (F~ E)i(Fe E).

d) Ako je F formula jezika A(RP) i x varijabla, onda su rijeéi
(VxF) i (3xF) formule.

e) Rije¢ u abecedi A jezika A(RP) je formula toga jezika ako
i samo ako to slijedi iz pravila a) - d) na nac¢in iz definici-
je terma.

Da izbjegnemo nepotrebno gomilanje zagrada , pridruzit ¢emo
kvantifikatorima i logi¢kim veznicima opadajuc¢i rang ovako: &,
-,A, V, 1,3,Yismatrati da veznik s ve¢im rangom ima vec¢u ob-
last djelovanja.

Primjer 3:
a) 3x P(x)- Q(y,a) AR(b) znac¢i ((IxP(x))- (Q(y,a) A R(b)))
b) TVxP(f(x)) VR(z)A JuQ(u,f(u)) znaci
(HVYxP(f(x)))V R(zDA (3uQ(u,f(u))

3.5. De§inicija : Neka je x varijabla. Pod x-kvantifikatorima pod-
razumijevamo rijec¢i ¥x i 3x.Pod dosegom x-kvantifikatora
Yx u formuli YxF podrazumijevamo formulu F (sli¢no za 3xF).
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3.6. De‘inici;’a : Za dani nastup varijable x u formuli F kazemo da
je vezan ako x nastupa bar u jednoj podformuli formule F u

dosegu nekog od x-kvantifikatora. U protivhom kaZemo da je
taj nastup varijable x slobodan.

Jasno je iz prethodne definicije da u jednoj te istoj formuli

svaka varijabla moze istovremeno nastupati i kao vezana i kao
slobodna. :

Primjer 4:

a) VxP(x)VvQ(x,y) ; nastup x u P(x) je vezan, dok je u Q(x,y)
slobodan.

b) 3IxIy(P(y)- Q(x,y)) VvV R(f(x),g(y)) ; nastup x u Q(x,y) je ve-
zan, nastupi y u P(y)i Q(x,y) su vezani, nastup x u

R( f(x),g(y)) je slobodan i nastup y u R(f(x),g(y)) je slobo-
dan.

3.7. Definicija :
a) Otvorena formula je svaka formula u kojoj ne postoji ni
jedan nastup bilo kojeg kvantifikatora.

b) Zatvorenjem formule F( Xis Xy oo xn) ( ovaj zapis ozna-

¢ava da su x,, X;, ... , X, sve slobodne varijable u F) zovemo for-
mulu Vx, Vx, ... ¥x Flx,, %, ..., x ).
Primjer 5:

a) Formula P(x,y,f(z,a)) A Q(b,c) je otvorena.

b) Formula 3y(P(y,z))— (R(g(x))- ¥YxR(h(x),z)) nije ni otvore-
na ni zatvorena. '

c) Formula vz((3 yP(y,z))—- (R(g(x))— ¥xR(h(x),z)) je zatvore-
nje formule pod b).
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3.8. Definicija : Interpretacija formule F jezika A(RP) je uredeni
par (D,i), gdje je D neprazan skup a i preslikavanje definira-
no ovako:

a) i(c,)=d,<D za svaku konstantu c, koja nastupa u F.

b) Svakoj n-arnoj funkciji f koja nastupa u F pridruZena
je funkcija i(f): D™ - D.

c) Svakom n-arnom predikatu R koji nastupa u formuli F
pridruzeno je preslikavanje é(P):D™-{0,1}.

d) Na domeni D kvantifikatore Yx ( 3x) interpretiramo

kao " za svaki x iz skupa D " (" postoji x iz skupa D ")

3.9. De-‘i.nici.ja : Formula F jezika A(RP) je zatvorena ako u F nema
slobodnih varijabli.

Svakoj zatvorenoj formuli (izjavi) jezika A(RP) moZemo u da-
noj interpretaciji pridruziti istinosnu vrijednost " istina " i " laz".
Zadrzavamo istu oznaku kao u sluc¢aju rac¢una sudova.

3.10. Definicija:

a) Za atomarne formule definiramo istinosnu vrijednost kao
u slu¢aju rac¢una sudova.

b) Ako je F:YxG, onda je i(F)=1 ako i samo ako je i(G)=1 za
svaki xeD.

c) Ako je F: 3xG, onda je i(F)=1 ako i samo ako postoji bar je-
dan element xeD, takav da je i(G)=1.

Primjer 6:
a) A= {a,b,f,P}, f je unarna funkcija, P je binarni predikat,
D={1,2} i i interpretacija definirana ovako:

—-t(a)-_i(b)__ - i(£)(2)
1 2 2 1
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_UIED.I(_ lJJ.-_(i.(R)).g_LZ _).-_(L(R).())l 2.1)__(@@Ne2.2)
0

F: P(a,f(a)) A P(b,f(b))
Sada je (i(P))(i(a),(i(f))(i(a)))=(i(P))(1,2)=1 i
(£(P)) (L(b),(i(F))(i(b)))=i(P)(2,1)=0 pa je prema d) iz def.
2.4. i(F)=0, tj. F nije istinita formula u ovoj interpretaciji.

b) F: Yx3yP(x,y); ostalo isto.
Sada je i(F)=1 ako i samo ako za svaki x¢D postoji yeD, takav da je
(i(P))(x,y)=1. Ako je x=1, onda moze biti y=1, jer je (i(P))(1,1)=1.
Ako je x=2, onda ne postoji takav yeD da bude (é(P))(2,y)=1, pa F
nije istinita u ovoj interpretaciji.

c) F: 3Ix3y(P(x,y) A 1P(f(x),f(y)))
Sada je i{(F)=1 ako i samo ako postoje elementi xe¢D i yeD, takvi da
je i(P(x,y)A TP(f(x),f(y)))=1. Dovoljno je uzeti x=1i y=1. Vrijedi
naime da je (i(P))(1,1)=1, é(P))((é(f)(1), é(f)(1))=0 pa primjenjujuci
b) i d) iz def. 2.4. zakljuc¢ujemo da je i(F)=1. (ovdje smo oznake x
i y koristili i kao simbole varijabli u jeziku i kao varijable nad

domenom D)

Definicije identi¢ki istinite formule, kontradiktorne formule,
ispunjive formule kao i definiciju logi¢ke posljedice preuzimamo
iz prethodnog odjeljka i jo§ jednom napominjemo da i u sluc¢aju
rac¢una predikata vrijede analogni metateoremi karakterizacije
pojma logi¢ke posljedice.

Prelazimo sada na izlaganje normalnih i standardnih ( skole-
movskih ) formi formula jezika LA(RP).
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3.11. Deginicija :Kazemo da je formula F jezika A(RP) u primitiv-
noj normalnoj formi ako je F: K, x; ... K x M, gdje je M otvo-
rena formula, dok je K, ili V ili 3. Pritom K ;x ;... K x zove-
mo prefiksom a M matricom formule F.

Dajemo sada listu parova ekvivalentnih formula jezika A(RP)
pomoc¢u kojih mozemo svaku formulu prevesti u ekvivalentnu for-
mulu u primitivnoj normalnoj formi

1) Svi parovi iz primjera 5 prethodnog odjeljka.
2)a) KxF(x) VG = Kx(F(x) VG) b) KxF(x)AG = Kx(F(x)AG) pod
uvjetom da varijabla x ne nastupa u formuli G.
3)a) T(VxF(x)) = Ix(TF(x)) b) T(IxF(x)) = Vx(TF(x))
4)a) K, xF(x) VKxF(x) = K;xKz(F(x) VH(z))
b) KxF(x)A K xH(x) = Kx Kz (F(x)A H(z))

Za ie{1,...,4} je K ili V ili 3 i z ne nastupa u F(x). Osim toga, u slu-
¢aju da je K, i K, kvantifikator 3 i K;i K, kvantifikator V, nije pot-
rebna zamjena varijable x u formulama K,xH(x) i K xH(x) varijab-
lom z.

Primjer 7: Pretvoriti u primitivnhu normalnu formu formulu:
a) F: Yx(P(x) =» 3yQ(x,y))
Vrijedi: Yx(P(x)- 3yQ(x,y)) = Vx(TP(x) V3IyQ(x,y)) =
= Vx3y(TP(x) VQ(x,y))
b) F: Ix(1(3yP(x,y))—= (3zQ(z)— R(x)))
Vrijedi: 3Ix(7(3yP(x,y))- (3zQ(z)— R(x))) =
= Ix(T(13yP(x,y)) V(3zQ(z)—» R(x))) =
= Ix(IyP(x,y) V(3zQ(z)-» R(x))) =
= Ix3y(P(x,y) V(1(3zQ(z)) VR(x)))
= IxIy(P(x,y) V(Yz(1Q(z)) VR(x)))
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= Ix3y(P(x,y) VVz(1Q(z) VR(x)))
= IxIyvz(P(x,y) V (1Q(z) VR(x)))

Postoji algoritam kojim se iz primitivhe normalne forme for-
mule moze dobiti formula ¢&iji prefiks ne sadrzi ni jedan egzisten
cijalni kvantifikator tako da kontradiktornost polazne formule
ostane sa¢uvana. Taj algoritam zovemo skolemizacijom ( prema T
Skolemu ), dok rezultiraju¢u formulu zovemo skolemovskom stan
dardnom formom ili samo standardnom formom formule.

3.12. Definicija : Neka je F: Ky % ... K,x,M primitivna normalna
forma formule F i K. za nekil < r < n kvantifikator 3.

a) K, je krajnje lijevi kvantifikator 3. Tada uvodimo novu
konstantu c koja ne nastupa u F (tj. u M), zamjenjujemo
svaki nastup varijable x u M sa c i brisemo Kr iz prefiks

b) Ako je K, , ..., K  popis svih kvantifikatora V koji nas-
tupaju lijévo od K_ Mivodimo novu funkciju od m varijabli
(recimo f ), zamjenjujemo svaki nastup x_u M sa

f(xg ,...,xg ) ibrisemo K iz prefiksa.
1 m

c) Proces ponavljamo sve dok u prefiksu ima kvantifikatora

Primjer 8 : Pretvoriti u standardnu formu formulu
F: UVxP(x)-3y¥zQl(y,z))
a) Pretvaramo F u primitivnu normalnu formu.

TVxP(x)-»3yVzQ(y,z)) = T1((VxP(x)) V(IyVzQ(x,z))) =
= VxP(x)A 1(3yVzQ(y,z))= VxP(X)A Vydz1Q(y,z)) =
= VxVYy3z(P(x)A Q(y,z))
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b) Pretvaramo normalnu formu u standardnu.
Kako se lijevo od z-kvantifikatora 3z nalaze x-kvantifikator
Vx i y-kvantifikator Yy, uvodimo binarnu funkciju f koja o¢i-
to ne nastupa u F, pravimo zamjenu f(x,y)/z i brisemo Vz, pa
konaé¢no dobivamo formulu YxVy(P(x,y) A 1Q(y,f(x,y)), §to je
standardna forma formule F.

Matrica formule u primitivnoj normalnoj formi, odnosno u
standardnoj formi, moze biti svedena na ekvivalentnu konjunktiv-
nu normalnu formu u smislu definicije 2.7. Tada standardnu formu
formule moZemo prikazati kao skup disjunkta njene matrice uz
dogovor da sve varijable koje nastupaju u tom skupu smatramo
vezanima kvantifikatorom Y. Bez dokaza navodimo slijedeci
metateorem ( vidi 72/, teorem 4.1.)

3.13. Metateotem:Neka je S skup disjunkta koji predstavlja stan-
dardnu formu formule F. Tada je F kontradiktorna formula
ako i samo ako je S kontradiktoran skup disjunkta.

Obrat ovog metateorema opcé¢enito ne vrijedi, tj. ako je formu-
la F nekontradiktorna, skup disjunkta S moze biti neekvivalentan
formuli F, §to pokazuje slijedec¢i primjer.

Primjer 9: Neka je F: 3xP(x) i S={P(a)}. S je o¢ito skup disjunkta
koji predstavlja standardnu formu formule F. F je nekontradiktor-
na formula jer je istinita na primjer u interpretaciji { na domeni
D={1,2} takvoj da je (i(P))(1)=0, (ié(P))(2)=1 i i(a)=1, dok je
((P))(é(a))=(é(P))(1)=0, pa F i S nisu ekvivalentni.

Rezimirajmo dosadasnje izlaganje.
Da dokazemo da je G logi¢ka posljedica formula F, , s E

n
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dovoljno je prema metateoremu 2.11. dokazati da je
F:F,A.AF A1G kontradiktorna formula. Prema metateoremu
3.13. dovoljno je dokazati kontrad iktornost skupa disjunkta S
koji predstavlja standardnu formu formule F. Medutim, jo§ uvijek
bi trebalo provjeriti bar prebrojivo mnogo interpretacija, §to je
prakti¢ki nemoguce. Postavlja se pitanje postojanja i strukture

" kanonske " domene za dani skup S, u smislu da je S kontradik-
toran skup disjunkta ako i samo ako je S neispunjiv na toj dome-
ni. Takva domena postoji i zove se herbrandovski univerzum sku-
pa disjunkta S ( po J. Herbrandu ). Rezultati o herbrandovskom
univerzumu i H-interpretacijama tema su slijedeceg odjeljka.

4. H-UNIVERZUM, H-INTERPRETACIJE I HERBRANDOV
METATEOREM

4.1. Deginicija : Neka je S skup disjunkta i Hy skup konstanti
koje nastupaju u S ( ako u S ne nastupa ni jedna konstanta,
uvodimo novu konstantu, na primjer a, pa je H,={a}). Indukci-
jom po neN definiramo:

H, ,=H U{ f“(t‘.1 oy v e s by ).}, gdje fk prolazi skupom
svih k-arnih funkcija koje nastupaju u S, a (ty, ... , t, ) skupom
svih k-orki terma iz kartezijeve potencije Hl:‘ . Skup H, zove-
mo skupgm konstanti i-tog nivoa skupa disjunkta S, a skup

HTUIHl H-univerzumom skupa S.

Primjer 1: Neka je S={ P(f(x)),a,g(f(x),b)) }. Kako su a i b jedine

 konstante koje nastupaju u S, to je Hy ={a,b}. Sadaje
H; = HoU { f(a),f(b),g(a,a),g(a,b),g(b,a),g(b,b)},
H, = H, U { f(f(a)),f(f(b)).f(g(a,a)),...,g(f(a),f(a)),...}

4.2. ‘Dc‘tniclia : Pod izrazom podrazumijevamo slijedec¢e : term,

skup terma, atom, negacija atoma, skup atoma, disjunkt,
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skup disjunkta. Ako izraz ne asadrzi varijable, zovemo ga os-
novnim izrazom.

4.3. Definicija : Neka je S skup disjunkta. Tada skup osnovnih
atoma oblika P“(tl, et ) za sve n-arne predikata P™ koji
nastupaju u S, za sve n-orke terma iz H-univerzuma skupa
S, zovemo H-bazom za S.

4.4. De‘inlctia : Osnovni primjer disjunkta C iz skupa disjunkta
S je disjunkt dobiven iz C zamjenom varijabli koje nastupaju
u C ¢lanovima H-univerzuma skupa S.

Primjer 2: Neka je 5= { P(f(x,y)),Q(y) VR(g(y)) }. Tada je

H={ a,f(a,a),g(a),f(f(a,a),f(a,a)),f(g(a),g(a)),g(f(a,a)),...}, dok
su disjunkti Q(g(a)) VR(g(g(a))) i Q(a) VR(g(a)) osnovni primjeri
( naravno ne svi ) disjunkta Q(y) VR(g(y)).

4.5. Deginicija : Medu svim interpretacijama skupa disjunkta S
na njegovom H-univerzumu kao domeni interpretacije, izdva-
jamo njegove H-interpretacije uvjetom da svaka od njih sva-
ku konstantu koja nastupa u S preslikava u nju samu.

Svaku H-interpretaciju skupa disjunkta S mozemo prikazati
na na¢in iz primjedbe uz primjer 3. odjeljka 2., gdje su m, ele-
menti ili negacije elemenata H-baze skupa S.

Slijedeci cilj je da se za dani S i za svaku interpretaciju i
skupa S na svakoj domeni D definira ( jedna ili vise ) H-inter-
pretacija iy , tako da ako je S (tj. svaki disjunkt iz S) istinit u
i, onda je S istinit i u svakoj od pridruzenih H-interpretacija (-
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4.6. Definicija : Neka je i interpretacija skupa disjunkta S na do-
meni D. Kazemo da je H-interpretacija iy skupa S pridruzena
interpretaciji ¢ ako vrijedi slijedece: ako je (é(P))(d,,...,d )=1,
onda je i ((ig)(P))(h,, ..., h )=1 za one elemente hic{l,..,n}
H-univerzuma skupa S za koje je i(h )=d .

Interpretacija { moZe imati vise pridruzenih H-interpretacija,
a najvise onoliko koliko ima interpretacija inicijalne konstante a
H-univerzuma skupa S u slu¢aju da u S ne nastupa nijedna kons-
tanta.

Primjer 3: (primjer 4.8. iz /2/)

Neka je S={ P(x),Q(y,f(y,z)) } i neka je interpretacija ¢ defini-
rana ovako:D={1,2}, i(a)=1 (iako konstanta a ne nastupa u S, mora-
mo zadati i(a) zbog definicije H-interpretacije pridruZzene inter-

pretaciji i) i i te
1 2 2 1

_(GPN ) (ERN(2) (a(Q) A1) ((E(QN,2) ((L(QN(2.1) ((i(Q)(2.2)
1 0 0o 1 0 1

Sada je H={a,f(a,a),f(a,f(a,a)),f(f(a,a),f(a)), f(f(a,a),f(a,a)),...} H-
univerzum skupa 5, dok je B={P(a),Q(a,a),P(f(a,a)),Q(a,f(a,a)),
Q(f(a,a),a),Q(f(a,a),f(a,a)), P(f(a,f(a,a)),Q(a,f(a,f(a,a)),...} H-baza
skupa S. Da dobijemo interpretaciju { y pridruzenu ¢, dovoljno je
pridruziti istinosne vrijednosti elementima skupa B. To ( na par

primjera ) radimo ovako:
(i 4(P)) (gg(a))=(igy(P)) (a)=(é(P)) (é(a))=(é(P))(1)= 1,

(i ({Q)) (i fa), iy (a))=(i;(Q)) (a,a)=(i(Q)) (a,a)=(i(Q))(1,1)=0 ,...
pa dobivamo slijedec¢u l,Hinterpretaciju pridruzenu i :

i ={ P(a),1Q(a,a),P(f(a,a)),1Q(a,f(a,a)),..}
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4.7 . Metateotem : Ako je skup disjunkta S istinit u interpretaciji
i na domeni D, onda je on istinit u svakoj H-interpretaciji
skupa S pridruzenoj i.

Dokaz: Pretpostavimo da je skup disjunkta S istinit u interpreta-
ciji é i da nije istinit u nekoj od H-interpretacija pridruzenih i
(recimo da je to i.H). Bez gubitka opc¢enitosti moZzemo pretposta-
viti da disjunkt C iz S koji nije istinit u interpretaciji i,H ima ob-
lik: (& (P))(hl, ,h ) tj. da je (i (l’))(h1 i ) 0 za svaku
n-orku h . h iz H-univerzuma skupa S. Kako je i(P) istini-
to na D, posto,e 42, .. doeD takvi da je (l,(P))(d0 do)-l
Jer je i pridruzena i, postoje elementi h?, .. h°iz H i FeniR
skupa S, takvi da je l.(h )=d, za svaki i¢{l, . ,n} Zbog toga je
= (ix(P))(hY, ... ,h9) = (L(P)( d?, - d?‘)- 1, 3to je kontradikcija.

4.8. Metateotem : Skup disjunkta S je kontradiktoran ako i samo
ako je lazan u svakoj H-interpretaciji.

Dokaz:

a) Ako je S kontradiktoran skup disjunkta, onda je on lazan u
svakoj interpretaciji, pa tako i u svakoj H-interpretaciji.

b) Neka je S istinit u nekoj interpretaciji na domeni D i isto-
vremeno lazan u svakoj H-interpretaciji. Tada, prema prema pret-
hodnom metateoremu, postoji H-interpretacija iy pridruzena i,
§to je kontradikcija.

Dajemo sada nekoliko metateorema tehni¢kog karaktera
i odjeljak zavr§avamo izrekom Herbrandova metateorema. Za do-
kaze vidjeti /2/.

4.9. Metateorem : Disjunkt C je istinit u interpretaciji i na dome-
ni D ako i samo ako je u i istinit svaki osnovni primjer C' toga
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disjunkta.

4.10.Metateorem : Disjunkt C je lazan u interpretaciji { na dome-
ni D ako i samo ako postoji bar jedan osnovni primjer C’ za
C, takav da je C’ lazan u i.

4.11.Metateotem : Skup disjunkta S je kontradiktoran ako i samo
ako za svaku interpretaciju i postoji bar jedan osnovni prim-
jer bar jednog disjunkta iz S koji je lazan u i.

4.12. Metateorem : (J. Herbrand ) Skup disjunkta S je kontradikto-
ran ako i samo ako postoji kona¢an kontradiktoran skup &
osnovnih primjera disjunkta iz S .

Pod uvjetom da imamo proceduru generiranja svih konaé¢nih
podskupova osnovnih primjera disjunkta skupa S, Herbrandov
metateorem daje proceduru za provjeru kontradiktornosti skupa
S. Ta procedura je veoma neefektivna, jer u vec¢ini slu¢ajeva broj
osnovnih primjera disjunkta iz S raste eksponencijalno s rastom
indeksa i po¢etnih komada H; H-univerzuma skupa S. Zbog toga
je uveden princip rezolucije ( J. A. Robinson 1965. g.) kao pravi-
lo izvoda novih disjunkta iz skupa disjunkta S ( ne nuzno osnov-
nih ). Osnovna ideja je da se na takav nac¢in generira disjunkt 1,tj.
identizki lazan disjunkt, §to opet garantira kontradiktornost sku-
pa S, naravano uz uvjet da je svaki disjunkt generiran pravilom
rezolucije logi¢ka posljedica skupa disjunkta S.

5. PRINCIP REZOLUCIJE ZA RACUN SUDOVA

5.1. Definicija : Neka su C, i C, disjunkti, takvi da je C; :AVC; i
C,:1AVC, za neki atom A. Tada disjunkt C;: G V C,, zovemo
rezolventom Cli C2 i kazemo da je Ca dobiven primjenom pra-

vila rezolucije na C;i C,.
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Primjer 1:
C,: PVIQV IRVS, C:QVIR i Cy: PVIRVS

5.2. Metateorem : Neka su C, i C,disjunkti i C njihova rezolventa.
Tada je C logi¢ka posljedica C, i C,.

Dokaz: Neka su C,i C, istiniti u interpretaciji i, C;:AVC] i
C,:TAVC,.Oc¢cito je ili A ili TA istinito u i. Recimo da je to A. Ta-
da C, nije jedini¢ni disjunkt jer bi u protivnom Czbio lazan u i.
Osim toga, mora biti C' istinito u i, §to je dovoljno da rezolven-
ta C: C' VC' bude istinita u é. Druga moguc¢nost ( da je TA lazan)
je potpuno simetri¢na.

5.3. De§inicija: Neka je S skup disjunkta . Za niz disjunkta C,,..
...,Chkazemo da predstavlja rezolutivni izvod disjunkta C
ako je ispunjeno slijedece:

a) Za svaki ie{l,...,n} je C; ¢ S ili je C, rezolventa nekih &lano-
va niza s manjim indeksima.
b) C:C,

Izvod disjunkta 1l iz skupa disjunkta S predstavlja dokaz njegove
kontradiktornosti.

Primjer 2 : Neka je S={P,QV 1P,RV 1P, 1PV IQV 1R}. Primjenjujuci
pravilo rezolucije dobivamo slijede¢i izvod za 1.

A ( element iz S)

C,: QV1P ( element iz S5)

C3: Q (rezolventa C,i C,)
C,: TPVIQV IR ( element iz S)

Cg;: TPVIR ( rezolventa C3i Cp)
Cq: RVIP ( element iz S5)

C,: 1P ( rezolventa Cgzi Cg)

Cg:d ( rezolventa C;i C,)
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Zaklju¢ujemo da je S kontradiktoran skup disjunkta.
Primjer 3: (problem br 84. iz knjige /7/ )

Branimir, Duiko, Goran i Tomica igx:ali su nogomet na ulici.
Odjednom je jedna nespretno §utnuta lopta udarila u prozor. Od
jakog udarca stakla su se razletjela u komadi¢e. Naravno, igra je
istog ¢asa prekinuta, a djec¢aci su se razbjezali unaokolo.

Opreznim propitkivanjem doznali smo slijede¢e (navodimo is-
kaze sudionika dogadaja )

Branimiz:
By: " Prozor nisam razbio ja! "
B,: " Tomica je predlozio da igramo nogomet na ulici { "

00

B5: " Goran nije razbio staklo !

Dusko:
D, : " Prozor nisam pogodio ja !"
Dy: " To je uc¢inio Goran !”
Dg: " Ja igram nogomet bolje od Tomice !"

Goran:
G,: " Ja nisam udario loptu !"
G, " Da sam znao kako ¢e se to zavriiti, ne bih igrao no-
gomet na ulici! "
'Ga: " Branimir nije razbio staklo !"

Tomica :
T,: "Prozor nisam razbio ja !"
Ty: " To je u¢inio Goran!”
Ty " Kada sam ja do8ao, ostali dje¢aci su ve¢ bili zapoceli
igru!”
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Stavimo nadalje:
N :" Jedan od dje¢aka je razbio staklo! " (uvjet zadatka)

Lako je uoc¢iti da dj\eéaci nisu govorili samo istinu. Naknadnim
propitkivanjem medu nekolicinom dje¢aka koji su gledali utakmi-
cu od pocetka ispostavilo se da je svaki od &etvorice sudionika
dao po dvije istinite izjave i jednu laZnu.Problem je da se odredi
tko je razbio staklo.
Prema uvjetu problema slijedi da je sud
Fg : ( 1B;AB,A Bg) V(B A T1BA By) V(ByA B, A 1B3)
identi¢ki istinit.Pretvorimo Fg u konjunktivnu normalnu formu uz
pomo¢ semanti¢kih ekvivalentnosti FV(GA H)= (FVG)A (FVH),
FVIF=T,FAT =Fi FVG = GVF. Dajemo samo krajnji rezultat,
kojega je lako provjeriti.
Fg= (B, VB)A(B,V B3g) A(B,VIB,VB,A(B,VB,VBg) A
A(IB;VBoVB3)A (B, VB A (B VB,V 1B3 )A (ByV 1B,V 1B;)
Odavde zakljuc¢ujemo da je skup
7B= { B, VB,,B VB;,B,VB,,B, VB,VB;,BVB, V1B,
B, V1B, VB,4,1B, VB, VB,, 1B, V1B, V1B }
skup reprezentanata suda Fg.
Uvjeti zadatka takoder daju nekoliko semanti¢kih ekvivalentnosti
medu izjavama koje su djec¢aci dali i to:
D,=1B,;, G=B,;, G=B , T,= 1B; i T,= 1B, (*)
Uzimaju¢i u obzir ove ekvivalentnosti, skupovi Fp,F.i Fr kao
skupovi reprezentanata sudova Fp, Fgi Fp, ¢ija je struktura pot-
puno analogna strukturi suda Fg, izgledaju ovako:
Fp={D,VIB;,D, VD, 1BgVD,;,D, VIB,VD,,D, VIB; VD,
D; VB3vDg3,1D;V1IB3V D3, 1Dy VB3V 1D}

‘F&{B3;VG;, By VB, ,G, VB;,B; VG,VB,,B,;VG, V1B,
By VIG,VB,;,1B;VG,VB;,1B3VIG,V 1B, }i

?T={T1V'1B3,T1V'|B2, 'IBZV'|Bs,T1V"IB3V'IBZ, .
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,T, VIB; VB, ,T, VB; V1B, ,1T, VB,V 1B,,1T, VB,V B, }
7N={ 1Blv1D1v1st1Tl}

Kona¢no, skup F = F JUF UFUFLUF N predstavlja skup
reprezentanata suda F : FB'/\ F AFGAF AFy, kojim je nas prob-
lem opisan. Skup “F broji ukupno trideset disjunkta ( zbog
B, VB; €FgN “F )i to je bazicni skup disjunkta od kojega uz po-
mo¢ pravila rezolucije kao pravila izvoda kre¢emo u potragu za
istinom. Pozabavimo se najprije Branimirovim i Tomic¢inim izjava—
ma, jer je oéito da su one dobrim dijelom kontradiktorne.

1) B, VB,VB, ( pretpostavka iz F 3)
2) T, VB, ( pretpostavka iz F )
3) T{ VB; VB, ( rezolventa 1) i 2) )

4) T, VB, ( pretpostavka iz F)
5) Ty VB4 (rezolventa3)i4))

6) 1T VIB3V 1B, ( pretpostavka iz F)
7) B, VIB,;V1B, ( rezolventa 5)i6) )

8) B, VB, ( pretpostavka iz Fp)
9) B,VIBg4 ( rezolventa 7) i 8) )
10) B; VB3 ( pretpostavka iz Fg)

11) B, ( rezolventa 9) i 10) )

Kako je rezolventa dvaju disjunkta njihova logi¢ka posljedica
{ metateorem 5.2. ), iz posljednjeg koraka gornjeg rezolutivnog
izvoda zaklju¢ujemo da je prva Branimirova izjava istinita, tj. da

nije on razbio staklo. Pokusiajmo zakljuciti da li je to uéinio
Tomica?!

12) 1B, VB,VB, ( pretpostavka iz Fy)
13) T, VIB; VB 3 ( rezolventa 4) i12) )
14) T, VB3 ( rezolventa 11) i 13) )
15) T, ( rezolventa 2) i 14) )

78



Cubrilo M. Teorijske osnove
PROLOG-a Zbornik radova ( 1587 ), 11

Dakle, ni Tomica nije razbio staklo!

Branimir i Goran brane jedan drugoga. Medutim, ve¢ smo ustano—
vili da Branimir nije razbio staklo. To nas upuc¢uje da posumnja-
mo na Gorana.

16) 1B, VID, VB,V 1T, ( pretpostavka iz F)

17) D4 VIB 3V 1T ( rezolventa 11) i 16) )
18) 1D, VB4 ( rezolventa 15) i 17) )
19) D, VB, ( pretpostavka iz <fp)
20) B3 ( rezolventa 18) i 19) )

Nasa sumnja se obistinila. Staklo je ipak razbio Goran!
Pogledajmo ima li za njega nekih olaksavajuc¢ih okolnosti.

21) B3VG, VB, ( pretpostavka iz F ()
22) G, V1B, ( rezolventa 20) i 21) )
23) G, ( rezolventa 11) i 22) )

Kao §to se vidi, Goran nije imao nikakvih zlih namjera i ta okol-
nost ga donekle opravdava.

24) B, VB, ( pretpostavka iz F )
25) B, { rezolventa 20) i 23) )

I Tomica snosi dio krivice, jer je on predlozio de¢kima da igraju

nogomet na ulici.

Kako je staklo razb io samo jedan od ¢etvorice djec¢aka, zakljucu-

jemo da je prva Duskova izjava istinita, druga takoder, a treca

je lazna. Ostale ¢injenice moZemo lako rekonstruirati iz niza ( * ).

Za pozeljeti je analog pravila rezolucije za ra¢un predikata. Medu-
tim, u slu¢aju racuna predikata situacija je znatno sloZenija.
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Naime, disjunkti iz skupa S koji predstavlja standardnu formu

formule mogu sadrZavati razli¢ite terme (konstante, varijable,.),
§to oduzima moguc¢nost primjene rezolutivnog izvoda disjunkta

s definicijom rezolvente kao u definiciji 5.1. U prosirenju definici-
je rezolvente dvaju disjunkta za slu¢aj rac¢una predikata vaznu

ulogu ima pojam unifikatora i algoritam unifikacije, §to je tema
slijedeceg odjeljka.

6. ALGORITAM UNIFIKACIJE

6.1. Definicija : Valuacija je svaki kona¢ni skup {t, /v, , ... ,t_/v_1
gdje su v, varijableiv, = v;za isj, t termiit, v, za svaki
i{1, ... ,n}. Ako su ty,...,t, osnovni termi, onda pripadnu

valuaciju zovemo osnovnom valuacijom.
Primjer 1:{ g(y,a)/x, z/y, f(y, b,c)/z }

6.2. Definicija : Neka je & valucija i E izraz ( term , skup terma,
afom, skup atoma, disjunkt ili skup disjunkta ). Tada je E®%
izraz dobiven iz E istovremenom zamjenom svih nastupa va-
rijable v; u E sa t , za svaki ie{1, ... ,n} (9={t, /v, ,... .t /v _}]).
Izraz E9 zovemo primjerom izraza E.

Primjer 2: Neka je 9={y/x, g(z)/y, b/z} i E={P(y,f(a,y),z), Q(x,z)}.
Tada je E9={P(g(z),f(a,g(z)),b), Q(y,b)}.

6.3. Defincija : Neka su 9={ty /xq,....t,/x} i )\'={u1 LYy sl f ¥ ]
valuacije. Pod kompozicijom $¢)\ podrazumijevamo valuaciju

koja se iz skupa {t1>‘/x1' NN V4 T B4 PN | W4 m} dobi-
va izbacivanjem svih elemenata tj)\/xj za koje je t,)\=xji svih
elemenata uI/ylza koje je yle{x , e ,X }

Primjer 3: Neka je 9 ={ a/x, f(z)/y,y/z }i x ={ b/x, z/y, g(x)/z}.
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Sada je t; \/x = a\/x = a’x, to,\/y = f(2)\/y = flg(y))/y i
t \/z=y\/z=12/z. Prema tome je 3o ={ a/x, f(g(y))/y }.

6.4. De‘im’.ciia : Valuaciju 9 zovmo unifikatorom skupa izraza
{E,,... .E_} akoisamo ako je E 9= ... =E 9. Unifikatoro
toga skupa zovemo univerzalnim unifikatorom ako za svaki
drugi unifikator 9 postoji valuacija )\, takva da je 9=c0o .

Prelazimo sada na izlaganje algoritma unifikacije, tj. algoritma
koji daje univerzalni unifikator za skup izraza W za koji postoji
bar jedan unifikator. Ako ne postoji ni jedan unifikator za W, al-
goritam to registrira. -

6.5. ‘De"i,nicl;’a : Neka je W skup izraza. Skup D razlika skupa W
definiramo kao skup svih onih podizraza iz W koji ( gledano
grafi¢ki, ra¢unajuci s lijeva na desno ) poc¢inju prvim simbo-
lom koji ¢ini razli¢itima bar dva izraza iz W, shvac¢ena kao
rije¢i abecede jezika L(RP).

Primjer 4: Neka je W={ Q(a,x,f(x)), Q{a,y,y) }. Tada je D={ x,y }.

Ideja algoritma unifikacije je u tome da se za dani skup izraza W
odredi najprije skup razlika D, da se zatim unificiraju izrazi iz D
( $to bi moralo biti bar malo jednostavnije od unificiranja samog
skupa W) te da se taj postupak ponavlja dok ima razlika u uzas-
topno generiranim skupovima izraza pocev§i od W.

6.6. Definicija : ( algoritma unifikacije )
Neka je W skup izraza. Algoritam unifikacije za W sastoji se
od slijedec¢ih koraka:
1) k=0, W, =W i3, = O (O je prazna valuacija )
2) Ako je W, jedini¢ni disjunkt, postupak je zavrien i 9 je
univerzalni unifikator za W. U protivhom odredujemo
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skup razlika D, za W_.

3) Ako u skupu D, postoji varijablav, iterm t,, takvi
da v, ne nastupa u t,, prelazimo na 4. korak. U pro-
tivhom procedura se prekida s negativnim rezultatom
( ne postoji unifikator za W)

4) Neka je &, , = ot /v, }i W_ ;= Wit /v }

5) Povec¢avamo k za 1 i prelazimo na drugi korak.

Primjer 5: Neka je W = { Q{x,y,z), Q(u,h{v,v),u) }

1.
2

Bez

Wo=Widg=0 (1lkorak)
W, nije jedini¢ni disjunkt, pa odredujemo skup razlika D, za
W, . Oc¢ito je D = {x,u} (2. korak)

. Kako je x term iz D i u varijabla koja ne nastupa u x, prela-

zimo na 4. korak ( 3. korak )

. Stavljamo 94 = 9g {x/ul={x/u} i

W1=W{x/u}={Q(x,y,z),Q(x,h(v,v),x)} ( 4. korak )

. Sada je k = 1i W, nije jedini¢ni disjunkt pa odredujemo skup

razlika D, za W_ . O¢ito je D, = {y, h(v,v) } (5.1i2. korak)

. Kako je h(v,v) term iz D ;i y varijabla koja ne nastuoa u nje-

mu, stavljamo $ ,= & p{h(v,v)/y} i W 5= W {h(v,v)/y} =
= {Q(x,h(v,v),z), Q(x,h(v,v),x)} (3.i4. korak)

. k = 21 W, nije jedini¢ni disjunkt. Skup razlika D,za W, je

{z,x}. Kako je x term iz D, i z varijabla koja ne nastupau

njemu, stavljamo 85= §,{x/z } i W= W,{x/z} = {Q(x,h(v,v),x)}
(5., 2., 3. i 4. korak)

- W je jedini¢ni disjunkt i 83= ( § °{h(v,v)/y} e {x/z}={x/u}e

o{h(v,v)/y}le{x/z}={x/u,h(v,v)/y}e{x/z}={x/u,h(v,v) /y,x/z} je
univerzalni unifikator za W.

dokaza dajemo metateorem koji karakterizira algoritam

unifikacije ( za dokaz vidjeti teorem 5.2. u 72/ ).
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6.7. Metateorem : ( metateorem unifikacije ) Ako je W konacan
neprazan skup izraza za koje postoji bar jedan unifikator, on-
da algoritam unifikacije uvijek zavr§ava njegovim drugim ko-
rakom i posljednji dobiveni unifikator je univerzalni unifika-
tor za W. '

Prelazimo sada na izlaganje principa rezolucije za ra¢un predika-
ta.

7. PRINCIP REZOLUCIJE ZA RACUN PREDIKATA

7.1. De§inicija : Ako za dvije ili viSe atomarnih podformula dis-
junkta C postoji univerzalni kvantifikator %,ond C9% zovemo
reduktom toga disjunkta. Ako je C jedini¢ni disjunkt, kazemo
da se radi o jedini¢nom reduktu.

Primjer 1 : Neka je C: Q(f(x),y) VQ(z,g(b,c)) VvV IR(h(x,y,z)). Tada je
9={f(x)/z, g(b,c)/y } univerzalni kvantifikator za Q(f(x),y) i
Q(z,g(b,c)) pa je C% = Q(f(x),g(b,c)) VvV IR(x,g(b,c),f(x)) redukt za C.

7.2. Definicija : Neka su C,i C, dva disjunkta bez zajednickih
varijabli, L; simbol predikata ili negacije predikata koji nas-
tupa u C;i L , takav simbol koji nastupa u C,. Ako za Ly i 1L,
postoji univerzalni unifikator §, onda disjunkt (C; 38— L 11‘3“)U
U(C,8— L,9) zovemo ( binarnom ) rezolventom C,i C,.

Primjer 2 : Neka je C,={1P(v,z,v), P(w,z,w)} i C,= { P(w,h(x,x),w)}.
Kako w nastupa u C;iu C,, pravimo u C, zamjenu u/w i nakon

toga C1 i C2 nemaju zajedni¢kih varijabli. Neka je sada L1:1P(v,z,v)
1L, : 1P(u,h(x,x),u). Algoritam unifikacije daje ¢ = {v/u,h(x,x)/z}

kao univerzalni unifikator za L, i 1L , pa je binarna rezolventa za
CyiCyjednaka (Cy;8—L; 8) U (Cy8—Ly%) : P(w, hix,x),w).
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7.3. Definicija : Pod rezolventom disjunkta C,i C,podrazumije-
vamo slijedece:
1) binarnu rezolventu C1i C2 ili
2) binarnu rezolventu C, i ( nekog ) redukta C, ili
3) binarnu rezolventu C,i redukta C, ili
4) binarnu rezolventu nekog redukta C, i nekog redukta C,.

Pravilo rezolucije kao pravilo izvoda je potpuno u smislu slijede-
¢eg metateorema:

7.4. Metateotem : Skup disjunkta S je kontradiktoran ako i samo
ako postoji rezolutivni izvod disjunkta 1 iz 5.

Dokaz ( vidjeti dokaz teorema 5.3. u 72/ ).

Primjer 3 : ( /3/, zadatak 5.9 ) Lista je jedan od osnovnih tipova
organizacije podataka. Pojam liste moZemo aksiomatizirati ovako:

1) VYuZADNJI(PO-KOM (u,PRAZNO),u)
2) VxVyVYz(ZADNJI(y,z)-» ZADNJI(PO-KOM(x,y),z))

Ovdje je : PRAZNO — prazna lista, ZADNJI(x,y) — binarni predikat
sa znaC¢enjem " y je posljednji element liste x " i PO—KOM(x,y)
X je podetni komad liste y ".

"

— binarni predikat sa znadenjem
Primjera radi, listu (1,2,2,1 ) moZzemo prikazati kao:

PO-KOM( 1,PO-KOM(2,PO-KOMI(1,PRAZNO))).
Aksiom 1) znaci da je u zadnji element liste koju ¢ini on sam, dok
aksiom 2) zna¢i da ako je z zadnji element liste y, onda dodatna
¢injenica da je x poc¢etni komad od y na to ne utjece. Zadatak se
sastoji u tome da, koristec¢i pravilo rezolucije, iz 1) i 2) izvedemo

3) 3IvZADNJI(PO-KOM(2,PO-KOM(1,PRAZNO)),v),
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§to drugim rije¢ima znac¢i da dokazemo da lista ( 2,1) ima zadnji
element. Prema metateoremu karakterizacije logi¢ke posljedice
dovoljno je dokazati da 1) , 2) i negacija 3) ¢ine kontradiktoran
skup formula. Uvedimo dodatni unarni predikat ODGOVOR(v) sa
znaéenjem " v je rjeSenje zadatka " i formulu:

4) Vv(ZADNJI(P O—KOM(2,PO—KOM(1,PRAZNO)),v)-» ODGOVOR(v))

Jasno je da ako 1),2) i 4) ¢ine kontradiktoran skup formula, onda
to vrijedii za 1), 2) i negaciju 3). Odredimo skup disjunkta koji
predstavljaju standardnu formu konjunkcije formula 1), 2) i 4).

Njegovi elementi su :

1) ZADNJI (PO—KOM(u,PRAZNO),u),
2) T1ZADN]JI(y,z) VZADNJI(PO—KOMI(x,y),z) i
3) 1ZADNJI(PO—KOM(2,PO—KOMI(1,PRAZNO)),v)) VODGOVOR(v)

Negacija disjunkta 1) i prvi faktor disjunkta 2) imaju univerzalni
unifikator §; = { PO-KOM(u,PRAZNO)/y, u/z } pa kao njihovu re-
zolventu dobivamo :

4) ZADNJI(PO—KOM(x,PO—KOM (u,PRAZNO,u)).

Negacija od 4) i prvi faktor u 3) imaju univerzalni unifikator
95,=1{2/x,1/u, 1/v } pa je njihova rezolventa:
5) ODGOVOR(1), sto je o¢ito rjesenje zadatka.

8. ZAKLJUCAK

" Ru¢na” primjena pravila rezolucije u njegovom osnovnom obli-
ku koji je dan definicijom 7.2., pokazala je na mnogim primjerima
da ono u procesu izvodenja disjunkta L kao krajnjeg cilja, generi-
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ra ¢esto velik broj disjunkta koji u tom izvodu nisu ni potrebni. U
cilju pove¢anja efektivnosti uvedene su razne modifikacije osnov-
nog pravila izvoda i strategije generiranja novih disjunkta, kao na
primjer semanticka rezolucija, lock rezolucija, LUSH rezolucija,
SLDNF rezolucija itd. Osnovni problem je u pomirenju dvaju protu
rje¢nih uvjeta: efektivnosti i potpunosti pravila rezolucije.

PROLOG kao programski jezik nema jedinstvenu ni sintaksu ni

semantiku, tako da danas postoji bar desetak verzija jezika, uklju-
¢ujuci i MICRO PROLOG za personalna racunala. Za sve verzije

je zajednicka veoma slaba podrika numeri¢kim prorac¢unima. Rje-
§enja se nalaze ili na nivou operativnog sistema racunala koji omo
gucuje povezivanje programa u PROLOG-u i nekom od procedural-
nih jezika s dobrim numeri¢kim moguc¢nostima ili stvaranjem hib-
ridnih jezika. Posebno vaznu ulogu PROLOG-a vidimo u kontroli

paralelnog procesiranja informacija u vi§eprocesorskim sistemi-
ma. Napomenimo na kraju da je princip rezolucije kao pravilo izvo-
da prosiren i na neke sisteme modalne logike ( vidjeti /6/ ) pa se

mogu ocekivati i takve verzije PROLOG-a.
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SUMMARRY

This paper is primarily concerned with the so-called resolution
principle, a kind of the logical inference rule that appears in
automated theorem proving. Regardless of its simplicity, it is
very powerfull tool in the process of deriving an identically false
( empty ) disjunct from the set of disjuncts which are represen-
ting the standard ( Skolem' s) form of the given clause. Because
of that, it is possible to implement the resolution principle

( including the unification algorithm and the algorithm for trans-
lating a given clause into the standard form ) into the computer,
as a system for mechanical theorem proving. Every such implemen
tation gives us a version of PROLOG, an artificial intelligence
language. Its syntax is a syntax of the first order predicate
calculus. Among the fields of applicability of PROLOG are
question-answering systems, the planning of robotic actions,
expert systems and so on.
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