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JEDNAKOST DIMENZIJA INVERZNOG LIMESA

Neka je X = {X ,f sA} inverzni sistem topoloSkih prostora
Xa, aed, koji zadovolgava,ju uvget dim X = Ind X acd. Da Lz
inverzni limes X = lim X zadovoljava uvjet dim X—Ind X? Analo
gni problem moZemo postaviti za dimenzije ind i Ind te za sve
tri dimenzije dim, Ind 1 ind.

U radu istraiujemo neke dovoljne uvjete uz koje je odgovor na
postavljeni problem afirmitivan.

1. JEDNAKOST Ind (1jm X) = Ind (1im X) = dim (1im X)

Poznato je da jednakost ind X = Ind X = dim X vrijedi ako je X separabilan me
tricki prostor, a jednakost ind X = Ind X ako je X strogo parakompaktan stro=

go nasljedno normalan [s] (specijalno, savrSeno normalan Lindelofov prostor

O:s11 ).

1.1. TEOREM. Ako je X limes niza X =‘[Xn,fnm,N }separabi]nih metrickih pros=
tora Xn i surjektivnih veznih preslikavanja fnm’ tada je ind X = Ind X = dim
(Tim X).

Dok az . Projekcije fn : X *’Xn su surjektivna preslikavanja pa je X sepa-
rabilan metricki prostor. To znaci da je ind X = Ind X = dim X.

KaZemo da je prostor X nasljedno Lindelofov ako je Lindelofov svaki njegov pot=
prostor. Svaki regularan prostor prebrojive baze je nasljedno Lindelofov [7:247].
Odatle slijedi da je svaki separabilan metricki prostor nasljedno Lindelofov
[7:320]. S druge strane, Lindelofov prostor je nasljedno Lindelofov ako (i sa-
mo ako) je savr3eno normalan [7:2497.

1.2. LEMA. [14 JAko je X = {Xa,(xS,A } dobro uredeni inverzni sistem nasljedno

Lindelofovih prostora 41 sa svojstvom cf(A) #U)1, tada je 1im X nasljedno Lin-

delofov prostor.
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1.3. TEOREM. Neka je X = {X&,ﬂ,B,AJ dobro uredeni inverzni si-
stem nasljedno Lindelofovih prostora X;. Ako je cf(A) #v ,tada
je ind (lim X) = Ind (1lim X) = dim (lim X).

1.4. NAPOMENA. MoZe se dokézati da je za takve inverzne sis-
teme dim (lim X) < n ako je dim Xﬁg n, geA. Dokaz slijedi iz
Cinjenice da za svaki otvoreni Ugl}m X postoji indeks acA i

3 c 2 = -
otvoreni skup U €X sa svojstvom U = £72(u,) L14].

Za dobro uredene inverzne sisteme koji imaju savrSena vezna
preslikavanja (otvorena vezna preslikavanja ili su neprek’dni
inverzni sistemi) dokazao je Tkaclenko [ 24] da iz W(Xd) < m
slijedi w(lgm X) < m. Tolnije, ako je W(Xd)<wT, aeA, cf(A)%wT,

tada je w (l}m §)<wT 2

1.5. TEOREM. Neka je X = {X&,fa ,A} dobro uredeni inverzni si

B

stem separabilnih metrilkih prostora kofinalnosti cf(A) # wg e

Ako su preslikavanaj fa savrSena preslikavanja (otvorena pre

B
slikavanja ili je X neprekidni inverzni sistem), tada je za

prostor X = lim X ispunjena jednakost indX = IndX = dimX.

D o k a z. Iz Tkalenkovog teorema [ 24 Islijedi da je X sepa-
rabilan metrilki prostor. Iz napomene l.4. jo$ slijedi da je
dim X £ n ako je dim X £ n, aeA.

1.6. TEOREM. Neka je X = {Xa,faB,A} inverzni sistem metrickih
kompakata i nuladimenzionalnih veznih preslikavanja. Za pros-

tor X = 1lim X vrijedi indX = IndX = dimX.

Dokaz . Iz poznatog teorema za dim inverznog sistema kom-

pakata odmah slijedi da su projekcije f : X+ X nuladimenzio-
194

nalne. K tome je dim X su ako je dimX,=n, acA. X je, dakl

e
normalan prostor koji posjeduje nula-dimenziocnalnoc preslika-

vanje na metrilki kompakt pa je indX=IndX=dimX 1:392] .Dgkaz
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1.7. LEMA. [8:199]. Ako je X strogo parakompaktan strogo nas-

ljedno normalan prostor, tada je indX = IndX.
Iz leme 1.7. odmah slijedi ovaj teorem.

1.8. TEOREM. Neka je X limes inverznog sistema strogo parakom
paktnih strogo nasljednih normalnih prostora i savrSenih vez-
nih preslikavanja. Ako je X strogo nasljedno normalan, tada

je indX = IndX.

Dokaz . X je strogo parakompaktan jer su projekcije fa:X+X,

acA, savrSena preslikavanja [1:148].

KaZemo da je inverzni sistem X ={Xa,£8 sA} ind-s p e c i j a -
1 an (Ind-specijalan, (ind,Ind)-specijalan) ako zadovoljava-

ju uvjete:

X) Za svaki zatvoreni skup Fé:.Xa je indﬁfén (IndFaén, indFa=

= IndFa),

F) Za svaki zatvoreni skup FJ: Xa i svaki Bza je indFazind f;l

B
(F ) (odnosno Ind £ l(F yizeIndF )
o ol a o

S) Za svaka dva zatvorena disjunktna skupa F F2 limesa X pos-

l)
toji indeks oeA za koji je fa(Fl)(\fa(Fz) = 0.

1.9. TEOREM. Neka je X limes ind-specijalnog (Ind-specijalnog)

inverznog sistema X = {Xa’fa ,A}. Ako je inanén(Inanén) za

B

sve oeA, tada je indXsn(IndXsn).

Dokaz . Mi cemo dati dokaz za dimenziju Ind jer je za ind
dokaz slifan i jednostavniji jer tada uvjet S) nije potreban.

Dokaz provodimo totalnom indukcijom po broju n.
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A) Neka je n=0. Neka su nadalje Fl i F2 dva disjunktna zatvorena

skupa limesa X. Zbog uvjeta S) postoji aeA za koji je fa(Fl) N
fu(FZ) = . Zbog IndX=0 postoje disjunktni otvoreni skupovi
Ug? fa(Fl) i V&D fa(FZ) sa svojstvom UaLIVa = Xa' Skupovi

fa (Ua) i fu (Va) su disjunktni, sadrze Fl i F2 i pokrivaju X.

To znali da je IndX=O0.
| B) Neka je Teorem 1.9. istinit za sve inverzne sisteme kod ko-

jih Inanén—l.

C) Dokazimo da je Teorem istinit za prirodan broj n. Za dva
disjunktna zatvorena skupa F1 1 F2 limesa X odredimo neki atcA
u skladu s uvjetom S). Zbog IndXS n postoji pregrada La izmedu

-1
B - fU.B(L(X) )

Bza. Iz uvjeta X) i F) slijedi da je IndLsén—l. Inverzni sistem

fa(Fl) i fa(FZ) koja je dimenzije IndLaén—l. Neka je L

L= {LB’fBY/LY’ a2B2y} zadovoljava hipotezu indukcije B. Dakle
je Ind(1im L) < n-1. Kako je lim L = f;l(La), to je IndXsn. Do-

kaz je gotov.

1.10. Problem. Neka je X limes (ind, Ind)-specijalnog inverz-

nog limesa X. Da 1i je IndX = indX?

S€epin [26:200] uveo je X-metrilke prostore. Svaki metricki
prostor je “-metrilki prostor. Produkt R-metrilkih prostora
je « -metricki prostor. Ako je X y-metricki kompakt a f:X-»Y ot-

vorena neprekidna surjekcija, tada je Y ¥ -metricki kompakt.

1.11. Lema. 3Zepin [25]. Ako je X = {Xa,fa ,A} neprekidni in-

g

verzni sistem W-metriCkih kmpakata i otvorenih veznih presli-

kavanja, tada je X = lim X W-metricki kompakt.
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Fedorluk [10]dokazuje da za svaki M -metrifki kompakt X ispunja
va jednakost indX = IndX. Iz prethodne leme sada slijedi ovaj

teorem.

1.12. TEOREM. Neka je X = {Xa’fa »A} neprekidni inverzni sistem

B

W -metrilkih kompakata Xa i otvorenih veznih preslikavanja fa

Tada je ind(lim X) = Ind(l%m X) ..

B

1.13. NAPOMENA: Usporedi ovaj. teorem s teoremom l.5.

2. JEDNAKOST Ind(lim X) = dim(lim X)

Poznato je [8:254] da je jednakost IndX = dimX ispunjena za

metrilke prostore. Prema tome vrijedi ovaj

2.1. TEOREM. Ako je X = [Xa’fa ,A]l takav inverzni sistem kojemu

B

je limes X metrilki prostor, tada je IndX = dimX. Specijalno,

ako je X inverzni niz s limesom X, tada je IndX = dimX.

Ako normalan prostor X posjeduje zatvoreno dim-nuladimenzional-
no preslikavanje f:X > Y na metricki prostor Y, tada je IndX =

= dimX [1:392]. Odatle slijedi

2.2. TEOREM. Neka je X limes inverznog sistema X = {Xa’faB’A}

metrilkih prostora Xa' Ako su preslikavanja de savrSena i

dim-nuladimenzionalna, tada je IndX = dimX.

Do kaz . Projekcije fa : X > Xa su savrSena preslikavanja
[1:148] pa je X parakompaktan prostor. Nadalje su fa dim-nula-
dimenzionalna preslikavanja. Prema navedenom teoremu Pasynkova

je dimX = IndX.
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Pasynkov [cit.1:394] dokazao je da je IndX = dimX ako je X nor-
malan prostor i postoji Q-diskretno preslikavanje f:X»>Y na me-

triéki prostor.

Preslikavanje f:X»Y je Q-diskretno ako je w-diskretno za sva-
ki konalan pokrival we. Preslikavanje f:X»Y je w-diskretno
ako svaka tolka y iz skupa f(X) posjeduje okolinu V &iji se
original f—l(V) raspada na diskretnu u X familiju otvorenih

"skupova koja je upisana u pokrival w.

2.3. LEMA. Neka je X limes sistema X = {Xa’faB’A} sa Q-diskre-

. Ako za svaki konalan otvoreni

aB

pokrivad U prostora X post031 acA i konalan otvorenl'lprrostora

tnim veznim preslikavanjima f

X sa svojstvom da je f _

B B
projekcije fa : X » Xa Q-diskretna preslikavanja.

(1LB) upisan u pokrival fl, tada su

Dok a z . Jednostavna provjera.

Uvjet ove leme je zadovoljen, prije svega, za kompaktne pros-

tore Xa. Imamo, dakle, ovaj teorem.

2.4. TEOREM. Ako je X inverzni sistem kompaktnih metrickih pro
stora i Q-diskretnih veznih preslikavanja, tada je ispunjena

jednakost Ind(lim X) = dim (lim X .

2.5. LEMA. Neka je X = {Xa’faB’A} o-usmjereni inverzni sistem.
Ako je X = lim X Lindeldfov prostor a projekcije fa ¢ X > Xa

surjekcije, tada za X vrijedi lema 2.3.

Dok az . Neka je - {Ul,...,U } konalan otvoreni pokrivac
prostora X. Za svaki ae A neka je U otvoren skup prostora X
koji je maksimalan u odnosu na SVOJStVO f (U )E&U , i= ,...,k

Neka je Ya = XQ\U{Ui : i=1l,...,k}. Kad bi svi skupov1 Ya bili
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neprazni, imali bi u prostoru X O-centriranu familiju {f;l(Ya)
:aeA}. Kako je X Lindelofov, postoji yE/\{f;l(Ya) : agA}. Ovo
je u kontradikciji s ¢injenicom da je X = \/{U: : aeA, i=1,...,kl.

D(_)kaz je gotov.

2.6. TEOREM. Neka je X o-usmjereni inverzni sistem separabil-
nih metrilkih prostora i savrSenih {-diskretnih veznih presli-

kavanja. Za prostor X = 1lim X je IndX = dimX.

Dokaz . Prostor X je Lindelofov jer su takvi svi prostori

X X [7:320] a projekcije f XX su savrSena preslikavanja
[1:148]. Iz lema 2.3. i 2.5. slijedi da su projekcije Q-diskre
tna preslikavanja. Konafno, iz teorema koji smo naveli prije de-

finicije Q-diskretnih preslikavanja slijedi da je IndX = dimX.

Prostor X je o-metrilki prostor ako je X = \/{XiieN}, gdje
su Xi zatvoreni metricki potprostori. Prostor je p-prostor
ako je potprostor produkta prebrojivo mnogo parakompaktnih
O-metrilkih prostora [15]. Produkt prebrojivo mnogo p-prostora
je u-prostor. Za p-prostor X je dimX = IndX [15: Theorem 1.].
Prostor je up-prostor dimenzije dimXsn onda i samo onda kada
je homeomorfan limesu inverznog niza parakompaktnih & -metrié-

dimenzije dim X sn. [15: Theorem 2.].

kih prostora X K

k

Na temelju svega navedenog slijedi ovaj teorem.

2.7. TEOREM. Ako je X limes niza X = {Xn, fnm’N} o-prostora Xn’
tada je IndX = dimX.

Dokaz. X je dio produkta {Xn:neN} koji je produkt prebro-
jivo mnogo parakompaktnih o-metrilkih prostora. Dakle je X

p—prostor pa je IndX = dimX.
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|
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2.8. PROBLEM. Neka je X inverzni sistem koji zadovoljava uvjete
X), F) i X). Ako je dimXa = Inan, da 1i je dim(lim X) = Ind

i ?
(1im X)?
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Loncar I. Equality of the dimensions of inverse limit
SUMMARY
Some sufficient conditions for the equality of the dimensions

dim, ind and Ind are studied. We introduce the notions of

ind-, Ind- and (ind,Ind)-special inverse systems.
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