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*SINGULARNE PERTURBACIJE SVOJSTVENIH VRIJEDNOSTI

U ovom radu promatra se problem singularnih perturbacija svoj-
stvenih vrijednosti u Soboljevljevim prostorima (Dirichletov
problem). Problem je singularne smetnje jer je red p~rturbi-
ranog diferencijalnog operatora ve6i od reda neperturbiranog.
Stummelova teorija osigurava nam konvergenciju svojstvenih vri
jednosti pod izvjesnim pretpostavkama. Napravljena je i asimp~
totika uz pomo6 tehnike kvadratne interpolacije i metodom Ray- .
leighevog kvocijenta. Stummelova teorija primjenjuje se tako-
der i na problem singularne smetnje kada se perturbira domena.
Izlozena je metoda Brezisa za svojstvene singularno-perturbi-
rane transmisijske probleme.

O. UVOD

Problem singularne perturbacije svojstvenih vrijednosti koji
ovdj e razmatramo sastoj i se u slij edecemt neka je Q c: Rn omc-
den otvoren skup s glatkom granicom r, a Lo i Ll unilonnno
elipticki operatori reda 2m i 2m1, m1>m. Ispitati asimptotiku
svojstvenih vrijednosti problema:

2ml
u e:H (Q)e:

dme1 u
• • •• = -1 e: Ir

dvm1

(L + e:L1)u =A.Uo e: e:e:
dU

U e: Ir = dV E Ir = o

kada je e:+O. Ovdje se radi 0 asimptotskoj teoriji perturbaci-
cije (vidi Kato [lJ). U toj teoriji rezolventa ili svojstvene
vrijednosti nisu analiticke funkcije parametra, vec je uz od-
redene uvjete moguc samo asimptotski razvoj tih velicina.Pro-
blem je singularne smetnje post~ je red operatora L1 veci od r~
da operatora L .i po sto D(L) D(L1). Osim toga, ne moz emo
sacuvati sve r3bne uvjete °Z8 e:=O jer bi takav rubni problem
bio preodreden.
Mathematics subject classifications (198):Primary 34D15~
Secondary 34E15
Key word ans phrases: Singular perturbation~ eigenvalue
* Izvod iz istoimenog magistarskog rada.
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Loncar P. Singularne perturbacije Zbornik radova(1985/86),9-10

U prvom poglavlju razradujemo Stummelovu teoriju. Uvodi se po-
jam diskretne konvergencije i dobiva konvergencija svojstvenih
vrijednosti pod izvjesnim pretpostavkama, kako za obicne tako i
za parcijalne diferencijalne jednadzbe. U potonjem slucaju na-
pravljena je i asimptotika, i to uz pomoc tehnike kvadratne in-
terpolacije i metodom Rayleighevog kvocijenta.

U drugom poglavlju promatraju se problemi singularne smetnje
kada se perturbira domena isvojstveni problemi transmisije.Fu~
damentalna je tu Stummelova ideja 0 ulaganju Snboljevljevih pro
stora Hm (G ) u Kartezijev produkt prostora L2(Rn) tj. prosto;o e
Lm,2 1 v • bac Ii d . dB· 1 v •za s ucaJ pertur aC1Je omena 1 meto reZ1sa za s ucaJ
transmisionih problema.

1. STUMMELOVA TEORIJA I SINGULARNE PERTURBACIJE

1.1. Stummelova teorija

Uvodimo najprije vazan pojam tzv. diskretne konvergencije (po
Stummelu [2J do [7J). Neka je E realan ili kompleksan Hilber-

1=0,1,2, ..tOY prostor sa skalarnim produktom ( , )E te E1,

niz potprostora od sa skalarnim produktom ( ')E
1

takvih da
odgovarajuce norme zadovoljavaju:

Uu HE = Uu II Eo' uEEO; UuUE~]J~uIlEl' uEE1, !EN za neku konstantu
1.1, ]J~O.

Definicija 1.1.1. Kazemo da niz ulEEl diskretno konvergira k
uo' uoEEo ako ul E Uo u E i ako UU1UE1+DuoIIE. Diskretnu konver-
genciju oznacavamo s ul+uo ili s-lim ul = uo.

Diskremu konvergenciju opisujemo preko familije restrikcij-
skih operatora. To su operatori R1E B(E,El) sa svojstvom:

(u,v)E = (u,Rlv)E ' uEE1,vEE, 1 = 0,1,2 •..•
1

Pretpostavljamo da vrijedi slijedeca pretpostavka:
Rl E Ro koju oznacavamo sa (R). Lako se odatle vidi da Rlv E
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Rvo
tan

i da je zabtjev diskretne
sa Jlul - RlU0

"

E
1

.•.•0 kada
konvergencije ul+uo
1+00.

ekvivalen-

Definicija 1.1.2. Kazemo da niz UlEEl
gira k U EE , tj. ul-u ako ul--E Uo 0 0 0
niz. Pisemo jos i w-lim ul = uo•

slabo diskretno konver-
i ako je Qul'E omeden

1

U praksi je uvjet (P) tesko provjerljiv. Zato cemo se posluzi-
ti slijedecim teoremom:

Teorem 1.1.3. Slijedeci uvjeti su nuzni i dovoljni da hi hio
ispunjen uvjet (R):
(Rl) Postoj i gust potprostor D =E i za svaki 'fED postoj i

000
niz 'flEEl sa svojstvom 'fl+'f(kada1+00).

(R2) Za svaki slaho diskretno konvergentan podniz wI' w1-w
(kada 1+00) takav da je wleEl za sve leN vrijedi weEo.

(R3) Hm URlvl/E ~URovIE za svako v£E.
l~ I

Dokaz se moze naci u F. Stummel [2J, teorem 20.

Pojam jake i slahe diskretne konvergencije lako se prenosi
na familiju funkcionala.Uzmimo da imamo niz omedenih linearnih
funkcionala 1 eE', n=0,1,2 ••• i omedeni linearni funkcionaln n
leE'. Po Rieszovu teoremu postoje jedinstveni 'elementi vleEI
i veE takvi da I (~)= (~,v )E ' ~eE , n=0,1,2, .••; 1(~)=(~,v)E'n n n

n~eE.
Definicija 1.1.3. Niz funkcionala 1 eE' , neN diskretno konver-

n n
gira k funkcionalu leE' ako v~v (kada n+oo).o 0 n 0

Definicija 1.1.4. Niz funkcionala lneE~, neN slaho diskretno
konvagira k funkcionalu 1 EE' ako v -v (kada n+oo). \o 0 n 0
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Ana10gno se ovi pojmovi definiraju i za niz seskvi1inearnih
formi.

Definicija 1.1.5. Niz seskvi1inearnih formi a1 na E1, 1=0,1,2 ••.
zovemo stabi1nim ako postoji konstanta a~O takva da je
la1(<p,'¥)I~a.II'¥IIE·II'¥IIEcim su <p,'¥£E1, l£N U{O}.

1 1
Definicija 1.1.6. Niz seskvi1inearnih formi a1 na E1 zove se in-
verzno stabi1nim ako postoji konstanta ao~O takva da je

Vazni su j os poj~ konzistentnosti i konvergencije.

Definicija 1.1.7. Niz neprekidnih seskvi1inearnih formi a1
zove se konzistentnim u tocki u E E ako

o 0
. l' 0 . l' ( 0)sa svoJstvom s- 1m u1=uo 1 s- 1m a1 .'U1

na E1, 1=0,1,2, •••
postoji niz u~£E1
=a(.,u).

o 0

Definicija 1.1.8. Niz neprekidnih seskvi1inearnih formi a1 na
E1, 1=0,1,2 .•• zovemo konzistentnim ako postoji gust podskup
DaC Eo i za svaki <P£Da niz <PI £E1 sa svojstvom <P1+<P:i s-lim
a1C·,<P1) aoC.,<P).
Definicija 1.1.9. Niz omedenih seskvi1inearnih formi a1 na E1
zove se konvergentnim u tocki u £E ako postoji barem jedan nizo 0
u~£E1 takav da je s-lim u~ = Uo i ako za svaki niz u1£E1 takav
da u1+ Uo vrijedi s-lim a1(·,u1) = aoC.,uo).

Definicija 1.1.10. Niz omedenih seskvi1inearnih formi a1 na E1
zovemo konvergentnim ako je on konvergentan u svakoj tocki u £E .o 0

Teorem 1.1.11. Stabi1nost i konzistentnost niza a1 seskvi1inear-
nih formi na E1 nuzni su i dovo1jni za konvergenciju a1+ao'
CDokaz F.Stummel [3J 1.2.(6)).
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Lonc~r P. Singularne perturbacije Zbornik radova(1985/86),9-10

Uvodimo JOB neke pojmove koji poopcuju pojam kompaktnosti. Njih
cemo definirati za operatore.

Definicija 1.1.12. Niz operatora KlEB(El) zovemo diskretno
kompaktnim ako za svaki niz ul' ulEEl, UUl"E ~c postoji podniz
lIEN i element WE Eo sa svojstvom Kl1 u1; w. 1

Definicija 1.1.13. Niz operatora KlEB(E1) 1EN zovemo slabo dis
kretno kompaktnim ako za svaki slabo diskretno konvergentan
nulniz u1EE1, u1~0 vrijedi Kl ul + o.
Definicija 1.1.14. Niz omedenih seskvi1inearnih formi k1 na El
zovemo slabo kolektivno kompaktnim ako je k1 kompaktna za svako
1, 1=0,1,2, ... i ako za svaki niz v1EE1, lEN takav da je w-1im
v1=0 vrijedi lim k1(v1,.)Ei = O.

1+00
Definicija 1.1.15. Niz omedenih seskvi1inearnih *formi hI ,~dj'"n.·"·

*niz pridruzenih operatora B1,1=0,1,2, ••.
kompaktnim ako za svaki slabo diskretno

*konvergentni nulniz w1EE1, w1~0(1+oo) vrijedi B1 w1+O.

giranih formama b1, tj.
zove se slabo diskretno

Definicija 1.1.16. Omedenaseskvi1inearna forma a1 na E1, 1EN
zove se jako eliptickom ako postoji pozitivna konstanta Y1 i
kompaktna striktno pozitivna seskvi1inearna forma k1
na E1 sa svojstvom:

Definicija 1.1.17. Niz omedenih seskvi1inearnih formi a1 na
E1, 1=0,1,2, ••• zove se uniformno jako koercitivnim ako po-
stoji pozitivna konstanta y i slabo ko1ektivno kompaktan niz
seskvilinearnih formi k1 na E1 takvih da vrijedi:

YB~~~Re al(<j>,<j»+ Rl kl (<j>,<j»;<j>EEl,1 = 0,1,2, •••
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Teorem 1.1.18. Svaki diskretno kompaktan niz operatora K1EB(El)
*i svaki slabo diskretno kompaktan niz operatora K1EB(El) je sta

bilan.(Stummel [3J 3.1 (2) ).

Promotrimo jos jedan poseban slucaj, tj. E1C E za 1=0,1,2, .
pri cemu su El i E Hilbertovi i ( , )E = ( , )E za 1=0,1,2 .
Restrikcijski operatori Rl su onda ort~gonalne projekcije u E
na El, a biljezit cemo ih sa Pl.

Definicija 1.1.19 ..Kazemo da niz E1C E konvergira ka Eoc E i
pisemo lim El = Eo vrijedi s-lim inf El = s-lim sup El = Eo
i w-lim inf El = w-lim sup El = Eo (konvergencije su u E).

Slijedece tvrdnje su ocite:

1) P l'-+Poako i
2) lim E1 = Eo

E Co E •
1 0

same ako lim E = E1 0
ako i same ako EoG s-lim inf El i w-lim sup

Definicija 1.1.20. Par omedenih seskvilinearnih formi a1 i b1
na E1 zove se jako definitnim ako vrijedi IRe al ($,$)!+!Re b1)
($,$)I~O cim je $EE1 ' $# O.

1.2. Svojstveni problem

Sada nas zanima sto mozemo reci 0 ponasanju svojstvenih vri-
jednosti Al svojstvenog problema:

a1($,w1) = A1·b1 ($,w1), $£E1, 1 = 0,1,2, ...

Pri tome su a1 i b1 omedene hermitske seskviilnearne forme na
E1, a E1, 1=0,1,2, •.• kompleksni Hilbertovi prostori takvi da
vrijede slijedece pretpostavke:
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(A) Prostor Eo je separabi1an, a prostori E, E1, 1=0,1,2, ••. su
komp1eksni Hi1bertovi takvi da vrijedi pretpostavka (R): Rl iRo
(kada 1+00)
(B) Nizovi omedenih seskvi1inearnih formi a1 i b1 na E1, 1=0,1,2, ••.
su konzistentni (definicija 1.1.8).

(C) Seskvi1inearna forma b1 je kompaktna za svako 1, 1=0,1,2, ..•
*a niz bl, 1=1,2,3, ••• je slabo diskretno kompaktan (definicija

1.1.13).
(D) Par aI' b1 je jako definititivan na E1 za svako 1,1=0,1,2 ....
(E) Niz a1 na E1, 1=0,1,2, .•. je uniformno jako koercitivan (u
sk1adu s definicijom 1.1.17).

Ako su Al i Bl operatori asocirani uz seskvi1inearne forme a1 i
b1, tada definiramo rezo1ventni skup od Al i spektar od Al s
obzirom na B1:

-1P(a1,b1) = P(A1,B1) = {z€C: (AI - zB1) €B(E1)}

L(a1, b]) = L(A1, B1) = C\P(A1, B1)

G1avni rezu1tat dan je slijedecim teoremom (Stumme1 [2J,3, (14))

Teorem 1.2.1. Neka su ispunjene pretpostavke (A) do (E). Neka je
A svojstvenao
kratnoscu m i

vrijednost od ao s obzirom na b s a1gebarskomo
k· (1) (2) (m) b d . , .ne a Je wo ' w 0 ,•••,wo aza 0 govaraJuceg svo~

stvenog potprostora. Neka je U proizvo1jna kompaktna oko1ina od
A u C i L(a , b ,(AU = {A }. Tada za skoro sve 1, 1=1,2, ••• po-
000 0

• • v •• h .. d ., (1) ,(m) b . .h dStOJl tocno m svoJstvenl vrlJe nostl A 1 ,•••• A 1 rOJenl 0

na njihove a1gebarskekratnosti i 1inearno nezavisni vektori
(1) (2) (m) . (1) (m)w l' w l'···'w 1 u suml a1gebarskih potprostora od A l ,••. ,A 1

(1) (m) (k)sa svojstvom L(a1,b1)f)U {A 1, ••• ,A 1 }s time da A l~A i
w(k)+ w(k) (kada 1+00) za k = 1,2, ••• m. 0

1 0
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U praksi je tesko provjeriti uvjet (C). Evo jednog dovo1jnog
uvjeta:
Propozicija 1.2.2. Neka je b1 na E1, 1=0,1,2, •.. konzistentan
niz omedenih seskvi1inearnih formi i neka je k na E kompaktna
striktno pozitivna seskvi1inearna forma. Tada je niz adjungi-

*ranih formi b1, 1=1,2,3 •.• slabo diskretno kompaktan onda i
samo onda ako za svako E~O postoje pozitivni brojevi neE) i
V(E) takvi da je:

Dokaz se moze naci u Stumme1 [2J, 3 (18).

Dodajmo jos i to da se za svaki slucaj da su a1 i b1 hermitske
seskvi1inearne forme na E1, 1=0,1,2 ... za koje vrijede pretpo-
stavke (A) do (E) dobiva iz teorema 1.2.1. konvergencija ure-
denih nizova svojstvenih vrijednosti, tj. A(~)~A(~) kada l~oo,
k = 0,1,2, ... ,-1,-2 ..•

Ova se teorija moze primijeniti na slucaj singu1arnih perturba-
cija kako obicnih tako i parcija1nih diferencija1nih jednadzbi.
Razmotrimo npr. svojstveni problem za jednadzbu:

EQU + Pu = A(E) . u

pri cemu su Q i P hermitski diferencija1ni opera tori definira-
ni na zatvorenom interva1u a~x~b:

Qu m, dk dku).
1: . k (qk(x). k' Pu

k=O dx dx

Pk(X) i qk(x) su glatke rea1ne funkcije ga a.b takve da vaze
uvjeti e1ipticnosti: (_I)m p (x)~O, (-1) 1 a (x)~O za a~x~b.

m Inl
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Rubni uvjeti su Dirichletovi:
u(k)(a) = u(k)(b) = 0 k = 0,1,2, ..., m1-1

Da primijenimo Stumme10vu teoriju gledajmo forme asocirane uz
operatore P i Q:

m b dku dkvp(u,v) (_l)k J Pk(x) m= L dx; u,vEH (a,b)
k=O a dxk dxk 0

m1 b dku dkvq(u,v) (_l)k J qk(x) dx; u,vEHm1(a,b)L
dxk dxkk=O a 0

Uvjeti e1ipticnosti osiguravaju koercitivnost formi p i q:
p(u,u)~C Uull 2 , uEHm (a,b)m 0

q(u,u)~C1 U un2
m1

Perturbirani svojstveni

m1,uEH (a,b)o

problem tada glasi:

Eq(U,V) + p(u,v) = A(E) • (u,v) za sve u,vEHm1 (a,b)o 0

Uzmimo sada niz pozitivnih brojeva E1 takvih da E1+0 kada 1+00

i definirajmo:

a1(u,v) E1q(u,v) + p(u,v), 1EN
q (u,v) p(u,v)0
b1 (u,v) (u,v) 1 0,1,2, •..0m' Hml(a,b) !ENE = E H (a,b), E10 0 0

222DullE = "ullE = p(u,u); lultE = E1q(u,u) + p(u,u)
o 1

Lako se provjeri da su ovdje ispunjene pretpostavke (A) do (E)
pa se time dobije konvergencija uredenih nizova svojstvenih
vrijednosti A (E) A , A je tu n-ta po redu svojstvena vrije-n n n
dnost nu1tog problema:
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\

u(k)(a) = u(k)(b)

Pu = A u
n

o k = O.I.2 ••..•m-l

Stummelova teorija moze se primijeniti i za slucaj parcijal-
nih diferencijalnih jednadzbi. Neka je n glatka omedena dome-
na u R

n i neka je dana forma:
n

b(v.w) L lb .. (x) D.v D.w dx +1 b (x) v w dx
i.j=1 n 1J J 1 n 0

na V HI (n) time da D. v. deriviranje tj.s znaC1 po xi'0 0 1
D. = ~ • b ~O glatka na Rn kao i b ... JOB pretpostavljamo da1 cx . 0 1J
je matrlca [b ..J pozitivno definitivna i simetricna na Q.1.J
Time smo osigura~nkoercitivnost forme b. tj. postojanje kon-
stante k~O takve da vrijedi b(v.v)~klvCl ~za sve v£H1(Q). Ope-

2 • ~G m 0
rator B asociran s formom b u L (n) je: Bv =- L D.(b ..D.v)+b v. . 1 1 1J J 01.J=
a neperturbirani svojstveni problemi Bu = AU u n. uan = 0 ili
varijacijski b(u.v) = A(U.V); u.v£H1(n). Za perturbirajucu

o
formu uzet cemo: a(v.w) L 1 a Q(x) D8 v D w dx na

I a~
lal .18~2 n
a a w

V a8ai to je glatko

za sve multiindekse d..)S ilalj18\ ;;;;2. Asocirani diferencijalni
la! a . ,.operator uz formu a je: Av = L (-1) D (a D v). Pret

lal,J31 ~ 2 . ",. -
postavimo Ii koercitivnost Iorme a. tj. postojanje konstan-

2 2te C~O takve da vrijedi a(v.v)~C IV!2 za sve VEH (Q), tada,a 0
perturbirani svojstveni problem glasi:
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ili u varl]acionom obliku: £.a(u ,v) + b(u ,f) = A (u ,f) 0 ~£ £ £ £ ,~G

za sve V£H~ (Q). Neka je sada £1 niz pozitivnih brojeva ta-
kvih da £1+0 kada 1+00• U skladu sa Stummelovom teorijom sta-
vimo: al(u,v) = £la(u,v) + b(u,v), l£N
a (u,v) = b(u,v); b1(u,v) = (u,v) ~ l£No 1 2 o,~.
E = Eo = Ho(Q) ; E1 = Ho (Q)

222lullE= UuU E b(u,u); UU,I!E = £la(u,u) + b(u,u); l£N
Uvjeti (A) d8 (E) lako se pr5vjere (npr.uvjet (C) uz pomoe pro-
pozicije 1.2.2.) pa po teoremu 1.2.1. lako zakljucimo na kon-
vergenciju uredenog niza svojstvenih vrijednosti perturbiranog
problema prema uredenom nizu svojstvenih vrijednosti nepertur-
biranog problema (kada £+0).

Stummelova teorija ne daje asimptotiku za svojstvene vrijedno-
sti. Evo nekih Greeenleejevih rezultata dobivenih u radovima
[9J, [10J, [llJ. Tehnika kojom su ti rezultati dobiveni bazira
se na upotrebi Rayleighevog kvocijenta.' Izlozimo je.

Uzmimo na casak da radimo u nekom Hilbertovom prostoru H sa
skalarnim produktom (. , .). Na zatvorenom potprostoru V Co
H 4efinirana je neprekidna hermitska bilinearna forma b(v,w).
V je po pretpostavci gust, a b H-koercitivna. V je normirano 0
s normom IVI = Ib(v,v). Nadalje, neka je a(v,w) nepreki-o
dna hermitska bilinearna forma definirana na zatvorenom pot-
prostoru V koji je gust u V • Pretpostavljamo da je forma ao
nenegativna i zatvorena u D(b). Prostor V normiramo s normom
IV) = la(v,v) + b(v,v).v

Uzte forme vezemo operatore B,.:A; i A ovako:
£
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(Bv, w) = b(v,w) , vED(B), BVEH, WEV
0

b(Jtv,w) a(v,w) , vED(l) , J,VEV , WEV
0

(A v, w) Ea(v,w) + b(v,w), VED (AE), A EVEH, WEVE

Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da su spektri
od B, t i A diskretni (u slucaju da su V, V i H Soboljevlje-E 0

vi prostori, to osigurava standardna elipticka teorija (vidi
S.Agmon [8J». Uzmimo sada da je A izolirana prosta stabilna
svojstvena vrijednost od B, sa svojstvenim vektorom u.

Definicija 1.2.3. Izolirana svojstvena vrijednost A od B ko-
nacne algebarske kratnosti p, p~l zove se stabilnom ako se za
E dovoljno maleno presjek proizvoljne izolirajuce okoline od

A'ispektra od A sastoji od tocno p svojstvenih vrijednosti
E

brojenih do na njihovu algebarsku kratnost. Kljucni teorem je
ovdje (Greenlee W.M. [llJ teorem 2.2.):

Teorem 1.2.4. Neka je A izolirana, prosta, stabilna, svojstve-
na vrijednost od B. Nadalje, neka postoji funkcija k: (O,E J+o
+(0,00) takva da k(E)+O kada E+O i ~EH, ~ I ° takav da
A-I u = A-1(u - k(E) ~) + O(k(E» u H

E

Ako je A prosta svojstvena vrijednost od
E -1 -1 2tada vrijedi A = (.A u,u) - k (E) .A.

E E

S je pri tom omedeni hermitski operator u H definiran ovako:
-1Su = 0, S ~ B (B -A) na ortogonalnom komplementu od u.

Posljedica 1.2.5. Uz pretpostavke teorema 1.2.4. vrijedi asim-
- 2ptotika A = A+ k(E).A.(U,U) + O(k (E»

E

A takva da A +A,E 2E
(S~,~) + o(k (E».

Postoji i analogna verzija gornjeg teorema za slucaj visestru-
kih svojstvenih vrijednosti (vidi Greenlee W.M. [llJ, teorem
3.1.).
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uRn. Gledamo dvije for-
dx na V = H2(Q) io

Neka je sada ~.gLa tka , omedena domena
S ame: a(v,w) ~ f aaS(x) D v D w

lail'SI ~ 2Q

~ f b ..(x) D.v D.w dx + fb (x)
. . ,..., 1J, ,J 1 ,...,0
1,J ~. u

b(v,w) v w dx na

v = H1(Q).o 0
Rn, matrica

Jos pretpostavljamo b ~O, bo 0
[b ..J pozitivno definitna

1J nxn
aaS = asa, i to je glatko za sve multiindekse «.s. lal~2, ISI~ 2.
Neka je A prosta svojstvena vrijednost od B, a u pridruzeni

kao i b .. glatke na
1J

i simetricna na Q,

svoj stveni vektor takav da je I/u" ,...,= 1. Lako se provj eri da
0, ~.

je A stabilna svojstvena vrijednost (Greenlee W.M. [9J, teo-

nost od A
£

U da bismo

rem 2.1.). Nadalje, neka je A jedinstvena svojstvena vrijed-
£

takva da A +A • Nadimo asimptotiku rjesenja w =A-1
£ £ c

mogli primijeniti teorem 1.2.4. Problem je dakle
4 ' 2ovaj: A w = u, w £D (A ) = H (Q) f\ H (Q).£ £ £ £ 0

w se lose ponasaju u okolici ruba, sto se popravlja korekto-e
rima.oQ pokrijemokonacnim brojem otvorenih podskupova D.,

1

i = 1,2, .•. ,m i u svakom od njih uvedu se glatke lokalne koor-
dinate (t , 4>~), j=1,2, ••. ,n-1; i=1,2, •.. ,m pri cemu je t =

J
p/IE, p= dist (x , oQ), a pi 4>~ su izabrani tako da vrijedi
IVp(x,}1 = 1,VP.V4>~ =V4>~ .V4>t = ° za j f k. Sa tl, 1=1,2, .•• ,m;
m
~ '~ = 1 oznac Lt cemo C""-particiju jedinice podredenu pokri-

1=1 1
vacu {D1}, 1 = 1,2, ••• ,m. D varijablama (t, 4>i) operator A£
glasi (nakon razvoja koeficijenata od A u red potencija po

~ -2 1 1 04 1 1 02 -2 ~ r 1].1= £):].1 (al(O,4>i) a (0,4>.) -2) +].1 >1].1 M (2)ot4 0 1 at r= r
pri cemu je:
1 1a1 (0, 4>i) =

1 1ao(O,4>i)

~ aaS(x') (n(x,»a*S
lal ,/SI=2

= ~(x') [bij (x') J ~(x') a (x')o
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pri cemu je x,••(O,4>~)£aQ,a n(x') vanjska normala na an u toc-
1-

ki x' £aQ Uz pomoc tzv. matching techniques na rubne uvjete
(vidi W.Eckhaus [12J) dolazi se do Ansatza:

. m • 1 1
w (x)-E ~Jw.(x) + ~ E ~l(x) E ~Jv.(t, 4>i)'1=1,2, •.•,m (3)

£ j~O J 1=1 j~O J

Pri tom su w. clanovi vanjskog razvoja, a v~ clanovi nutarnjeg
J J

razvoja, tj.funkcije tipa rubnog sloja (u biti funkcije s no-
sacem u okolici ruba - korektori). Primijenimo Ii operator
£A + B na (3) i to u obliku (2) na funkcije tipa rubnog sloja,
a u standardnom obliku na clanove vanjskog razvoja, te izjed-
nacimo koeficijente uz iste potencije od ~ s nulom, dobijemo
nakon kraceg racuna:

-1 3/2 2w£ = A u + ~w1 + O(~ ) u L (n)

(w£'u) = (wo'u) + ~(w1'u) + ~2(w2'u) + 0(~3)
Znaci, imamo ispunjene pretpostavke teorema 1.2.4. sa k(£) =

1/2£ ~ i u = -Awl pa izracunamo Ii jos uz pomoc Greeenove
formule prvi korekcijski clan (w1,u), dobijemo:

h£ A+ £1/:~(a1 • ao)1/2J- ~~12 dS + 0(£)

2. PERTURBACIJA DOMENA U ELIPTICKIM RUBNIM PROBLEMlMA
I PROBLEMI TRANSMISIJE

2.1. Perturbacija domena u eliptickim rubnim problemima

Pogledajmo sto daje Stummelova teorija za slucaj svojstvenog
problema tipa A u = ABu u domeni G , pri cemu se G u iz-e e £ £ £ £
vjesnom smislu "steze" na domenu G . Kljucna ideja je da seo
Soboljevljeve prostore Hm(G1), l£N ulozi izometricki u Karte-
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z1Jev produkt prostora L2(Rn). To je korisno stoga sto opceni-:0 Anije jasno kako prostor Hm(G1) prosiriti do prostora Hm(G),
G.::>G1, 1e:N U {O} (prosirenje nuLom tu sigurno nije dobro jer
derivacija na rubu podrucja moze dozivjeti skok).

Definicija 2.1.1. Pod Lm,2 podrazumijevat cemo Kartezijev pro-
2 ndukt prostora L (R ), i to od ono1iko c1anova ko1iko ima mu1-

tiindeksa a =(Q1' a2,···,an) reda lal = a1 + a2+ ...+an ~ m,
a.~Ne:U {oJ za i = 1,2,...,n. Lm,2 je Hi1bertov prostor sa ska
1

1arnim produktom (u,v) =1 f f ua(x) va(x)dx ako sum al = m Rn
a m 2 m 2v = (v ) iz L ' • Normu prostora L' pi-

lal ~m
a

u = (u ) I 1< 'a =m
semo U II •m

Definicija 2.1.2. Neka je G izmjeriv skup uRn. Tada definira-
m 2 {m 2 nmo L' (G) = ue:L' : u = 0 s , s , u R \G}.

o

Definicija 2.1.3. Sa J~ oznac Lt cemo prirodno u1aganje prosto-
m m,2 m ara H (G) u L : (JG u)(x) =«D u)(x» lal~m za xe:G i

m n m m(JG u)(x) = 0, xe:R \G. JG pres1ikava prostor H (G) izomorfno i
izometricki na zatvoren potprostorJHm (G) od Lm,2.

1 2Neka je sadam=l i neka su na prostoru L' zadane dvije seskvi
1inearne forme:

n f k k dx, b(u,v) f 0 0 dxa(u,v) L
u v= u v Rn

k=l Rn
11,2 (u0 1 n (v0 1 ngdje su u, v s ; u = , U J ••• J U ) i v = , V , ... ,v).

Teorem 2.1.4. Neka je Eo' E1, •.. niz zatvorenih potprostora od
L1,2 takav da je 1im E = E i da je niz b,E, 1=0,1,2 •••
slabo ko1ektivno kompaktan.o Tada su nizovi 1 ~ i ok sta-
bi1ni i konzistentni u svakoj tocki u e:E• Niz aLl je 1uni-

o 0 I~

formno jako koercitivan. Za svako 1, 1=0,1,2, ••. bar seskvi1i-
nearnih formi 1E i blE je jako definitan.
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Dokaz: F. Stumme1 [6]; 2.1. (6)

Promotrimo sada fami1iju svojstvenih problema:
-v (k) ,,(k) (k) G

1_W 1 = A 1 w 1 u

w(~)= 0 na aG1

pri cemu je W(~)E H!(G1) za 1 = 0~1,2, ..., a
vena vrijednost gornjeg problema. Niz G=G ,o
pretpostavci uniformno omeden niz otvorenih

(I)

A(k)k-ta
1

G1, G2,···

podskupova

svojst-
je po
u Rn ko-

ji imaju ova svojstva:

(GO) Za svaki kompakt K, KeG vrijedi Hm caP1 (K\G1)
(G1) 1im mes (G1\G) =0 (Lebesgueova mjera)
(G2) Skup S = 1im sup (aGf\G1) ima svojstvo segmenta, tj. G
posjeduje loka1no konacan otvoren pokrivac {O., iEI} i vektore

1

x + ty.EG za svako
1

*O.

{y., iEI} takve da za sve t, O<t<l vrijedi
1

XEGf\ 0.".
1

Definicija 2.1.5. Pod zatvorenim 1imesom superiorom nekog niza
n -- nSlCR , 1im sup Sl podrazumijevamo skup svih tocaka x iz R

koje imaju svojstvo da za svaku njihovu otvorenu oko1inu U, skup
U()G1 je neprazan za beskonacno mnogo 1EN.

Varijacijska formu1acija problema (I) glasi:

IV,+.. VW{k)dx - (k) I
G

"."'I 1 It 1
G1 1

1=0,1,2 ...;

HI
J 0
(I)

(k) . (k) (k) (k)~ (<Pl'~ 1) = It 1 b1(<P1, ~ 1 ),<p lEE1, ~ 1 EEl i
1

(k) 1 (k)~ 1 = JG W 1 ' 1 = 0,1,2, .•.• Stumme1 je u radu [6J 2.2.

Stavimo Ii E1 =
1acija problema

(G1), 1=0,1,2 ..., tada varijacijska formu-
glasi:

* Definiciju kapaciteta vidi u StummeZovu radu [6J~ str. 125.
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(5) pokazao ovakvu propoziciju:

Propozicija 2.1.6. Neka je G = Go.G1.G2 •••• uniformno omeden
niz otvorenih podskupva u Rn koji zadovoljavaju uvjete (GO).
(Gl). (G2). Tada je li~ J H:(G1) =JH:(G) za sve m. mEN i niz
bl Hm (G ) je slabo l~iektivno kompaktan.

J 0 1
Primijenimo Ii sada teorem 2.1.4 .• to ivdimo da su ispunjene
sve pretpostavke (A) do (E) iz paragrafa 1.2 pa iz teorema
1.2.1. zak1jucujemo na konvergenciju svojstvenih vrijednosti

jednosti i svojstvene
A(klA(k). 1+00•

1 0

i svojstvenih vektora problema (I) kada l~na svojstvene
vektore problema (I) za 1=0. tj.

. (k) (k)k=1.2.3, •••; w 1 ~wo kada l~oo,k=1.2 ••••

vri-

2.2. Problemi transmisije

Promatramo neke primjere transmisijskih svojstvenih problema.
i to konkretno krutih elipticko-eliptickih i krutih elipticko-
eliptickih s rubnim slojem.

Opca shema (vidi [13J i [14J).

Uzmimo da su V. W i H realni. separabilni Hilbertovi prostori
takvi da je V Co W Co H s gustim i kompaktnim ulaganj ima. Norme
tih prostora oznacuj emo respektivno sa U I • 1/ II , 1/ II H • Na Vv w
odnosno W zadane su dvije neprekidne seskvilinearne forme
a(u,v), tj. b(u,v) takve da vrijedi:

2 2A./Iull- ~(lllulJ , A~ O,(l>Oza svako UEV;w v
za svako UEW

a(u,u) +
b(u,u)~O

Neka je W zatvoren potprostor od W.:cief:hli.ran
o

{UEW : b(u,v)'= 0 za svako VEW}
sa:

Wo
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a WI ortogonalni komplement od Wo u W. Neka je W kvocijentni
prostor W / W snabdjeven s uobicajenom normom kvocijentnogo

S W-H. W-H v v d W . W Hprostora. a 0 1 1 oznacavamo zatvarace 0 0 1 1 u ,pret-
postavljamo H = wE + wH

I.Neka je H = H / WH s uobicajenom nor-o 0

mom kvocijentnog prostora. To je Hilbertov prostor s obzirom na
k 1 . d k ( ) ( 0 .0) di o. 0 . k .s a arnl pro u t u,v _= u-uH' v-vH g Je su uH 1 vH proJe Cl-

-Hje od u, tj. v na W .o

Pretpostavljamo da forma b zadovoljava:
b(u,u) + U uO U 2~8 U uK2, 8>0, za svako usWw w
pri cemu je uO projekcija od u na W •o

Nadalje, na H neka su zadane dvije simetricne, neprekidne ses-
kvilinearne forme c i d takve da je d pozitivna i da vrijedi:
c(u,u)~y Ilun~; d(u,u) + I/u~1~~!"ulI~ za sve usH, y~o> 0. JOB

pretpostavljamo da postoji a(s»O takvo da vrijedi:
2sc(u,u) + d(u,u)~a(s~aH za sve usH.

Sa A i B oznacavamo operatore asocirane s formama a(u,v) i
b(u,v) po drugom teoremu 0 reprezentaciji na domenama:
D(A) {vsH: AvsH}; D(B) = {vsH : BvsH}

Neka je zadan ~lsH. Sa ~1 oznacvamo klasu od ~1 u H. Promatraj-
mo sada ovakve probleme (T zadano, T>O):

co coProblem I : Naci u sL (O,T;V) takvo da je u'sL (O,T;H) i da__ --..,_~s s s
vrijedi:
sc(u"(t),v)+d(u"(t),v)+sa(u (t),v)+b(u (t),v)s s s s
us(~) = 0, u~ (0) = ~1'

° za svako vsV.

_ 00 - - 00 -Problem I : Naci klasu usL (O,T;W) takvu da je u'~L (O,T;H) i da
o

vrijedi:
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d(~"(t),;) + b(~(t),~)
~(O) = 0 , ~, (0)= ~1

o za svako VEW

Propozicija 2.2.1. Ako je u rjesenje problema I , a u rjesenjeE E
problema I , onda vrijedi:o

00 -u L (O,T;W) * - slabo
00 -u L (O,T;H) * - slabo.

Neka je sada A linearni operator (opcenito neogranicen) na HE
asociran s formom Ea(u,v) + b(u,v) kada je H snabdjeven s nor-
mom induciranom skalarnim produktom (u,v)HE = Ec(u,v) + d(u,v),
a A linearni operator (opcenito neogranicen) asociran s formom_0_ _ _

b(u,v) na H kada je H snabdjeven s normom induciranom skalar-
- - 0 0nim produktom (u,v)H = d(u - uH' v-vH).

Neka je HE kvocijentni prostor HE/ W: s uobicajenom normom kvo-
cijentnog prostora. Sa E(A,A ) (tj. E(A,A ) ) oznacavamo dekom-

E 0

poziciju jedinice hermitskog operatora A (tj. A ) na Hilberto-
E 0

vom prostoru H (odnosno H). Sa s<O,oo)oznacit cemo prostor br-
zo opadajucih funkcija <0,00),a sa s' <0,00)njegov dual - pro-
stor temperiranih distribucija (podrobnije 0 tim prostorima vi-
di u knjizi [ISJ).

Teorem 2.2.2. Ako A i A
E 0

svakoj okolini svojstvene
imaju kompaktnu rezolventu, tada u
vrijednosti od A (kazimo Aj) pos-o o.

svojstvena vrijednost od AE, kazimo A~ za Etoji barem jedna
dovoljno maleno.

Skica dokaza: Po propoziciji 2.2.1. (s time da se u problemu
I uzme ~1 =~) imamo ~,~, u Loo(O,T;H) *-slabo. Znaci:E E- - - -(u~, v)H+(u', v)li*-slabo u Loo(O,T), pa i u topologiji tempe-
riranih distribucija s' <O,T) jer je ona slabija od *-slabe
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topologije. No Fourierova transformacija je neprekidna u to-
pologiji temperiranih distribucija pa zato:

~(~ (t)';)fi+J{~'(t), ;)H- u ~'
£ . _£ !

No, kako je u'(t) cos (A2 t)~
£ £

<0,00>za sve v£H.
1

i ~'(t) = cos (A2o t)~, to iz

svojstva Fourierove transformacije Iako slijedi:
1

= ~ :A(E(A !A)'~V)~
£

Zbog kompaktnosti ulaganjaV u W, odnosno W u H vrijedi:

1~'(t), v)- E (~,;.i)H-(;.i, v)- 00- (lj)£ H. 1 £ £ H £
£ J= e £

~~, (t), v)H- = E (~, ;.i )H- (~j) ;~b oU .-(l~)
. 1 0 .0 JJ--J= -

pri cemu je:
(lj= \I;J. J.='{;r sa w-i oanac LLf smo

£ VA"'..' (l A; £_ £ 0 0
od A koji odgovara svojstvenoj vrijednostie
stveni vektor od A

o

svojstveni vektor
Aj, a sa wj svoj-

E: o.
koji odgovara svojstvenoj vrijednosti AJ.

o

OdatIe:
I (~,Wi)H- (Wi,

£ £j=I £

u ~' <0,00>za svako VE:H.

Primijenimo Ii Iijevu i desnu stranu na test funkciju iz
~<O,oo>koja ima nosac u okolini od A~' a drugdje je nuIa, to
odmah izIazi tvrdnja teorema.
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. nPrimjer 2.2.3. Neka su Qo' QI~R otvoreni omedeni skupovi kako
je prikazano na slici:

= aQ o

-+-
v - smjer vanjske normale na aQ •

o

Pretpostavimo da Q, Qo i QI imaju svojstvo segmenta. Razmotrimo
ovaj transmisijski problem:

- LlU(1) A (1) u QIu ££ £ (0)_£LlU(O)(P£) s A£u £ U Qo a (1) a (0)
(1) f

l
, (0) (1) u £ U £

ru o na u £ = U £ ' av £ . av na£ 0

Stavimo Ii v W HI (Q) i H = L2(Q) i izaberemo
0

a(u v) ['iJu 'iJvdxn
0

c(u v) 0

Iimamo W {u s H (Q)
0 0

glasi:

(P )o

Llul = AUl
aUlffl ••a

aUI~I r a
o

b(u v) = 6'iJu 'iJvdx
1

d(u v) = Iu v dxQ

u ::a}, dok nulti svojstveni problemQI

u QI

Po teoremu 2.2.2. svaka svojstvena vrijednost problema (P )o
gomiliste je svojstvenih vrijednosti problema (P ) (kompaktnost

£

rezolventi slij~di iz kompaktnosti ulaganja H!(Q) u L2(Q) sto
je zapravo Rellichov teorem).
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Loncar P.

SUMMARY

In this paper we deal with singular perturbations of eigenvalues
from a few points of view: perturbation of elliptic operator
lower order by elliptic operator higher order (Dirichlet's
problem), perturbations of domains in elliptic boundary value
problems and finally eigenvalue transmission problems.

In the first chapter we study Stummel's theory which can be
well applied to these problems and which ensures convergency
of eigenvalues. We also give estimates for rate of convergence
in singular perturbations which were given by Greenlee. The
first one are based on quadratic interpolation, and the others
on Rayleigh's quotient.

The second chapter is devoted to eigenvalue problem for per-
turbations of domains and for singularly perturbed transmis-
sion problems. We follow Brezis's method which is based on
studying the associated hyperbolic problem. Rate of convergen-
ce is still an open problem.
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