
Dr Ivan Lončar, docent 

N E P R E K I D N O S T S A V R Š E N E 
- N O R H A L M O S T ! 

Topološki prostor X je K-narmalan (ščepiti \2\) ako svaka dva 
disjunktna regularno zatvorena podskupa u njemu -imaju disjunktne 
okoline. Ako je k tome svaki regularno zatvoreni podskup prosto 
ra X nul-skup, kažemo da je X savršeno K-normalan. ŠSepin Jž| 
dokazano je da je produkt metričkih prostora savršeno K-norma¬ 
lan. 

U radu dokazujemo savršenu K-nor>nalnosi limesa inverznog niza 
savršeno K-normalnin prostora, uz zatvorena ireduaibilna pres
likavanja. Dokazuje se (savršena) v.-normalnost limesa dobro 
uredjenog sistema X = {X , f ui } . d (X i < A* , uz zatvorene 

ireduoibilne projekcije f :X+X . Dobiveni teoremi primjenjuju 
se na inverzne sisteme sevarabilnih prostora. 

U Dodatku data je privijena na povezanost limesa. 

1. UVOD 

Jedna od značajnih genera l i zac i ja pojma normalnosti topološkog 
prostora j e K-normalnost I savršena r-nontalnost koju j e uveo 
Ščepin | 1 | . Njezina važnost proiz laz i iz č injenice da je pro
dukt separabi Inih metričkih prostora savršeno ic-normalan (Šče 
pin 11 | ) , dok j e poznato da produkt R ^ n i j e normalan. Mi že
limo ovaj rezultat Ščepina preni je t i na inverzne sisteme. Zbog 
toga u ovoj uvodnoj točki dajemo definicije potrebne u ostalim 
točkama rada. 

1.1. Inverzne sisteme označavat ćemo s X = {X , f . A } . 
— a a3 

Ako j e A dobro uredjen skup, zvat ćemo sistem _X dobro uredje-
nim. Ako je A skup svih ordinala <ou » c f (u ) =ui i za svaki 

* AMS (MOS) subject classification (1980), Primary 54 CO 53 

Secondary 54 D 15 

UDK 51" 
Znanstveni rad 
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1 imi tni ordinal a.eA j e X& homeomorfan limesu sistema 
{X , f , A ' } , A* - { S: BeA, 3<a}, kažemo da j e X neprekidan i n-

verzni sistem. 

1.2. Za topološko svojstvo P kažemo da j e neprekidno ako lim 
X posjeduje svojstvo čim ga posjeduju prostori XaeX.Ana
logno se d e f i n i r a prebrojiva neprekidnost, odnosno uvje
tna neprekidnost nekog topološkog svojstva. 

1.3. S N odnosno W označavat ćemo skup svih konačnih odnosno 
prebroji vi h o?d ma la. 

1 .4 . Gustoća d(X) topološkog prostora X j e najmanji kardinalan 
broj za koji postoj i podskup AcX koj i je svuda gust u X 
i potencije |A| = d (X) . 

1.5. Ako je U otvoren u X, tada j e d ( U ) < d (X) . 

1.6. Nadalje, ako je { y } , yeM, |M |>d ( X ) , [ M | regularan kardi 
n a l , , padajuća f a m i l i j a otvorenih nepraznih skupova sa 
svojstvom ^ U y - ^i t a d a postoji uQeM takav da j e 

Uu= za sve u>uQ. 

1.7. Nasljednu gustoću hd(X) definiramo kao sup d ( M ) , M pot-
prostor od X. 

1.8. (Smirnov; S ierpînski ; c i t . u Engelking | 1 j , p p . 1 5 5 . , prob
lem 2 . 7 . 9 . ( e ) ) . Topološki prostor X zadovoljava h d ( X ) , 
onda i samo onda ako za svaki rastući niz F 0 c F ^ c p c , „ " 
. . . C F C , „ , E<ih « zatvorenih skupova F„S.X postoji 

Ç o<co a takav da j e = F^ za sve Ç>ÇQ« 

1.9. (Tkačenko 1 1 1 ) . Neka j e X = {X , f o,pJ dobro uredjeni 
1 1 — a ag 

inverzni sistem. Ako j e hd (X )<A za sve aeû, tada hd 
(lim X)^A. a 

1.10.Presi i kavanje f : X+Y j e i reducibiIno ako ne postoji za
tvoren F C X sa svojstvom f (F) = Y i l i , ekvivalentno, ako 

jeza svaki neprazan otvoren U X neprazna mala s l ika 

f # ( U ) = { y . y e Y , f ' 1 ( y ) £ u } . 

310 



Lončar I . Neprekidnost 
K-normal nost i 

savršene Zbornik radova ( 1 9 8 2 ) , 6 

1 , 1 1 . Ako j e f : X-*Y za tvoreno i reducibi Ino , tada j e za svaki 
neprazan o tvoren U c Y otvorena i neprazna mala s l i k a 

f # ( U h K tome j e f ( u ) - f * \ ( u ) , t e j e s l i k a regu
larno za tvorenog skupa regularno za tvoren skup. ( V i d i : 
Arhange l sk l j l Ponomarev I I I , pp, 356 . , upražnenie 1 0 8 ) . 

1.17.. Podskup A prostora X j e regularno za tvoren ( o t v o r e n ) 
ako j e A - i n i A (A - Int A ) . 

2 . SAVRŠENA K-NORMALNOST LIMESA 

2.1„ D e f i n i c i j a (Ščepin j 2 j ) . Topoloski p ros to r X j e K - n o r 
malan ako svaka dva disjunktna regularno za tvorena pod
skupa i z X imaju dis junktne o k o l i n e u X . 

Teorem. (Lončar i l i ) . Neka je X - { X , f N} i n v e r z n i n i z 
K-normaln ih p r e b r o j i v o kompaktnih pros tora X i z a t v o r e 

nih i reducibi Ini h veznih p re s l ikavan ja f . inverzn.i 
l imes X = l im X j e <-normalan. 

(Ščepin | 2 j ) . Za topolosk i p ros to r X e k v i v a l e n t n i su s l i 
j e d e ć i uv je t i : 

a ) X j e K-normalan i svaki regularno za tvo ren i podskup 
i z X j e p res jek p r e b r o j i v o mnogo regularno o tvo ren ih 
skupova. 

b) Svaki regularno za tvoren i skup A pros tora X j e nul-
-skup, t j . pos to j i neprekidna realna funkci ja ftX->R 
sa svojs tvom A = f " ' ( Q . ) , 

c ) Za svaka dva disjunktna o tvorena skupa, U , V c X pos to 
j i neprekldna realna funkci ja f : X->R koja j e na U ne

g a t i v n a , a za V p o z i t i v n a -

2.4„ D e f i n i c i j a . (Ščepin J 2 j ) . Topoloski p ros to r X j e s avršeno 
K -normalan ako zadovo l j ava b i l o ko j i od uvje ta a ) , b) \ 
c). 
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2.5. (Ščepin | 2 | ) . Produkt metričkih prostora j e savršeno 
-normalan. 

Napomenimo da produkt N 1 n i j e normalan (Engelking | l | , 
pp„ 160, Problem 2.7.16. ( a ) ) . 

Dokaz imo sada s l i j edeć i teorem o prebroj ivoj neprekidno
sti savršene K -normalnost i . 

2.6. Teorem. Ako j e X = {X , f ,N} inverzni niz savršeno 
j p * nm 

K -normalnih prostora X^ i zatvorenih ireducibiInih 

pres l ikavanja f , tada j e X = lim X savršeno K -normalan. 
Dokaz: P r i j e svega projekc i je f : X •*• X su zatvorene (Zenor 
| l | ) . Da su ireducibi Ine, n i je teško dokazati . Iz 1.11. s l i j e d i 
da su f ( u ) regularno zatvoreni za svaki regularno zatvoreni 
U X i svaki neN. Jasno da j e U = f"1 f ( U ) . Kako j e 

J neN n n J 

X savršeno K-normalan, to postoji g : X sa svojstvom 
g"1 (0) - f ( u ) . 
3 n n / \ 

E 3 n ^ X n ' 
Funkcija g (x) = — - — , x = ( x n ) e X , j e neprekidna fun-

2 - 1 
kc i ja g : X->l. Ni je teško prov jer i t i da j e g (0) = U i dokaz 
savršene K-normalnosti j e - zbog 2.3. b) - gotov. 

Napomenimo da j e ovaj teorem analogan teoremu o prebroj ivo j 
neprekidnosti savršene normalnosti (Cook and Fitzpatr ick J 1 | ) . 

2.7. Teorem. Neka j e X = {X , f ,$}} dobro uredjeni inverzni 

sistem prostora X sa d(X)< " i zatvorenih ireducibi 1 -
CL X 

nih presi i kavanja f i surjekt i vni h projekc i ja f :X-*X , 
tada j e d ( X ) « $ . a S a ° 

T -1 
Dokaz. Neka j e Yj gust u X 1 . U svakom or ig ina lu f. ( y j ) * v . e Y j 
odaberimo x 1 eX i skup tako odabranih x.tX označujemo s V . T v r -

-1 
dimo da ie Y qust u X. Naime, za svaku baznu okolinu f (V ) 

J • a a. 
postoji - zbog zatvorenosti i i reducibi lnost i pres l ikavanja 

f, - neprazna i otvorena mala s l ika ff' (V )„ Očito j e 
let r 1 a ct 

f, ( f , * ( v ) ) ^ f _ 1 ( v • ) . 
l 'a a a a 

312 



Lončar I « Neprekidnost savršene 
tc-normalnosti 

Zbornik radova ( 1 9 8 2 ) , 6 

Skup na l i j e v o j s t rani sadrži u sebi o r l o i n a l f . ( y . ) za neki 
y 1 e Y 1 n f U t

( V ' D o k a Z j e
 3 ° t o v , 

2 . 8 , K o r o l a r , Ako j e X inverzn i s i s tem sepa rab l In ih p ros to ra , 
z a t v o r e n i h i r e d u c i b i I n i h vezn ih p re s l ikavan ja i su r jek-
t i v n i h p ro jekc i j a . , tada j e X « 1 im X sepa rab i l an , 

2 . 9 . LEMA. Neka j e X - IX , f } regularan dobro ured jer, 
— CJ 9 9 T 

inverzn i s is tem prostora X sa svojs tvom d(X ) < . Ne-
OJ (X T 

ka su f Q z a tvo rene I r e d u c i b i I n e s u r j e k c i j e a p r o j e k c i j e 

f :X+X s u r j e k c i j e , tada za svaki o tvo ren i skup U £ X 

p o s t o j i aeO sa svojs tvom U r- f ( I n t f ( U ) ) £ U za sve 
T £T 

a>aQ° Ako j e U regularno o t v o r e n , t j - U ~ Int U , tada j e 
Int U = f~1 ( I n t f ( U ) ) , 

a a 

Dokaz. Kako za svako X£ ti po&toji bazna oko l ina f (V ) , to 

j e U s~\f ( i n t T ~ { D ^ '0 za svaki a<tn . Ksko j e f a m i l i j a 

Cf ( I n t f̂ TuT),<*«*» } padajuća, mora p o s t o j a t i a«a za ko j i 
j e U č f n ( I n t f a ( Li")).: Drugu po lov inu r e l a c i j e dokazujemo 
na si i j edeć? način : 

Kako j e U - l im { f (U ) } , t o j e U -*c)f~] f ( 0 ) . 

Dakle j e 
n f" 1 ( I n t ?~TtD) £ U CD 
a a a 

Svi skupovi f ' ( I n t f (TT) ) ne mogu s j e č i W = X \ U j e r bi 
a a « 

tada imali f a m i l i j u W = W ^ f ' ( j n t f TiJ T) S praznim p r e s j e 
ci a a 

kom rad i ( 1 ) . Iz 1„6» s l i j e d i da pos to j I aQ<m sa svojs tvom 

W„ = W , o>a . Odatle pak s l i j e d i - W š to j e nemoau-
a

0 o r o r 4 a o, a J 3 

f~\ rt O 
će radi ' 'V /^ = 0. Mora, d a k l e , p o s t o j a t i a Q za ko j i j e 
f ^ ( i n t f " ( u ) c: u . Radi usmjerenosti skupa može se uze t i 

a a — 
o o 

da su odabrani a za "lijevu I desnu polovinu r e l a c i j e j e d n a k i . 
Dokaz j e g o t o v . 
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2 . 1 0 . Teorem. Pod pretpostavkama leme 2 . 9 . j e X = 1 jm X 
K-normalan ako su svi X ic-normalni. 

a 
Dokaz. Neka su A i B dva regularno zatvorena skupa u l i 
mesu X. Skupovi X \ A i X \ B su regularno otvoreni , pa j e 
zbog 2 . 9 . I 

X \ A = f~ (Int f (X \ A ) ) 
Dakle j e A = f'a ( \ \ int f Q ( X \ A ) ) ( 2 ) 

Slično j e B - f " 1 ( X Vlnt f (X \ B ) ) . 
J OT A a 

Skupovi A = X V Int f (X \ A) 

B = X \ Int f (X \ A) 
a a a 

su regularno zatvoreni i disjunktni zbog ( 2 ) . 

Kako j e X a ic-normalan, postoje otvoreni skupovi 
U o ? A

a » v

a

D B a s a svojstvom U a

 n V a = 0. Očito j e 

C] ( U j H f " 1 (V ) = 0 i f"1 ( U ) 2 A, f"1 (V )=> B. 
Pokaz j e gotov. 

2 . 1 1 . Teorem. Ako su, uz pretpostavke leme 2 . 9 , svi X a savrše
no K-normalni, tada j e X = 1 im X_ savršeno K -normalan. 

Dokaz, Dokažimo da X zadovoljava uvjet c) uz 2 .3 - Neka 
su U i V disjunktni otvoreni skupovi iz X. Disjunktni su 
i otvoreni Int 0 , Int V. Prema lemi 2 . 9 . postoji a « O 
sa svojstvom 

Int U - f" 1 ( Int f ( U ) 

Int V = f"1 ( Int f ( V ) ) . 
a a 

Kako j e X savršeno ic-normalan, postoji prema c) iz 2 . 3 . 
neprekidna realna funkcija f ; X •*• R koja j e na Int f (U) 

— a 

pozi t ivna, a na Int f (V) negativna. Funkcija f f : X-4< a a 

j e pozitivna na U a negativna na V , Dokaz j e gotov. 

Za separabilne prostore iz teorema 2 . 1 0 . s l i j e d i 

2 . 1 2 . Teorem, Neka j e X = {X , f ,OI } neprebrojiv regularan 
— Ct OCS T 

inverzni sistem separabi lnih prostora X i zatvorenih 
ct 314 
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! r e d u c i b i I n i h vezn ih p r e s l i kavan j a f t e s u r j e k t l v n i h 

p r o j e k c i j a f i X •> X , Ako su svi X ^-normalni . tada 

j e i X - Hm X K-normaian. 

Analogno i z teorema 2.11. s l i j e d i 

2 . 13 . Teorem. Ako su uz pre tpos tavke teorema 2 . 1 2 . p r o s t o r i 
X savršeno K-norma ln i , tada j e i X = 1 im X savršeno 

K-normalan, 

Kako j e u dokazu važne leme 2 .9« osnovnu ulogu i g r a l a 
č i n j e n i c a da j e d ( l i m _ X ) < ^ T , t o nam r e z u l t a t Tkačen-
ko i z 1.9. omogućava da iskažemo teorem ko j i ne sadrži 
pre tpos tavke o veznim p res l ikavan j ima . 

2 .14 . Teorem, Neka j e X - {X , f . , ^ 1 regularan dobro uredjen 

inverzni s is tem pros tora X sa svojs tvom hd(X ) < ft^ i 

su r jek t ivn im projekci jama f : X - * X » Ako su svi X K - n o r ¬ 

malni ( savršeno K - n o r m a l n i ) , tada j e X = 1 im X K-nor¬ 

malan ( savršeno K - n o r m a l a n ) . 

S p e c i j a l n o za nas l jedno separab i Ine p ros to re imamo: 

2 .15 . Teorem, Neka j e _X n e p r e b r o j i v regularan inverzni s is tem 
nas l jedno separabi1 nih pros tora X i s u r j e k t l v n i h p ro j ek 
c i j a f : X = 1 im X->X , a 

J a. a. 
Ako su svi X a ic-normalni ( savršeno K - n o r m a l n i ) , tada 
j e X K-normalan (savršeno K-normalan)„ 

P ros to r i N i R su nasl jedno separab i In i i savršeno 
K-normalni pa su l imesi sistema { N , f n , a } , 

a3 T 

{ R , f * , O > T } , C I J r i e p r e b r o j i v l , r e g u l a r n i , savršeno K — n o r 

malni a nisu normalni ( v i d i napomenu u 2 . 5 . ) . 
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3„ DODATAK 

Relaci ja iz leme 2 . 9 » omogućava dokaz s l i jedećeg teorema o uv
je tnoj neprekidnosti povezanosti. 

3 . 1 . Teorem. Neka j e X - iX , f ,to } regularan dobro ured jen 
— a a& T 

inverzni sistem sa svojstvima: d(X ) < $ , f zatvorena 
i i reducibi Ina, projekc i je f ; X->X surjektivna p r e s l i 

ci a 
kavanja. Tada j e povezanost, svih X nuždan i dovoljan uv
j e t povezanosti limesa X = lim X. a 

Dokaz, Kad X ne bi bio povezan, bio bi unija dva d is junkt-
na neprazna otvoreno-2atvorena skupa U i V. Jasno j e sada 
U = Int U, V « !nt V, Prema lemi 2 . 9 . i zbog usmjereno

sti skupa u postoji a<m za koji j e U = f 1 ( Int f ( U ) ) 
_i T x _ a a 

V - f ( Int f ( 7 ) ) . Skupovi Int f ( U ) , Int T~W) su ne
će a a a 

prazni , disjunktni i otvoreni . Kako zbog surjektivnost i 

projekc i je f mora b i t i X • Int f ( O J , . Int f ( V ) , dobi 
ci a a J a 

l i smo kontradikciju s povezanošću prostora X . Dokaz j e 

gotov. a 

Analogno dokazujemo 

3 . 2 . Teorem. Neka j e X = {X , f -u } regularan dobro u redjen 
— (X Ci 8 T 

inverzni sistem prostora X sa svojstvom hd (X }<N i 
a a T 

surjektivnih projekc i ja f : X X . Povezanost svih pro
fit a 

stora X je nuždan i dovoljan uvjet povezanosti limesa 

X = 1 im X. 
Iz 3 . 1 . za separabi ine prostore s l i j e d i 

3 .3 . Korolar . Neka je X - (X , f -w } neprebroj iv regularan 
— a ctB T 

inverzni sistem prostora X , zatvorenih ireducibi 1 nih vez-
cc 

nih presl ikavanja f i surjektivnih projekci ja f : X = 
ct$ a 

= lim X-vXa. Povezanost svih X j e nuždan i dovoljan uvjet 
povezanosti limesa X. 
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Specijalno ako j e X ~ Ft, tada za tvorena ireducifaUna pre 

s l ikavanja postaju savršena pa surjektivnost pro jekc i ja 
s l i j e d i iz surjekt i vnost. i f Dakle 

3 .4 .Koro lar . Limes sistema (R, f „,u } , to neprebroj lv regula-
acs T T * 

ran, f a^ zatvorena i reducibiIna, j e povezan. 

Za nasljedno separabi I ne prostore, i z 3 .2 . dobivamo 

3 .5 . Teorem. Neka j e X̂  neprebroj iv regularan inverzni sistem 
nasljedno separabi In ih prostora; X 1 su r j ek t i vn ih projek
c i j a f : X -> X . Povezanost svih X j e nuždan i dovoljan 

ci Ct a uvjet povezanosti 1 i mesa X *» lim X. 

Specijalno j e , dakle, lin<es sistema { R , f ,OJ } povezan 

ako j e u neprebrojlv regularan o rd ina l I f : X-*X sur-
• i . . T CL (X 

jekcije . 
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Loncar I. The Continuity of Perfect K-Normality 

SUMMARY 

In the present paper perfect <-normality for the limit of 
the inverse sequence of perfectly K-normal spaces with 
irreducible closed mappings is proved. 

K-normality and perfect K-normality for the limit of the 
system X = ix ,f r , u i } , d(X )< $ , where f . a r e irreducible 

closed mappings, are also proved. 
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