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U teortji kongruencija pravaca (kontinuirani avoparamebaf)f
skup pravaca) veliku va3nost imaju W-kengruencije pravaca (kon-—
gruencije Weingartena). One sz definivaju kao kongruencije pra-
vaca kod kojih je wmoZak Gauseovik zakrivlijenosti obiju Zarid-
nih ploha jednak reciprodnwo! vrijednosti Selvrite potencije uda—
ljenosti granidnih todaka, 1J.

1
K, o K, = ==
S d4
U radu autor se koristic sa4j Jom n“wﬁﬂqfudﬂi.Ja pravaca da

asimptotske lintje Zaridnih puouﬁ ocdgovaraju ‘\Jpespotazraju)
Jedne drugima. Obradgeng gt Moutardove dbf>renutvaéne Jednads

be i transformacije tih jednadibi kaic bismo ih poslz*e u teore-
mu koristili za kunstru&ea ju W=kongruencije. Detaijno je doka-
zan taj teorem kao 7 njegov obrat,

1. TRANSFORMACIJA MOUTARDOVIH JEDNACDZBI

Moutardove diferencijalne jednadZbe ksc | trvansformacije Mou-
tardovih jednadZbi pomocli e nam pri odredjivanju W-kongruen-
cije pravaca. Radi toga ¢emc najprije obraditi svojstva tih
jednadZbi i pokazati kako se jedna Moutardovs jednadiba moZe,
pomocu zgodno odabrane funkcije, transformirati u jednu drugu
diferencijalnu jednadZbu.

U naZem daljnjem razmatranju poéi cemo od definicije Moutardo-
vih jednadZbi.

Definicija 1. Zadana je neka funkcija f dviju varijabli u,v:

= f(u,v) (1)
Tada se diferencijaina jednadZba oblika:
= Qf (2)

uv
zove Moutardova jednadZba .Pri tome Q je integracijska kon
stanta.
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Balog P, Kongruencije pravaca Zbornik radova (1982), 6

Mi demo sada pomolu jednog rjeSenja gornje jednadZbe transfor-
mirati tu jednadZbu u jednu drugu Moutardovu jednadZbu.

Neka je funkcija g
g =g (u,v)
jedno rje$enje gornje jednadibe (2), tada ce biti:
9, = U (3)

tz (2) i (3) dobijemo vrijednosti integracijske konstante:

1
Q= E fuv
1

g Suv

Q

Izjednafenjem ovih izraza dobijemo:

1 i

g% uw " F b

i 1 ~
LFguv - 2gfuv = 0

Na povoljnim mjestima ovoj cemo jednadZbi dodati i oduzeti iz-
raze f g ; fugvz
fvgu+fguv B gvfu-gfuv 4 fugv+fguv i gufv_gfuv =%

Uzmemo 1i u obzir pravilo za deriviranje umno3ka, moci cemo
pisati:

9 .2 3 - B "
5 (fa,) - 5y lof) + 55(fe,) -5 (of) = 0

To se nadalje moZe pisati u obliku:

0

- S (fq - -
5“\7 (fgu gFU) +3U (lgV ng) g
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Balog B. Kongruencije pravaca Zbornik radova (1982),6

Ako okrugle zagrade piSemo u obliku determinanti, imat demo:

alf e, 2 1F gy (4)
.
3V| T { N gvi

Uvjet (4) smo dobili uz pretpostavku da je funkcija ¢ = glu,v)
jednorjedenje Moutardove jednadite (2).

Sada demo uvesti novu funkci ju

h=h (u,v)

i to take da za tu funkciju budu fspunjeni uvjetl:

RIOEE

PR g{ =

ou f g
i CHE (5)
f a 5

‘a b ]

— (gh) = -l j

& | fy o

Sada trebamo dokazati da tako definirara funkcija h=h{u,v)
formira jednu novu Moutardovu jednadibu, ali tako da u toj
jednadZbi budu uvedenz funkcija ¢ = glu,v} kao rjeienje jed=
nadibe -

¥ = 3]

Odredimo sada derivaciju:
2 (f) = ng 3 fgu = __1_ l
Bu ‘g : Z
ou g 92 q i

Ovo dalje moZemo pisati:
f g
i3

I A R
3 g T2 v 9y

Ako uzmemo u obzir uvjete (5), dobi jemo:

s fyo.d D
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Balog B. Kongruencije pravaca Zbornik radova (1982), 6

Prema tome, za funkciju h dobili smo joS dvije jednadZbe:

1 . 3 ,f

T.ﬁ-u-(gh)=--3-a~(a-)
o

1 3 oD (6)
-g-z-o v (gh) --B—;(-g—)

Bududi da su mjeSovite derivacije jednake

2 9 . f o o (f
5 55 (3)} =emlzy (5)}’

to ¢ée, prema tome, biti:

2, 1 9 3,1 3
—_— = = - —  —
==l 5 2=ilgh)] =l =y 5 (gh))
g g
lzvrSimo deriviranje:
2 2 2
2 3 1 3 2 2 15 ~
T30 sl g o) T g ey gyleh)t g len) = ¢

2
- ji, 2 3 2 ) -
n3{ 9y av(gh)+g¢35(gh)}+ gf . Buav(gh) =0

9
—gu(gvh+ghv)-gv(guh +ghu)+g 5V(guh+ghu) = 0
-gugvh-gughv”gugvh-ggvhu+g(gu0h+guhv+gvhu+ghuv) .
L . 2 _
-9,9yh=99,h, "9, 9, h-gg.h *og,  hgg b teq b #gh =0

2
—Zgugvh + g huv + gguvh =0

w
=
I

29,90 - gg,h

h (2g,9, - 9,,9)

[Ta]
-~
e
<
i

(7)



Balog B. Kongruencije pravaca Zbornik radova (1982), 6

Odredimo sada drugu mjeSovitu derivaciju od %:
2

3___(.',)3_.%(-.1.. } w2 . i 4
gu3v'g By 7 © 9 2 9.8y 7 Suv
a a g

2

3 i i
Ul VvV (E) - ;§(2gugv A guvg)

Odatle dobijemo:
il
3 e

2gugv BTV 4p~u §=J

Ako to uvrstimo u gornji izraz, tada imamo:

y
2 _ 3 & )
2
2 1
huv =9 - Fav (EJ - h (8)

Sada uvedemo novu funkciju Q od rjedenja g Moutardove jed-
nadzbe (2):

QG =0 @ (9)

guzv. g
U tom sludaju (8) moZzemo pisati u obliku:
h o B th (10)
a to je jedna Moutardova jednadZba.

Odavde moZemo izvuli zakljulak koji cemo pisati u obliku jed~-
nog teorema.

Teorem 1., Zadana je rnieka funkci ja

f = flu,v) (1)
za koju imamo Moutardovu diferencijalnu jednadZbu:
= Qf (2)
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Balog B. Kongruencije pravaca Zbornik radova(1982), 6

Neka je funkcija
g=g (uv)

jedno rjeSenje te jednadiZbe. Tada se gornja Moutardova jed-
nad?ba (2) mofe transformirati u Moutardovu jednadZbu

huv = Q]h (10)
gdje funkcija o
zadovol java izraze
f
3
+ (gh) =
ou fu N (5)
2 (gh) = - |F
cV £
v Sy
dok je
0, ~ g2 i (9)
1 dudv g

funkcija rje3enja g Moutardove jednadZbe (2).

2. MOUTARDOVA JEDNADZBA ZA VEKTOR KO0J! IMA SMJER
NORMALNE PLOHE (M)

Majprije emo uvesti neke oznake pomocu kojih Cemo se sluZiti
u obradi ovog paragrafa:

OM - radijvektor totke M na plohi (M)
u,v - asimptotske linije plohe (M)

3Mu - smjer tangencijalnog vektora na u - liniju plohe (M)

6Hv - smjer tangencijalnog vektora na v = liniju plohe (M)
n - jedini&ni vektor normaine plohe (M)

_%u - smjer tangente sferne slike asimptotske u - linije
no- smjer tangente sferne slike asimptotske v - linije
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Balog B. Kengruencije pravacs  Zbornik radova (1982),6

Mi demo promatrati takvu plohu (M) kod keje su uv-linije i v-li-
nije asimptotske linije te plohe. Asimptotske linije neke plo-
he su takve krivulje na tof plohi kod kojih je u svsko] tolki
normalna zakrivljenost jednaka nuli. To znali da se kod asimp-
totskeih lirnija tangencijalna ravnina piohe poklaps s rektifi-
kaci jskom ravninom agsimptoteke linije

Ako Zelimo da kroz svaku tofku plohe (M) proiaze dvije asimptot
ske linije, mora Gaussova zaokrivljenost u svako] tolki biti ne-
gativna, To znafi da je svaka tolka takve plohe hiperbolilka.
Osim toga, kod takve plohe tangente asimptotskin 1inija okomi-
te su na tangente sfernin slika tih asimprotskih linija., Prema
tome, radi ortogonalnosti, bit ée:

J A
Lﬁu nu 4] (11)
M . A =0

v 14

Jedinicni vektor normale plohe n cokomit je takedjer na vektore
M ,0M jer oni leZe u tangencijalnoj rawnini te plohe - tada
ce biti:
od, =0
+ N 12
oM . n=10 (12)
v
lz toga izlazi da je vektor O okomit i na vektor hu i na vek-
tor n. Tada mozemo napisati:

I (13)

u u

s

Sli¢no je vektor Oﬁv okomit na vektore A i Hv - tada imamo:
o = ,n x n (14)
v 1

Lako je uoliti da su ) i p jednaki, to dobijemo izjednalenjem
mjedovitih derivacija vektora OM, Dakle:

A (15)

Ovdje treba napomenuti da su A ¥ ; funkcije od u,v.

>
Sada cemc pomocu funkcije A uvesti jedan novi vektor % i to na
slijedeci nalin:

>

£=n (16)
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Balog B, Kongruencije pravaca Zbornik radova (1982), 6

Ovaj vektor ima smjer normale plohe (M). Zato e biti:

> ->
Exn=20

Odredimo sada derivaciju vektora E po varijabli u:
/

E=n AL RN
24
-»> > 1 =3
E '/T= nu ¢A+~2— kun

-~ - - - - = =%
iz ovog izraza moZemo odrediti derivaciju n,:

- 1 =+ 1 -
nu_ﬁ E“-Z—xluﬂ
Uzmimo sada izraz (13) za Oﬁu i unjega uvrstimo gornju vrije-

-)- - - . +. . -
dnost za N, kao i vrijednost vektora n iz (16) - dobi jemo:

oﬁu=x(-17§-;Txuﬁ)xE,L

Vi n
Buduci da je g % E -0,
to cemq dobiti: 5 1 R &

oMu=>\e_'_'_-_'—-c€uX£

A A
oM = E X E
u u

Sli€an tzraz bismo dobili za oﬁ§° Prema tome, dobijemo dvije
jednadZbe:

> + >
OMu =ky ¥ 2 (17)
- - -
OMv = £ X EV

Sada cemo iz ovih dviju jednadZbi izvesti mjeSovite derivaci-
je - ore moraju biti jednake:
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Balog B. Kongruencije pravaca Zbornik radova (1982), 6

- -3
M = CM
uy vu
-3
e -5 - r g -3 g
£ x E+E x EA =E x E + 7 ¥
U i Ty U v vl
z t 4 7 I 0
: X G o X s
S £ Euv 5
- >
2E X & =0/ :2
Uy
-+ -3
E ¥ = 0
Y

Ako je vektorski produkt dvaju vektora jednak nuli, tada su ti
vektori kolinearni., Prema tome ce biti:

- x

= OF | (18)

uv

a ovo je jedna Moutardova jednadZba.

Zakl juZak: Vektor E, definiran izrazom

T %, & (16)

2

zadovol java Moutardovu jednadZbu

> =¥

E =0QE (18)

uy

Ovo smo sve izveli za plohu {M}, uz uvjete koje smo postavili
na pofetku ovog paragrafa. Osim tegg, Jednadzba {18) nam daje
tri Moutardove jednad?be: zg svaku komponentu vektora I imamo
jednu Moutardovu jednadZbu.

Neka su: == 5 la
\-f = ‘7 (“.’V}
z =2z (u,v)
komponente vektora %} tada se ova jednadZba moZe pisati u ob-
liku: - -
X = (x
Vo * Dy (19)
z = Qz
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Balog B. Kongruencije pravaca Zbornik radova (1982), 6

3. KONSTRUKCIJA W-KONGRUENCIJE PRAVACA POMOCU
MOUTARDOVIH JEDNADZBI

Moutardova jednadZba i Moutardove transformacije omogucuju nam
da pomoéu neke zadane plohe (M) konstruiramo W-kongruenci ju
pravaca. Mi cemo to izreci jednim teoremom.

Teorem Z. Zadana nam je neka pioha (M) na kojoj su sve totke
hiperbolicke. Na njoj odaberemo u-linije i v=linije
tako da su to asimptotske linije plohe (M).

Neka je [ jedinigni vektor normalne te plohe i neka je on ve-
zan s vektorom OM JednadZbom

> -
OMU =An, xn (13)
gdje je A funkcija od u,v.
Definirajmo nadalje vektor E, i to tako da je:

Ean A (16)

Na taj nalin pomolu vektora % mo¥emo odrediti jednadZbe kojima
je zadana ploha (M)

Oﬁ = E X E
u u
OMV =E X Ev

Fri tome vektor E zadovol java Moutardovu jednadZbu
-5
- 0gs (18)
Svako_ rjeSenje g te jednadZzbe transformira koordinate tog vek-
tora E(prema Moutardovim formulama za transformaciju u teore-

mu 1) u koordinate vektora n.

Taj vektor pomocu jednadZbi:

— -3 -
ON, =7, X1 (20)
- - -+
ONV n n
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Baleg B. Kongruencije pravaca Zbornik radova (1982), 6

opisuje plohu (N).

Ako uzmemo da je (M) jedna Zari3ns ploha kengruencije, tada
je gore dobivena ploha kongruencije - a to je druga ZariZna
ploha kongruencije. A ta kongruencija je upravo jedna W-kon-
gruenci ja pravaca.

Dokaz: Mi demo najprije odredit! jednadibe piche (N} koja se

pomodéu rjedenja g jednadibe (18) moZe dobiti uz vek-
tor n. Zatim treba dokazati da ce pravac MN biti zajednicka
tangenta tih dviju ploka i1 dirat ce te plohe uprave u toclkama
M i N. Na taj nain ti pravci postaju pravci kongruencije.Mi
prema tome moramo dokazati da je vektor MN okomit na normalama
ploha (M)} i (N).

Podjimo od Cinjenice da je vektor ? vezan s plohom (M) na
nacin:

E=n A (13)
gdje je A funkcija koja se pojavljuje u izrazu:
OM =3n xn. (16)
u u
Taj vektor zadovoljava Moutardovu jednadZbu:
<> >
= {
By = U (18)
Neka je g jedno rjeSenje gornje jednadZibe. Tada postoli neki

vektor n(: to samo jedan) takav da on zadovoljava jednu drugu
Moutardovu jednadZbu:

guv - Q1 ; (21)
gdje je:
% =o aﬁzav (‘T') (22}

Ovo je sve prema tecremu 1.

Medjutim, ovdje je vaZno napomenuti slljedece svako rjeSenje
g jednadZbe (18) _daje vektor n, a time i plohu (N) kojoj pri-
pada taj vektor n.
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Balog B. Kongruencije pravaca Zbornik radova (1982) ¢

Ako smo za plohu (M) imali jednadfbu (17}:

e > >
OMu "y R L
& w3 (17)
OMV =t X EV,
tada éemo za plohu (N) imati analegno:
. > >
ONU =70, %xn
> > (20)

=
ONV =n X n,:
Svaka vrijednost g dat ce drugaliju vrijednost vektora u, a
time i drugu plohu (N). Mi moramo uzeti takav g da integra-
cijska konstantna poprimi takvu vrijednost da pravci koji
. prolaze totkama M i N budu zajedniZke tangente ploha (M) i
(N) u tolkama M, odnosnc N. U tom sluaju bi plohe (M} i (N)
bile Zari%ne plohe neke kongruencije pravaca. '

Pravac MN imat ée smjer: MN = ON - OM (23)

Prema (5) za funkciju g bit fe:
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Balog B. Kongruencije pravaca Zbornik radova(1982),6

3 >
a—u(gn)=§
9.
u u (28)
] ¥ E g
ﬂ(gn)=- N
gv 9y

Mi moramo na neki nacin eliminirati ovu funkciju g.Derivirajmo
te jednadZbe po u i v:

- -+ > >

ng, * gn, = Eg, - £ 9

ﬁgv * gﬁv e Egv t9 gV
ggu * gﬁu i ggu . ﬁgu
an, - a¢, = - %g, - ng,
g E+7) =g -7

I - > -
953}("E+n)='gv (Z +n).
Ova dva izraza mogu biti ispravna samo onda ako su vektoeri ko=

linearni. Mi ¢emo tu kolinearnost izraziti pomocu i3Cezavanja
vektorskog produkta - dakle:

B+ x E-7) =0

(E+;)x§%(g'

E+ax €. -7) =0,

n
E+m) x (F,-3) =0.
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Balog B. Kongruencije pravaca Zbornik radova(1982),6

Uzmimo sada vektor pravca kongruencije:
MN = ON - OM.

Derivirajmo najprije po v, a zatim po v - dobijemo:

B -3 7 S

e (ON - OM) = onu OMU
3 - > > >
-3 (ON - OM) = o, - O,

Za derivacije vektora OM i ON uzmemo izraze (17) i (20)

3 5 Sy o > =
-B-U—(ON - 0M) = n, Xn Eu x E
2 > vt D = >
-‘;\T(ON = OM) =n X nV ‘E X gv.

Sada cemc desnim stranama gornjih jednadzbi dodati izraze
(25) koji i3€ezavaju - dobi jemo:

(0 - 0F) =7 xF -2 x T+ (@, +7)x@E-7)

o
au

2 = . - > ¥ A S
o (N -0¥) =7 x?, -ETxE, + @M x E -7)
._§+-+=+ —)-_ -?-) —)--+- +_—> -
au(ON oM) nXn E§X5+Euxg4nUXE Euxn n, XN

] e o r ¥ o> N o
EV(Oﬁ OM)—anV EXEQ +%st+nxgv £xn =nxn

B/ o I <> = >
EU(ON - OM) = ny X E*+rnXxE
S ~ - -
S (ON - oM = 7§ xE+nxi
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Balog B. Kongruencije pravaca Zbornik radova (1982), 6

3 B2
ey (oN - OM) @-(nxg)
9 +_—>«_“§",+ +y
SU{ON oM} = v 0 X £}

Integriramo i prvu i drugu jednadibu i sko zgodno odaberemo
konstante integracije - dobljemos

ol - oM =7 x¢
ili prema (23)

> > >
MN =n x g

Odavde zakIJUCUJemo da je vektor MN okomit na vek*oreg i n.
Buduéi da vektor|£ i n imaju smijerove normale ploha (M) i

(N), to ée pravac MM imati smjer zajednilke tangente pioha
(M) i (N). Dakle, pravci MN su zaista pravci kongruencije,

za koju su plohe (M) i (N) Zariine plohe. Sve funkcije s ko-
iima smc radili u ovom paragrafu jesu furkcije dviju varija-
bli u,v - a to je takodjer u skladu = definicijom kongruenci-
je pravaca.

Postavlija se sada drugo pitanje: da 1i je to W=kongruencija
pravaca. Kod W-kongruencije pravaca upravo smo po3li od &i~
njenice da su u~linije i v=linije na plchi (M) asimptotske
linije te plohe. No u-linije i v=linije na plohi (N) takodjer
su asimptotske linije jer zaz plohu (N) vrijede sliZne jedna-
d¥be (20) kao i jednadZbe (17) za plchu (H}.

Ploha (M) pomodu rjeSenja g Moutardove jednadZbe

-
RN
generira jednu drugu plohu (N} pomoéu vektora n. Te dvije plo
he odredjuju, kao Zarisne plohe, jednu W-kongruenciju pravaca.
To znali da ploha (M) moZe generirati beskona&no mnogo ploha
(N}, a 3to ovisi o rje3enju g jednadzbe (18). Prema tome od
neke plohe (M), za koju smo dall uvjete u paragrafu 2, moZemo
naliniti beskonaZno mnogo W-kongruencija pravaca jer e svako
rjeSenje g dati jednu od takvih kongruenci ja.

333



Balog B. Kongruencije pravaca Zbornik radova (1982), 6

4. OBRAT TEOREMA 2,

U teoremu 2. dokazali smo da plohe (M) i (N), od kojih drugu
dobi jemo pomocu Moutardovih transformacija, postaju Zari3ne
plohe jedne W-kongruencije pravaca. Medjutim, nas sada zani-
ma slijedeci problem: moZe 1i se svaka W-kongruencija pravaca
dobiti pomocu Moutardovih transformacija. U tom smislu dobit
c¢emo jedan teorem koji je obrat teorema 2.

Teorem 3. Svaka W-kongruencija pravaca moZe se dobiti pomolu
neke Moutardove transformacije.

Dokaz: Kod dokazivanja ovog teorema polazimo od toga da nam je
zadana neka W-kongruencija pravaca. Neka su plohe (M)

i (N) Zari%ne plohe te kongruencije. Neka su zatim za te plohe

(M) i (N) dani uvjeti za W-kongruencije -a to zna&i da su li-

nije, i to u-linije 1 v=linije, na tim plohama asimptotske

krivulje. Zbog toga c¢e za te plohe vrijediti Moutardove jed-

nadZbe.

Neka vektor # ima smjer normale plohe (M), a vektor ; smjer
normale plohe (N). Tada e za te vektore vrijediti Moutardove
jednadZbe:

>
g, =G
> >
Ny = 4N

Trebamo sada dokazati da je druga jednadZba dobivena transfor-
maci jom pomocu jednog rje3enja prve jednadZbe.

Buduéi da su plohe (M) i (N) ZariZne plohe neke kongruencije,to
ce pravac MN imati smjer koji je okomit i na vektor £ i na
vektor n.

To zna&i da ée MN imati smjer vektorskog produkta vektora & i
n. Dakle:

MN = m (7 xE)
i1z
oN - OM = m (7 x¢) (26)
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Balog B. Kongruencije pravaca Zbornik radova (1982), 6

Ovdje je m faktor proporcionalnosti - a to je takodjer funkci-
jaodu i v
m=m {u,v)

Zanima nas sada kolika je vrijednost te funkcije m i da 1i ona
mijenja vrijednost od pravca do pravca kongruencije. Da bismo
to doznali, gornji izraz (26) derivirat emo po u:

>

> S -+ -+
mu(ﬁ x £) +m (n e £y +m (n x

£}

oN - OM
u u 3]

Vrijednosti oﬁu i oﬁu zami jenimo izrazima (20) i (17):
> >

ﬁu X7 - §, X & = mu(ﬁ x E) + m(??u x2) +m (0 x Eu)

ve o» s e _ee e . g .
Gornji izraz mnoZimo skalarno najprije s £, a zatim s n- dobi-
jemo dvije jednadZbe:

-5 3 > >
(nunE) - (EHEE)

n

m,(NE) + m (R ED) + m (EnE)

oy v 5.0 OPY > e ey
(nunn) (Euin) m, (n€n) + m (nuin) +m (,unn;

(nne) =m (Eng )
- €% =m (15

PomnoZimo lijeve i desne strane ovih jednadZbi:
5 &+ S>> 2 e =
- (£,En) (anE) =m" (Eng ) (n En)
lzmi jenimo redoslijed faktora mjeSovitih produkata:
i “F—rde _2-)—;—» Y
(éng,) (Enn ) =m" (£nE)) (Enn )
Odatle dobijemo:

() (Em) (1 -n?) =0

Budu¢i da kod W-kongruencije normale  ZariSnih plcha ne zat-
varaju pravi kut, to je vrijednost i_prvgg i drugog mjeSovitog

. B e a5 .
produkta razli&ita od nule (vektori £ i n su okomiti na jednom
te istom pravcu kongruencije).

335


file:///zraz

Baleg b. Kongruencije pravaca Zbornik radova (1982), 6

Prema tome mora biti:

1 = m2
ili "

m= -1
Mi cemo uzeti sludaj:

m=1 (28)
(Kada bismo uzeli m = -1, samo bi se mijenjala orijentacija

vektora normale).
U slu€aju da jem =1, izlazi:

m =10

u
To uvrstimo u izraz (27)
Ryxm = (E, xB =G, x8 + Gxg) /.(-1)
@, x?) - (@€, x?+ @ xB -G xm)=0

Ex@E-Den, x E-0 =0

-+ -+ > =
(Eu + nu) x (=-7) =0
Ova dva vektora su kolinearna, pa ¢e biti:

3. > > >
€, 1y, = alZ = n)

Ovo se, medjutim, moZe pisati:
= @+ =al -7 (29)

Uzmimo ponovno izraz (26):

oN-O0M=m (7 x )

Deririvamo po v:

dﬁv - Oﬁv =m, @ xZ) +m (ﬁv xt) +m B x EV)
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Lijevu stranu zamijenimo s izrazima (20) i (17):

-+ > -+ _ -+ -+ < >
nxnv-r,x'iv-mv(nxf)+m(nvxa+m(nxgv)

Uzmemo 1i u obzir da je:

m=1
m =0,
v
dobi jemo:
Gxa)=-@ExE) =G xB+ @ExE)

_}
n
(E x€ ) + (3§ xn) - (nv xn) - (nv x E) =
§VX(€+§)-?TVX(?’£+E)=
@, -3) x G+ =
Ova dva vektora su kolinearna, pa e biti:

g, -n,=8(E+%

v
= @-N=8E+7. (30)
Prema tome dobili smo dvije jednadibe (29) i (30):
=a (-7

t,
%

;+ S

B (£ +7).
Prvu jednadZbu deriviramo po v, a drugu pe u:
Bt a, €= + o &, -3)

uv
-+ -+ - >
&y B, E+n) s (€, +n).

]

uv

sS4 S¢
i

uv

Ovdje cemo na desnoj strani izraze s derivacijama zamijeniti

izrazima (29) i (30). Na lijevoj strani imamo mje3ovite deri-
vacije vektora E i n. Te ¢emo derivacije zamijeniti Moutar-

dovim jednadZbama:
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-
Eﬁv % QE+
Tuy = an'

Tada cemo imati:

7 a, (-7 +ap(Z+7)
€ - ¢ = 8, (E+ W) + as(Z - 7).

Funkcije o,B8 moZemo uzeti proizvoljno. Mi emo ih uzeti tako
da u svakOJ Jednadzbl izjednaZimo najprije koeficijente uz

E, a zatim uz 7

0= dv + af} Ql = = av + 0B
Q= 8, +aB -Q; = B, ~as.
Odatle dobijemo derivacije @, i B,*
aV = Q -« B Gv = oB~ Q1
gu =Q - aB Bb = af~ Q‘-

Iz ovih izraza vidimo da su ove derivacije o,

dakie:
GV e BU = Q =aB = of- Q]

Sada c¢emo uvesti novu funkciju:

g =g (u,v)
i to tako da bude:
_ 0
@ ==5 In g
2
B = 57'1“ g
Deriviranjem dobi jemo: 2
c 3 In g
%y U v
g = azln g
u du 3v
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a izraz (31) nam govori da su te derivacije jednake. 0sim toga,
funkcija g = g(u,v) mora biti jedno rjeienje Moutardove jedna-

dZbe

* —
Suv T 14

Dakle, mora biti:
9, = O

(33)

Funkcija g = g(u,v) mora zadovoljavati uvjete (32) i (33). iz

(31) dobijemo:

Q - aB
cfB- Q1.

o
v

8
u

Ovdje uvrstimo vrijednosti za a,B,aV,Bu = dobijemo:

flng__o_Mng 3ln g
du v - 3u Qv

321n g _ dlmg 3lng _ Q
du v au " v 1

Izjednacimo desne strane ovih jednadZbi:

- B g = L <
: A ¢ v

_o9Ing 3lng _
Q =2 du  *  a3v Q

lzvriimo deriviranje:

~ 1 1
QI—Z-EQU-EQV Q
2
QT =77 99 T Q
g
Iz izraza (33) dobijemo vrijednost za integracijsku konstantu
Q: e Juv
g
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Uvrstimo to gore - dobit demo:

-2 _ Suv
¢ =5 9,9, a
g
_ 2 _ Juv
Q1 g(-—§ gugv 2 )
g g

Mi emo se uvjeriti da ovaj izraz u zagradi daje mjeSovitu de-
rivaciju reciproEne vrijednosti funkcije g.

H:i-%%g=

au Bv v g

2y -
- g3 9uSy o

Dakle:

“uaav(% - 33— 948y 7 e
- g g
Prema tome, za vrije;nost Q, dobki jemo konalno:
Ql =9 Bu v ( )

A to je upravo ona vrujednost integraci jske konstante Q1 za
Moutardevu jednadZbu

> >
nuv - Q}q
koja je nastala transformacijom jednadZbe

> -
Ey =@

pomoéu jednog rjeSenja te jednadzbe g.
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Zakl jucak

Zadana je neka W-kongruencija pomou ZariZnih ploha (M) i (N)

kojima normale imaju smjerove £ i n i zadovoljavaju Moutardove
jednadzbe

i, =@
=3 -
Ny ™ Qin o

Na tim plohama su u-linije i v-linije asimptotske linije (uv-
jet za W-kongruenciju). Tada jednadZba

> >

Uy ™ Ryl

moZe se uvijek dobiti transformacijom jednadZbe

T, =¢

pomoéu njenog rjeSenja g, a koje je zgodno odabranc uvjetima

(29), (30) i (32).

Dakle, svaka W-kongruencija pravsca zaista se moZe dobiti po-
mocu jedne Moutardove transformacije.
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Boxunap Baaor:

"B - KOHIPYSHIM# NPAMHX B CBETY MOYTAPIOBHX
[IPEQOBPA 30BAHW"

PESDME

B crarse ofpaGoraHEHe auddepeHumMedbHHE ypo-
BHeHns Moyrepnme m mx npeofpasoBaHMf. YpDOBHEHHSZ
CAyEAT NAS NOCTPOGHMS B-KOHIpyoHUuM NBAMHX (KOH-
rpy2BuMs DeWHraprTeHa).JdTa KOHIMPY3HUNS NPSAMHX KMe-
eT CBOACTBO,9TO0 ACHMNTOTHYECKNE JAMHMM QOKYCHHX No-
BepxHocTelk orTBewaDT (KOPPEHCHOHAMPYDT) APYI IPYIY .

Ha ocuoBe aroro ceoficTBa nokasasa Teopeusa,

B Kovopolt cessBanrcs MoyraploBHe YDOBHEHMS K MX
npeo6pagoBaHKs ¢ B-KOErpysrnuaMM nNpaMux. [lozpofHO
IOoKasaHa TeopeMa MOCTpOoeHusa B-kxoHrpysHumi# npaMmux,

& TeM He MeHee X 060pDOT 3TOR TeOpeMH.
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