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Marija Jurici¢ Dev¢i¢, Zagreb

eonardo Fibonacci (1170.-1250.), poznat jos$ i kao Leonardo iz Pise,

bio je jedan od najistaknutijih matematicara srednjega vijeka. Njegov
najve¢i doprinos matematici, a i covjecanstvu, jest uvodenje arapskog nacina
zapisivanja brojeva. U svom najpoznatijem djelu Liber Abaci (1202.) Leonardo
je prikazao zanimljiv problem razmnozavanja zeceva:
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Pretpostavimo da je jedan par novorodenih zeceva doveden na pusti otok
1. sijecnja. Taj ¢e par dobiti jedan par mladih zeceva svakog prvog dana u mje-
secu, pocevsi od 1. oZujka. Svaki ¢e novi par takoder dobiti kao potomke jedan
par zeceva svakog prvog dana u mjesecu, ali tek nakon navrsena dva mjeseca
Zivota.

Treba odrediti koliko ce parova zeceva biti na tom otoku 1. sijecnja iduce
godine.

Ovaj zadatak podrazumijeva idealne uvjete po kojima svaki par zeceva
uvijek dobiva dva potomka, i to jednog muskog i jednog zenskog zecic¢a. Tako-
der, na ovom zamisljenom otoku zecevi ne ugibaju.

Fibonacci

Da bismo rijesili zadatak, posluzit ¢emo se shemom. Na njoj ¢emo razli-
kovati dvije vrste simbola: bijeli kruzi¢ oznacavat ¢e mladi par zeceva, a sivi
kruzi¢ oznacavat Ce par zeceva koji je navrsio 1 mjesec i spreman je za potom-
stvo iduceg 1. u mjesecu. Shema u prvih nekoliko mjeseci izgleda ovako:
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1. ozujka
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T Isprekidane strelice pokazuju na potomke, dok vertikalne pune linije sli-
\ jede isti par zeCeva. Samo zreli par zeceva (sivi kruzi¢) moze imati mladi par
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zeceva (bijeli kruzi¢). Svaki mladi par zeceva nakon mjesec dana postaje zreo i
vec¢ iduceg mjeseca ima potomke.

Ako s F, ozna¢imo broj parova zeceva na pocetku n-tog mjeseca, onda
¢e na pocetku sljedeceg (n + 1) mjeseca broj parova zeceva biti F,, a na po-
Cetku (n + 2) mjeseca F, . Na pocetku (n + 2) mjeseca imat ¢emo sve parove
zeCeva koje smo imali i prosli mjesec, a svi parovi koje smo imali pretproslog
mjeseca dat ¢e po jos jedan novi par. Dakle, broj parova zeceva na pocetku
(n + 2) mjeseca iznosi
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—F +F
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Kako je F, = F, = 1 (na pocetku prvog i drugog mjeseca imamo samo je-
dan ze¢ji par), slijedidaje F,=F + F,=1+1=2,zatimF, =F, + F,=1+2=3,
F,=F,+ F, =2+ 3=5,itd. Usporedite ove vrijednosti s brojem parova u shemi.

Pretpostavimo li da su zecevi na ovom otoku besmrtni, slijede¢i ovu she-
mu dolazimo do beskonac¢nog niza prirodnih brojeva koji, u ¢ast Fibonacciju,
zovemo Fibonaccijev niz. Taj niz je:

1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, ...

Niz zapocinjemo s dvije jedinice, a svaki slijede¢i ¢lan niza dobije se kao
zbroj prethodnih dvaju ¢lanova. Clanove ovog niza nazivamo Fibonnacijevi
brojevi.

No, vratimo se zadatku sa zecevima. Zanimalo nas je koliko ¢e parova
zeceva biti na otoku 1. sijecnja iduce godine, tj. na pocetku trinaestog mjeseca.
Odgovor na to pitanje daje nam trinaesti Fibonaccijev broj: F , = 233. Dakle,
nakon godinu dana na otoku ¢e biti 233 para skakutavih zeceva.

Slican uzorak kao kod Fibonaccijevih zeceva pojavljuje se u populaciji
pcela. Da bismo to pokazali, trebamo najprije znati nesto o pcelama. U pceli-
njoj zajednici postoji pcela koju nazivamo matica. To je zenska pcela posebno
uzgojena u kosnici (pcele je hrane mati¢cnom mlijeci), kako bi osigurala na-
stanak potomstva. Matica leze jajasca iz kojih nastaju pcele. Ako su ta jajasca
oplodena od muske pcele - truta, iz njih Ce se izle¢i zenske pcele - radilice.
Iz neoplodenih jajasaca nastaju trutovi, $to znaci da oni imaju samo jednog,
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zenskog roditelja. Radilice koje su nastale iz oplodenih jajasaca imaju dva ro-
ditelja, zensku i musku pcelu.

Fibonaccijevi brojevi pojavljuju se u obiteljskom stablu truta koje u idea-
liziranom obliku prikazuje sljedeca slika:
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Slika 2. Obiteljsko stablo truta

Kako vidimo, svaka muska pcela u ovom stablu ima samo jednog (zen-
skog) roditelja, a Zenske pcele imaju dva roditelja - musku i Zensku pcelu.
Broje¢i pretke truta u svakom koljenu, dolazimo opet do Fibonaccijevog niza:
1,1,2,3,5,8, 13,... Usporedite ovu shemu sa shemom razmnozavanja zeceva!

(Naravno, u stvarnosti shema razmnozavanja pcela ne izgleda kao ovo
idealno stablo, isto kao $to se ni zecevi ne razmnozavaju kao oni na Fibonacci-
jevom pustom otoku.)

Fibonaccijevi brojevi imaju brojna matematicka svojstva koja su predmet
proucavanja mnogih matematicara. Ovdje ¢emo navesti zanimljivo svojstvo
poplocavanja kvadratima kojima su duljine stranica Fibonaccijevi brojevi. Sli-
ka prikazuje pocetak tog poplocavanja, a ono se moze nastaviti s beskona¢nim

. nizom kvadrata:
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Slika 3. Poplocenje
Fibonaccijevim kvadratima
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Slika 4. Fibonaccijeva spirala

Uoc¢imo da duljine stranica kvadrata ¢ine Fibonaccijevniz: 1, 1, 2, 3,5, 8, ...
Ako u svaki kvadrat upiS$emo cetvrtinu kruznice, kao na slici 4., dobit ¢emo
krivulju koju zovemo Fibonaccijeva krivulja (Fibonaccijeva spirala), a koja je
zanimljiva i po tome §to se nalazi u razli¢itim oblicima u prirodi, kao $to su npr.
ljudsko uho, ljustura glavonosca indijske ladice (nautilus), rep kameleona, oblik
galaksija u svemiru, struktura ¢eSera, suncokreta i nekih vrsta povr¢a itd.
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Slika 5. Indijska ladica (nautilus)
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