VRTNJA (ROTACLJA) RAVNINE
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Uproélom broju pokazali smo kako se osna simetrija i simetrija s obzi-
rom na pravac primjenjuju na neke jednostavne problemske zadatke
geometrije ravnine. U ovom nastavku to ¢emo isto uciniti s jo$ jednim presli-
kavanjem ravnine koje se zove vrtnja, zakretanje ili rotacija. Najprije ¢emo de-
finirati, a zatim se ukratko upoznati s osnovnim svojstvima tog preslikavanja.

Neka je O zadana ¢vrsta tocka ravnine i A bilo koja tocka te ravnine. Pre-
slikavanje ravnine koje to¢ki A pridruzuje to¢ku B, tako da je |OB| = |OA| i
mjera kuta AOB jednaka zadanom kutu ¢, zove se vrtnja (zakretanje, rotacija)
ravnine oko tocke O, za kut ¢. Tocka O zove se srediste ili centar vrtnje, a kut
¢ kut vrtnje.

Za zadanu tocku A i ¢ =| L AOB| postoje dvije takve tocke B. Na nasoj slici
to su tocke B, i B,.

Zato ovu definiciju treba poboljsati tako ovo preslikavanje bude jedno-
znac¢no odredeno.

Za svaki kut ¢ tocka B nalazi se na kruznici sa sredistem u tocki O i polu-
mjera r = |OA|. Gibanje po kruznici moZe se orijentirati na dva nac¢ina. Ako se,
pri vrtnji, tocka A giba kao kazaljka na satu, kazemo da je vrtnja pozitivno ori-
jentirana, odnosno da je kut ¢ pozitivan. Za gibanje suprotne orijentacije kaze-
mo da je pripadni kut negativan i oznacujemo ga s -, gdje je ¢ pozitivan broj.

Ako neka vrtnja tocki A pridruZzuje tocku A, a tocki B pridruzuje tocku
B, onda ta vrtnja svakoj to¢ki C duzine AB pridruzuje neku tocku C, duzine
A,B,, pri¢emu je |A B | = |AB|. Kazemo da ta vrtnja duzinu AB preslikava u
sukladnu duzinu A B, .

Isto tako, vrtnja svaki lik preslikava u sukladni lik.

Vrtnja sa sredistem u sredi$tu neke kruznice, za bilo koji kut, preslikava
tu kruznicu u samu sebe. Pri tome se svaka tocka kruznice preslikava u neku,
op¢enito drugu, tocku te kruznice.
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Ako vrtnja sa sredistem u tocki O i kutom ¢, pridruzuje tocki A tocku B,
a vrtnja sa srediStem u tocki O i kutom ¢, pridruzuje tocki B tocku C, onda
vrtnja sa sredistem u tocki O i kutom ¢, + ¢, tocki A pridruzuje tocku C.

U prostoru se vrtnja definira s obzirom na zadani pravac koji se zove os
vrtnje (rotacije). Takva vrtnja zadanu crtu preslikava u zakrivljenu plohu. Po-
mocu tih vrtnja definiraju se posebna tijela koja se zovu rotacijska tijela. Takva
su tijela, primjerice, valjak, stozac i kugla.

Primjer 1. Zadane su razli¢ite tocke O i A. Vrtnja sa sredistem u O tocki A
pridruzuje tocku B. Odredimo kut vrtnje za koji vrijedi:

a) tocka B simetri¢na je tocki A s obzirom na O;

b) to¢ka B podudara se s tockom A.

Rjesenje: a) Postoje dva kuta: ¢ = 180°, ¢, = -180°.
b) Postoje tri kuta: ¢, = 0°% ¢, = 360°, ¢, = -360°.

Primjer 2. Neka je r vrtnja ravnine za kut ¢ oko tocke O. Ta vrtnja tocki A
pridruzuje tocku B, $to zapisujemo kao r(A) = B. Isto je tako r(B) = Cir(C) =
A. Odredimo pozitivan kut ¢ tako da je r(B) = Cir(C) = A.

Rjesenje: C
¢ Sa slike vidimo da je:
A ®+ ¢+ =360
3¢ = 360°,
@ =120°.
B
Primjer 3. Vrtnja za kut ¢ oko tocke O pridruzuje to¢- B,
ki A to¢ku B. Odredimo sve kutove ¢ za koje je trokut OAB
pravokutan.
Rjesenje: (slika desno)
Za svaki kut ¢ trokut OAB je jednakokracan jer je O

|OA| = |OB|. Zato trokut moze biti pravokutan, s pravim
kutom samo pri vrhu O. Postoje dvije tocke koje smo na
slici oznacili kao B, i B,. Za svaku od tih toc¢aka postoje po
dva kuta. Za tocku B, to su kutovi ¢, = 90°i ¢, = -270°.
Za tocku B, to su kutovi ¢, = -90°i ¢, = 270°. B,
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Primjer 4. Zadane su razlicite tocke O i A. Vrtnja sa sredistem u O tocki
A pridruzuje tocku B. Odredimo sve kutove ¢ za koje je trokut OAB jednako-
stranican.

Rjesenje:
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Postoje dva takva trokuta, OAB, i
OAB,, kao na slici.

Za to¢ku B, postoje dva kuta:
@, =60°i¢p, =-300°.

Za tocku B, postoje dva kuta:
p,=-60°ip, = 300°.

Primjer 5. Zadane su razlicite tocke O i A. Vrtnja sa sredistem u O za
kut & = 20° to¢ki A pridruzuje to¢ku B. Vrtnja oko iste tocke za kut § tocki A
pridruzuje tocku C.

a) Dokazimo da trokut OBC moze biti pravokutan, s pravim kutom samo
pri vrhu O.

b) Odredimo sve kutove  za koje je taj trokut pravokutan.

Rjesenje:

a) Vrijedi |OB| =|OC|, zbog ega je trokut OBC jednakokracan. Zato ku-
tovi nasuprot stranicama OB i OC imaju jednake mjere i ne mogu biti pravi
jer trokut ne moze imati dva prava kuta. Zato pravi kut moze biti samo pri

$ vrhu O.
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b) Sa slike vidimo da postoje dva takva trokuta, odnosno da postoje dvije
tocke koje smo oznacili s C, i C,. Za svaku od tih dviju tocaka postoje dva kuta.

Za C kutovisuf =a +90°=110°i8, = a - 270° = -250°. Za C, trazeni
kutovi su 8, = -70°, 8, = 290°.

Primjer 6. Zadan je pravokutan trokut ABC duljina kateta [BC| = 10 i
|CA| = 24. Poloviste hipotenuze AB je tocka D. Vrtnja oko toc¢ke D za kut
od 90° to¢ku A prevodi u to¢ku E. Izra¢unajmo povrsinu trokuta EBD.
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Rjesenje: E
B c £
3 2
10
D
c 24 A

Prema Pitagorinom poucku moZemo izracunati duljinu hipotenuze:

|AB|=+/10" +24%,|AB| = 26 . Zato je |DA| = |DB| = 13. Prema definiciji vrtnje
vrijedi da je |[DA| = |DB| = |DE| =13.

Buducdi da je veli¢ina kuta ADE jednaka 90°, slijedi da je i veli¢ina kuta

1 169 D
EDB jednaka 90°. Zato je trazena povrsina p = 5 13-13,. p= - P

Primjer 7. Zadane su razlicite tocke O i A. Vrtnja sa sredistem u O za kut
a = 40° tocki A pridruzuje tocku B. Vrtnja oko tocke A za kut —a toc¢ku B pre-
vodi u to¢ku C. Koliki je kut $to ga odreduju pravci OBi AC?

Rjesenje: (slika desno)

O A

Sjeciste pravaca OB i AC oznac¢imo s D. Treba izracunati veli¢inu kuta
£LADO. Neka je | £LADO| = y. Trokut AOB je jednakokracan jer je |OA| = |OB|,
zbog ¢ega je | LOAB| = | LABO| = f. Zbroj veli¢ina kutova trokuta OAB jednak
jea +p +f =180° odakle je 23 = 180° - 40°, tj. § = 70°. Zato su veli¢ine kutova
trokuta OAD jednake &, f + ¢ i7, tj. 40°, 110° iy. Zbroj veli¢ina kutova trokuta
je 180°, odakle je y = 30°. }
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Primjer 8. Zadane su tocke O i A, tako da je |OA| = a. Vrtnja sa sredistem
u O za kut ¢ tocki A pridruzuje tocku B, tako da je povrsina trokuta OAB jed-

1
naka Zaz . Izra¢unajmo veli¢inu kuta ¢.

Rjesenje:

A

/

w)

Noziste visine iz vrha A trokuta OAB oznacimo s C. Udaljenost [BC| = v je

1
visina iz vrha B trokuta OAB. Zato je povrsina tog trokuta jednaka p = > a-v

1 1
2 Zav=-a-2. Odavde je v=2_ Totku simetri¢nu
2 2 2 2

tocki B s obzirom na tocku C oznacimo s D, kao na slici. Tada vrijedi da je
|CD| = |BC| = v.

1 1
i vrijedi Eav:—a

Za duljine stranica trokuta ODB vrijedi |OD| = |OB| = a i |DB| = 2v =
2 -% =a . Odavde zaklju¢ujemo da je trokut ODB jednakostranican, zbog cega

svaki kut toga trokuta ima veli¢inu 60°, to jest 2¢ = 60° ili ¢ = 30°.

Primjer 9. Zadane su tocke O i A tako da je |OA| = a = 8. Vrtnja sa sredi-

$tem u O, za kut ¢ =150°, tocki A pridruzuje tocku B. Izra¢unajmo povrsinu
trokuta OAB.

Rjesenje:
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Neka je tocka C simetri¢na tocki A s obzirom na O. Tada je |OC| = |OA| =
|OB| = a. Isto je tako | £ COB| = 180° — 150° = 30°. Prema prethodnom zadatku,

1 1
povrsina trokuta OBC jednaka je p, = Zaz =1 8’ =16.

Trokuti OBC i OAB imaju dvije stranice jednakih duljina (JOC| = |OA|) i
zajednicku visinu iz vrha B. Zato ta dva trokuta imaju jednake povrsine. Zato
je trazena povrsina trokuta OAB jednaka 16.

Primjer 10. Zadana je toc¢ka A(0, —4). Definirajmo dvije vrtnje oko isho-
dita sustava za kutove:

a)f=-30°1

b) y = 60°.

Prva vrtnja prevodi to¢ku A u to¢ku B, a druga u to¢ku C. Odredimo ko-
ordinate tih tocaka.

Rjesenje:
y
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Na slici su nacrtani pravokutni trokuti OBE i OCD. Ti trokuti su sukladni
sa Siljastim kutovima od 30° i 60° s hipotenuzom duljine 4. Na drugoj slici
taj trokut je nadopunjen s jos jednim takvim trokutom do jednakostrani¢nog
trokuta. Zaklju¢ujemo da su duljine kateta tih dvaju pravokutnih trokuta jed-

43

4
nake m= E, n= T, t.m=2,n= 23, jer su to polovina stranice, odnosno

visina jednakostrani¢nog trokuta sa stranicom duljine 4. Zato su koordinate

trazenih tocaka: B(-m, —-n), B(—Z,—?J, C(n, -m), C[?,—Zj.
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