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PRIKAZ BALASOVOG A
PROGRAMI

U uvodnom dijelu rada govori se o cjelobrojnom i nula-jedan pro
gramiranju.

Daljnji tekst sadrZi prikaz Balasovog algoritma za nula-jedan
programiranje (poznatog jos pod nazivom metoda djelomicnog na-
brajanja). Rjesavanje zadataka pomocu navedenog algoritma pri-
kazano je detaljno na jednom primjeru, a za drugi su pregledno
navedeni algoritamski koraci koji se primjenjuju tokom rjesava-
nja zadatka.

1. UvOD

Poznato je da se velik broj ekonomskih (i ne samo ekonomskih)
problema moZe prikazati matematickim modelima koji se rjeSava-
ju metodama poznatim pod zajednickim nazivom linearno, odnosno
nelinearno programiranje. Osim mnogo upotrebl javanih metoda op
ceg karaktera,kojima se moZe rjeSavati velik broj problema 1i-
nearnog programiranja (takva je npr. dobro poznata simpleks me
toda), ponekad se pokaZe potreba za algoritmima specijalne na-
mjene, ovisno o specifilnostima problema koji se rjeSava.Efika
snost tih algoritama ima i svoju cijenu - oni obi&no nisu pri-
mjenjivi na veci broj problema. Takav je slucaj i s problemima
nula-jedan programiranja i njihovim rjeSavanjem.

Pod problemima 0-1 programiranja podrazumijevaju se problemi
programiranja u kojima varijable uzimaju vrijednosti 0 ili 1.
Velik broj realnih problema, za koje je moguce formirati mate-
matiZke modele s 0-1 varijablama, bio je razlogom za izdvajanje
ove klase problema iz Sire klase problema cjelobrojnog programi
ranja. Takvi su problemi na primjer:

- problem trgovaclkog putnika

- problem dostave

- problem ranca

- videstruki problem ranca

- problem ravnoteZe tekuce vrpce

- problem rasporeda poslova

- problem investicijskog odlucivanja.

lzdvajanje 0-1 programiranja kao posebne grane programiranja
bilo je omoguceno i pronalaZenjem posebnih metoda za rjeSavanje
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tih problema. Te metode i algoritmi razlikuju se prema pristupu
u rjeSavanju problema. Tako se razlikuju:!

- algebarski pristup

- kombinatorni pristup
- nabrajanje

- heuristicki pristup.

Neki problemi cjelobrojnog lineranog programiranja mogu se uz
stanovite uvjetez), prevesti u probleme 0-1 programiranja i na
taj nacin se kod njihovog rjeSavanja mogu koristiti odgovaraju-
¢e metode koje imaju odredjenih prednosti3)_pred metodama cjelo-
brojnog programiranja. Isto vrijedi i za odredjenu klasu proble-
ma linearnog programiranja s varijablama diskretnih vrijednosti
(ne nuZno cjelobrojnim).

U ovom E€lanku prikazan je Balasov aditivni algoritam za rje3a-
vanje problema 0-1 linearnog programiranja, u kojem se koristi
metoda djelomicnog nabrajanja. Ovaj algoritam objavljen je

1965. godine, a ovdje je dan prikaz prema originalu, pogodan za
ru€no rjesavanje problema. U €lanku je u potpunosti prikazan tok
rjeSavanja jednog primjera tom metodom. Kako je rjeSavanje pro-
blema vedih dimenzija teSko zamislivo bez pomocli elektronskog
racunskog stroja, za ovaj algoritam nainjen je i program za
sistem B-1714. Taj program sadrZi i odredjene modifikacije ori-
ginalnog algoritma, a bit ¢e prikazan u posebnom &lanku.

2. IDEJA BALASOVOG ADITIVNOG ALGORITMA

Opéi oblik linearnog programa s 0-1 varijablama moZe se formu-
lirati na slijedeci nacin:

odrediti x° koji minimizira (maksimizira)
c°x” (1)
uz ogranicenja A‘x'::._b‘ (2)
xJ:=0in 1, j € N (3)

1) S.Ashour 1 A.R.Char: "Computational Experience on Zero—One
Programming Approach to verious Combinatorial Problems,
Journal of the Operations Research Soctiety of Japan,Vol.13,
No.2, 1970, str.78-108.

2) Lj.Martid, "Matematidke metode za ekonomske analize II,Naro-
dne novine, Zagreb, 1972, str. 256-257.

3) S.Ashour i A.R.Char, op.cit.

4) E.Balas, "An Additive Algorithm for Solving Linear Programs
with Zero-One Variables", Operations Research,Vol.13, 1965,
str. 517-546.
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pri Cemu je x°n komponentni stupac vektor, c¢” je dani n kompo-
nentni redak vektor, A~ = (aij) je matrica tipa gqxn i b~ je

stupac vektor od q komponenata.

Skup {1,2,....,q} oznalit Ce se s Q, a skup i1,2,...:0) s°N;

Da bi se ovako formulirani problem mogao rijeSiti pomocu adi-
tivnog algoritma, on se prevodi u ne3to drugaciji oblik koji
zadovol java zahtjeve:

- sva ogranicenja moraju biti tipa <
- koeficijenti funkcije cilja moraju biti nenegativni.

Ako problem (1°), 2°), (3°) ne ispunjava ove zahtjeve, on se
na Zeljeni oblik moZe dovesti slijededim transformacijama:

a) sve jednadZbe se zamijene s dvije nejednadZbe

b) sve nejednadibe tipa > mnoZe se s -1

c) ovisno o predznaku koeficijenta varijable u funkciji cilja
i o tome da li se rjeSava problem maksimuma ili problem mi-
nimuma uvode se nove vari jable prema slijedecoj shemi:

za max za min
xj kada je ci <0 kada je cj >0
St 1-x] kada je c] > 0 kada je c; <0

Uz ove transformacije i uz uvodjenje m-komponentnog nenegativ-
nog oslabl jenog vektora y problem prelazi u oblik:

pronaci x takav da vrijedi

Z = cx = min (1)
uz uvjete Ax + y = b (2)
x. =0 ili 1 (jeN) (3)
y>0 (4)

-

gdje jec>01i x, c, Ai b su dobiveni iz x; c; A", b~.

Aditivni algoritam je nalinjen tako da bez obzira na zadani
problem transformirani problem je problem minimuma.

Dimenzija od x i ¢ ostaje n. Dimenzija od b se u odnosu na di-
menzi ju od b” moZe promijeniti pa se nju oznai s m i uvodi
oznaka M za skup {1,2,...,m}. OCito vrijedi m>q.

Problem (1), (2), (3), (4) se oznai s P.
5 aj oznali se j-ti stupac matrice A.
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(n+m) dimenzionalni vektor u(x,y) ¢e se zvati rjeSenje ako za-
dovoljava (2) i (3), moguce rjeZenje ako zadovoljava (2), (3)
i (4),a optimalno (moguce) rje3enje ako zadovoljava (1), (2),

(3) i (&).
Neka je P® oznaka za linearni program definiran s (1), (2),(4)
i ogranienjima
x; > 0 (j e N) (3a)

| =1  (ed) 43b)
gdje je J, podskup od N (kada je s=o to je problem P® dan s
(1), (2), (3a) ¢ (4).
Kod rjesavanja algoritam poinje s linearnim programom PP s

vektorom (u®=(x%,y®) = (0,b) koji je o&ito dualno moguce rje-
Senje za P2 (zbog ¢ > 0).

]

Cdgovarajuéa baza sastoji se od jedinicne matrice

I(m) = (ei). I P (I
Za one i koji imaju svojstvo y? < 0, bira se, u skladu s odre-
djenim pravilom (sva pravila koja se spominju u ovom pregledu
aditivnog algoritma bit e precizno formulirana u prikazu al-
goritma po koracima) vektor aj] takav da je aij <0, i uvodi

ga se u bazu. No, umjesto uvodjenja vektora a;. u bazu na mje

sto vektora e:s kao 3to je to slufaj kod dualne simpleks meto-
de, dodaje se problemu P® novi uvjet x. = 1 u malo promi jenje-
nom obliku J

-xj + Ym+1 = -]
pri Cemu je Y 51 artificijelna varijabla.

Time se doIazn do problema p s J {jl}koji obuhvacéa (1), (2),
(3a) i (4) s dodatnim ogranlcenjen

Xj = 1 (3b,) .
Lako se vidi da je skup x, = 0 (j e N), yi = bi (icM),y

= -1 dualno moguce rje3enje za problem P g

U prodirenoj bazi I( ine s (e ) (1—1,...,m+1), (m+1). jedinig-

ni vektor e odgovara vektoru Yoy * On je na mjestu jedini-

m+1
¢nog vektora e . pa-lse zbog toga uvodi u bazu vektor aj,
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odnosno varijabla x. poprima vrijednost 1 u novom rjesSenju
problema P! koje jeJoEito dualno moguce.

Buduc€i da artificijelna varijabla y | dobiva vrijednost O i
ubuduce ne igra nikakvu ulogu u alggtltmu, moZe biti ispuSte-
na i novo rjesenje moZe se zbog toga pisati u obliku

1 1.1 1 1 1 1
u = (X 'Y ) = (x‘s~--~:xnr Yl.----,Yh)-

Zbog toga je novo dualno moguce rjeSenje problema P1 vektor
1

u = (x],yi) &ije su komponente
P dii=J4d

X, = Yi b, - a

.. (ieM).
oo GeN - (5,1 A

Vidi se da se u formiranju novih rjeSenja koriste operacije
zbrajanja i odbijanja pa je to bio razlog da se algoritmu dalo
ime aditivni algoritam.

Ako vektor-rjeSenje ul jos uvijek ima negativne komponente,ta-
da se u skladu s gore navedenim pravilom izabere drugi vektor

aJ.2 za uvodjenje u bazu, a problemu Pl dodaje novo ogranienje
=1, u obliku

T %52 % Yme2 T

gdje je druga artificijelna varijabla.

sz
-1

To dovodi do problema Pz sastavl jenog od (1), (2), (3a) i (&)
i dodatnog skupa ograni&enja (3b) safinjenog od xj1=l. xj2=l.

Skup

Xj1 =1, Xj=0 IJE(N-{J]})l’ yi=bi‘aijl(|ﬁn)! Yh+2 » =1
je dualno moguée rjeSenje od Pz. Vektor a., uveden je umjesto

j2 2
€ 40 @ sz uzima vrijednost 1 u novom rjesSenju za P°, Sto o-
Cigledno znali da je ono dualno - moguce.
Kako varijabla Yme2 nece ubuduce igrati nikakvu ulogu u algo-

ritmu (jer cijelo vrijeme ima vrijednost 0), moZe se ispustiti
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(kao 5to je to bio slu€aj s varijablom y 1) i novo dualno mo-

guée rje3enje za problem P2 je - - (xz,y ), adje je

1 (=iy0dy)

0 je(N-0j,,i,})

Taj postupak se ponavlja tako dugo dok se ne dodje do rje3enja
u® kojem su sve komponente nenegativne, ili dok se ne pokaZe da
takvo rjeSenje za grob]em P° ne postoji. Ako se dodje do nene-
gativnog vektora u =(xs,y5), on je optimalno rje3enje za prob-
lem P*, Takvo rjeSenje je ujedno i mogue rjeSenje problema P,
ali ne mora biti i njegovo optimalno rjeSenje. Postupak traZe-
nja optimalnog rge§enja za problem P polinje u tom slu€aju od
nekog rjeSenja uF(p < s), izabranog u skladu s odredjenim pra-
vilom, s time da druga pravila odredjuju izbor vektora koji se
uvodi u bazu. Taj postugak traje tako dugo dok se ne dobije
drugo moguce rjesSenje u‘ sa svojstvom da je z <z (zp je oz.
naka za vrijednost funkcije cilja z za vektor uP, p = 0,1,...)
ili se evidentno ustanovi nedopustivost takvog rjeSenja. Niz
uq, q=0,1,..., konvergira prema optimalnom rjesenju.

Taj postupak mogao bi se nazvati i pseudo-dualnim algoritmom,
jer, kao i u dualnoj simpleks metodi, starta s dualnim mogucim
rjeSenjem i postepeno se pribliZava primal - mogucem podrucju,
Cuvajuci cijelo vrijeme svojstvo dualnog moguceg rjeSenja.Me-
djutim, stvarna dualna simpleks iteracija se ne provodi, ne u-
potrebljava se ni dualni simpleks kriterij za izbor vektora ko
ji ulazi u bazu, a takodjer ni jedan od vektora e, i = 1,...,m
nije eliminiran iz baze u smislu da je nadomje§teﬁ nekim drugim
vektorom. Do promjene baze dolazi dodavanjem novog jedininog
retka ili jedini&nog stupca, odnosno njihovim ispudtanjem i,5to
je najvaznije, koeficijentimatrice A ostaju nepromijenjeni.Ka~
ko novi jedini&ni reci i jediniéni stupci uvedeni u svakoj ite-
raciji ne igraju. nikakvu ulogu u slijedecoj iteraciji, nije
potrebno ni jedne ni druge sauvati ni izriCito ispisati.

Djelovanje aditivnog algoritma moZe se lak3e shvatiti ako se
usporedi s rjeSavanjem zadanog problema putem testiranja skupa
svih moguc¢ih rjeSenja. Kako varijable, koje se javljaju u pro-
blemu P, mogu poprimiti samo dvije vrijednosti - 0 ili 1, skup-
U = {u} svih rjedenja od (2) i (3) je kona&an i broj elemenata
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tog skupa je 2“, gdje je n broj varijabli koje se javljaju u
problemu P. Postupak promatranja svih 2 mogucih varijacija s
ponavl janjem od dva elementa prikazan je na slici 1 za problem
u kojem se javlja 5 varijabli.>

i
xj—{a j=2.345

{ =3 (K 'R}
A\ boivunps ulo s \n={b ik
\ T i ey
- i —_— — — X —_ L'
.
. ginbliot
Slika 1.

5) Na sliet 1 moZe se pratiti tok rjeSavanja primjera 1 koji
Jje dan nakon ovog prikaza aditivmeog algoritma. Grane na sli-—
et, koje su izvulene debljom linijom, upravo ilustriraju tok
rjedavanja primjera 1.
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Shema na slici 1 ima pet nivoa. Tolci iz koje se pofinje crta-
ti shema pridruZeno je rjeSenje za koje sve varijable imaju
vrijednost nula. Dolaskom na prvi nivo moguca su dva rje3enja
koja se razlikuju u vrijednosti varijable x,. Totka u koju se
dodje iz pofetne tolke spuStanjem po desnoj grani pridruZena
je rjeSenju
T j=1
x- -

J 0 j=2,3,4,5

a toCka u koju se dodje spuStanjem po lijevoj grani pridruZe-
na je rje3enju

xj =0 j=1,2,3,4,5.
Isti princip formiranja novog skupa rjeSenja zadrZava se i kod
prelaska na iduc€i nivo. Sve tofke u koje se dolazi spuitanjem
s gornjeg nivoa po lijevoj grani pridruZene su istom rjeSenju
kome je pridruZena i ishodiSna tofka s gornjeg nivoa, a ako se
u neku tolku dodje spuStanjem po desnoj grani, to znali da se
rjeSenje koje joj je pridruZeno razlikuje od rjeSenja pridruZe
nog ishodisnoj tofki s neposredno prethodnog gornjeg nivoa po
tome 3to varijabla s rednim brojem nivoa dobiva vrijednost 1.
Za zadani skup od pet varijabli taj postupak provodi se do po-
punjavanja petog nivoa na kojem se nalazi skup od 32 tocke -
svaka je pridruZena jednoj varijaciji s ponavljanjem petog ra-
zreda od dva elementa. Pomocu sheme sa slike 1 moZe se objasni-
ti djelovanje aditivnog algoritma. To je u stvari skup pravila
u skladu s kojima se postiZe optimalno rje3enje (ako takvo po-
stoji), ali slijedeéi samo neke grane na shemi, dok se druge
grane zanemaruju. Startajuéi iz situacije u kojoj je vrijednost
svih n varijabli 0, algoritam sistematski dodjeljuje nekim va-
rijablama vrijednost 1, tako da nakon provjere malog broja od
skupa svih moguéih vari jacija vrijednosti varijabli, pronalazi
optimalno rjeSenje ili se pokaZe da takvo rje3enje ne postoji.

U stvari to se postiZe kroz skup pravila koja se primjenjuju u

svakoj iteraciji, a grubo se postupak moZe podijeliti u dva di-

jela:

a) odredjuje se podskup varijabli koje kandidiraju za dodjelu
vrijednosti 1

b) izmedju tih varijabli izaberu se one kojima se dodjel juje
vrijednost 1.
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Nakon odredjenog broja iteracija postaje jasno da je optimalno
rjeSenje postignuto ili da u optimalnom rjeSenju nemaju vrije-
dnost 1 sve one varijable kojima je ta vrijednost dodijel jena
tokom postupka.

Postupak se tada zaustavlja i ponovo se krece iz prethodne e-
tape. Drugim rijelima, pravila algoritma omogucuju da se iden
tificiraju one grane stabla rjeenja koje ne vode k rjeSenju
bol jem od vec postignutog, i koje se zbog toga mogu napustiti.
Efikasnost algoritma u znatnoj mjeri ovisi o efikasnosti postu-
pka kojim se utvrdjuje da neko rjeZenje nije bolje od veé pos-
tignutog rjeSenja, odnosno o reduciranju Sto veceg broja grana
koje nije potrebno slijediti.

Neke definicije i oznake

Promatra se problem P. Buducéi da svako ogranlcenJe skupa (2)
sadrZi to€no jednu komponentu vektora y, rjeSenje u"=(x",y P)
je jedinstveno odredjeno skupom

: = {j| jeN, x =1}
zbog

o
4 ={‘ ] EJp (5)
0 jeN\J :
je y
Pop oF :
y; = b, jEJp 3 ieM (6)

Kao 3to je pokazano, aditivni algoritam generira niz rje3enja.

S-ti &lan tog niza se oznaci s
0¥ = ugaeeeennd )=03,y0) (7)
gdje je {jl' ----- j 1 = J -{JIJSN X "’1} (8)

dok e z_biti oznaka za vrijednost forme (1) za u®. Niz ovih
S n 8110 9 o . o e el POALE o o

rjeSenja pofinje s u i za to rjedenje jeJ =0, x =0, y=b

i zo=0. Naravno, JO(: Jp za svaki p # 0. Skup vrijednosti koje

poprima funkcija cilja za moguca rje3enja dobivena do s-te ite-
racije oznali se sa

Zs ='{zp | p<s, P > 0} (9)
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Ako taj skup nije prazan, njegov najmanji element e se zvati
plafon za us. Ako pak je taj skup prazan, ulogu plafona preu-
zeti ¢e =». Plafon za uS bit e oznalen sa

" = ako je Z_ = @

z = (10)
min z ako je Z # @
g .
s

Za svaku iteraciju s+1 novi vektor koji se uvodi u bazu bit ce
izabran {z podskupa skupa {aj | jeN} , koji se zove skup pobol j

Savajucih vektora za rje3enje B Odgovarajuéi skup indeksa j
oznaéi se s Ns (naravno, NSE; N), a u daljnjem tekstu e se de-
finirati preciznije.

Nadal je treba definirati neke vrijednosti koje e se koristiti
kao kriterij za izbor vektora koji se uvedi u bazu. Za svako
rjeSenje u® | svaki jgNs definiraju se vrijednosti

s- g g e
o aij (yi aij) JENS, Mj £0 (11)
3 5=
0 JENS; M i @
gdje je M?-='{i |y? =y 0} (12)

Znalenje tih vrijednosti je ocito; v?_ je suma negativnih kom-

ponenata vektora rje3enja us+1, koji se dobije iz vektora rje-
Zenja u® povecanjem skupa J5 na J5+I = Jé:{j‘}. Kao 5to je spo

menuto, vrijednost vi sluZi za izbor novog vektora koji se uvo

di u bazu, dko je ustanovl jeno da je to efikasan kriterij,
potrebno je istaci da je on empiricki i da nije bitan za funk-
cioniranje aditivnog algoritma - on moZe dobro raditi i primje-
nom nekog drugog kriterija. lzbor kriterija za uvodjenje novog
vektora u bazu utice na efikasnot algoritma, ali nema utjecaj
na nngovu konaénost. U skladu s aditivnim algoritmom vrijedno-
sti v, pridodate svakom rjesenju uk postepeno se brisu u iducim
iteraéijama u skladu s ulogom koju igraju.

Skup takvih j, za koje su vrijednosti v% pridodate rjeSenju uk
brisane prije nego je dobiveno rje3enje us, oznali se s C;(k<s).

(Ct = @ po definiciji).
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Skup indeksa j za koje su vrijednosti v?

Senju uP sa svojstvom p < s i JpC:Js, brisane prije postizanja

pridodate svakom rje-

— . S -
rjesenja u oznaci se s

cS ] ¢S

lepc:Js p (13)
Dalje se za rjeSenje u® definira skup takvih j e (N-C%) da, ako
je a. uvedeno u bazu tako da je postignuto
Js+l 7 JQJ{J} . %
vri jednost funkcije cilja postigne plafon za u™.

Oznaka za taj skup je

D_ = {jlje(N-C*), cJ.>z"(5’-z5} (14)

Iz skupa indeksa j € |N-(LSKJDS)[ izdvojit ce se u poseban skup

oni j koji imaju svojstvo da, ako se pripadni a. uvede u bazu
tako da je J

Jd = JSU{j},

s+1
: S
nenegativan Y; poraste.

Skup takvih j oznacava se s
Es={j|je|N -(CSUDS)[. Y?<°+aij>0} (15)

Sada se moZe dati prava definicija skupa pobol jSavajucih vekto-
. ra za rjeSenje u®. To je skup takvih aj, za koje j pripada skupu

s

N,=N-(CCUD UE) . (16)
0cigledno, Ns = @ za svako moguée rjeSenje u . Sli¢no s Ds defi-
nira se par rjedenja u® i (k < s) skup onih j ¢ (N -C ) za ko
je, ako je a uveden u bazu tako da je postignuto J kpﬁ i it ™

s
2o postlze plafon za u

D, ={jlje(N, - C.), cj>zx(5)-zk} (17
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Konaéno, za dani par rje3enja u® i uk takav da je
. ; k \ ’
us=u(11,...,Jr), u =U(JI,...,JK_Q(1Shir; ch: Js)
definira se skup pobolj3avajucih vektora za rje3enje uk, preo-

stalih nakon iteracije s. To je skup takvih a., za koje j pri-
pada skupu 4

NE =N - (ci ] D:) (18)

Skupovi definirani s (16) i (18) igraju centralnu ulogu u ovom
algoritmu. Cim se dostigne neko rje3enje us, za dal jnje uvodje-

nje u bazu dolaze u obzir samo poboljSavajuéi vektori za to rje-
Senje. Ako se ustanovi da je skup pobolj3avajucih vektora za rje
Senje u~ prazan, to se interpretira kao ''stop signal', $to zna-
&i da ne postoji moguce rjedenje ut takvo da je JSC:Jt i

z < Z

x(s)

. U takvom slu€aju ponavlja se postupak za neko pret-

t g . Iy .
hodno rjeSenje u”, identificirano u skladu s odgovarajucim pravi
lima, i za svako takvo rjeSenje u samo skup pobol jSavajucih ve-

ktora preostalih nakon iteracije s dolazi u obzir za uvodjenje
u bazu.

3. PRIKAZ ADITIVNOG ALGORITMA

U daljnjem tekstu bit ¢e aditivni algoritam pgikazan po kora-
cima. Starta se s dualnim moguc¢im rjeSenjem u , za koje su

x =0, y =b i z_ =0 (19)

Neka je nakon s-te iteracije dobiveno rje3enje u ‘U(JI,...,jr)
za koje je

x? ® {] 1 8dy (20)
0 j e (N-JS)
z
H = 21
i z jed, Cj (21)

Tada se dal je postupa na slijedeci nacin:

Korak 1 : IspltlvanJe yl (i eM). x(s) 2
la. Ako je y > 0 (ieM), skup z =2 . Skup D je defji-
niran sa (17) za svaki k<s, bri3u se vrijednosti v,
za JEDS k<s i prelazi na korak 5. J
Ako do ovog slulaja dodje za u®,tada je u® optimalno
rjeSenje i algoritam je okon&an.
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1b. Ako postoji i] takav da je y? < 0, prelazi se na
1
Korak 2 : ldentificiranje pobol jSavajuceg vektora za rjeSenje
u® formi ranjem skupa N5 kao 3to je to definirano sa

(16).

2a. Ako Je NS = @, tada ne postoji pobol j3avajuéi vektor
za u~ i~ prelazi se na korak 5.

2b. Ako je Ns # @, prelazi se na

Korak 3 : Ispitivanje relacije
F A, .< y? (i/ y? < 0) (22)
jeN ij i i
S

gdje su a;j negativni elementi matrice A.

3a. Ako postoji takav i, M za koji nejednakost (22) ne
vrijedi, prelazi se na korak 5.

3b. Ako su sve relacije (22) zadovol jene kao stroge neje
dnakosti, treba izraCunati vrijednosti v. prema defi
nicionim izrazima (11) i (12) za svaki “7j € N_ i
izabrati onaj js za koji je .

+1
v?+1 = max Vv, (23)6)
j | 3
s
izbrisati v> i preéi na korak 8.
Js+1

3c. Ako sve relacije (22) vrijede, i postoji podskup M>
od M takav da su relacije (22) zadovol jene kao jedna-
kosti za i ¢ MS, prelazi se na

Korak 4 : Ispitivanje relaclije
C; € zx(s) =
| s (24)
jEFS
gdje je Fs skup takvih chs, za koje je aij<0 za naj
manje jedan ieM™ .

6)dko jednakostr(23)1(28)vrijede za vide od jednog j:js 129941
se bira tako da je e¢. =min c.(gdje je J skup onih Jz2a
s+l jEJm R
koje vrijedi taj sludaj). AKB™Ea relacija takodjer vrijedi
za vide indeksa j, tada se bira bilo koji od njih kao js+1'
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ba. Ako vrijedi (24), bri%e se v> za sve j € F_ (bez izra

Eunavanja njihovih numerigkifl vrijednosti)3 Skup Jopr™
= JSL}FS izra€unaju se vrijednosti funkcije cilja
L

Zoe1 T % F jan cj (25)
i oslabl jenih varijabli

s+#1 _ s _ I x

¥y = ¥ jeF, 3 (i e M) (26)

ST s+1 . : i .
za novo rjesSenje u , | prelazi se na novu iteraci-
ju (starta se ponovo s korakom 1). :

hb. Ako (24) ne stoji, bri%e se v} za svaki j € N_ (bez
izraCunavanja numeri&kih vrijednosti), i prelazi se na

Korak 5 :ldEntificiranje poboljSavajucih vektora za rje3enje
u (k/ch:Js) preostalih nakon interacije s, ispitiva-
nje skupova Ni (k/JkC:Js) definiranih s (18) za opada-
juci redoslijed brojeva k, tako dugo dok se ne pronadje
k, takav da vrijedi J, CJ i N> # @ ili se ustanovi da
1 k] s k]
je skup NE prazan za svaki k sa svojstvom JQZ Js.
5a. Ako je Ni = @ za sve k takve da je ch:Js, tada ne po-
stoje pobolj3avajuéi vektori ni za jedan uk(k/JkC:Js)
i algoritam je okonfan. U tom slucaju, ako je ZS=G, P
nema moguce rjeSenje. Ako pak je ZS=G, tada je ud, za

x(s) x(s)

koji je zq =z optimalno rjeSenje i z je mini
mum 5to ga funkcija cil ja postiZe za to rje3enje.

5b. Ako je NE #9 za k=k;, J,CJ_, preci na

Korak 6: Ispitivanje relacije

-sta;j < y? (i/ y? < 0) (27)
JEk
za k=k, .

1
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6a. Ako i jedna od relacija (27) nije ispunjena za =k,
s

Ky

k< ky, pisuéi k2 umjesto k, u koracima 5 i 6. Uvijek

brisati vjkl za svaki j € N 1 ponoviti korak 5 za

kada se korak 5 ponavlja za k< k,, treba pisati ka+]

umjesto k u koracima 5 i 6. Ako relacije (27) nisu

zadovol jene za svaki k takav da je NE # @, algori-

tam je okoncan, s istim zakljuccima Kao u 5a.

6b. Ako su za k=kB sve relacije (27) zadovol jene kao

stroge nejednakosti, treba izabrati j
k
v% = max v.b
Js41 jeN
k
kB B
ponidtiti v, i preci na korak 8.
s+1

6c. Ako su za k = kB sve relacije (27) zadovol jene, i

it takav da je

(28)

postoji podskup Mz od M takav da su relacije (27)

B8

zadovol jene kao jednadZbe za ie M3

» preci na

k
B
Korak 7: Ispitivanje relacije
5 cj< zx(s) -z
' s B (29)
1E Fk
gdje je F; skup takvih j ¢ NE za koje je aij<0 za
: . : 2l . s 8
najmanje jedan i ¢ Mk "
o
7a. Ako vrijedi (29), ponidtit v€Bza svaki jE:F:
J B
s - " ” 4
Skup JS+] = Jk Lij . lzracunati vrijednost funkci-
je cilja 8
. z - 2. % X Gy (30)
+1 3 SS
s B JﬁFk J

B8
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i oslabljenih varijabli

1 .
. = Ee ay  lieH (31)
JeFk

P s+1 ., o ; -
za novo rjedenje u i preéi na novu iteraciju (star-
tati ponovo s korakom 1), 5

7b. Ako ne vrijedi (29), ponidtiti vrijednosti VJB za sva-
ki j e Nz i ponoviti korak 5 za svaki k < k.

Ako takav k < kB ne postoji, npr. ako je kB = 0, algo-

ritam je okonan s istim zakljuccima kao u 5a.

Korak 8: Skup Ao Jle{Js+]}. lzra&unati vrijednosti funk-

cije cilja i oslabljenih varijabli za novo rje3enje

us+1, u skladu s formulom

z =2z 4+ C, = I &, (32)
s+1 P J - J
i JEJs+l
. + ~
i y? 1=y? - Ay e, - & 3 (ieM) (33)
ol Jeds i

gdje je p definiran s posljednjom izbrisanom vrijed-
noséu vP . Preéi na iduéu iteraciju (npr.startati

J
ponovo s5* korakom 1).

Algoritam prestaje kada je dobiveno rje3enje ut za koje je

(1) dobivena situacija 5a ili

(11) dobivena situacija 6a i (27) ne vrijedi ni za jedan k ta-
kav da je N> # @ ili

(111) dobivena je situacija 7b i kB = 0.

Treba napomenuti da aditivni algoritam opisuje Jokivanje jednog optimal=
nog rjedenja (ako takvo postoji). No, ako postoji vide opti-
malnih rjeSenja za dani problem, ona se mogu postici uz modifi-
kaci ju izloZenog algoritma u kojoj se u (14) i (17) stavlja
znak > umjesto > , a u (24) i(29) g umjesto < .
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Nadal je, moguce je reducirati brcj rjeSenja koja se direktno is
pituju tokom izvodjenja algoritma. Cijena za to je ne3to sloze-
nija numericka procedura u svakoj iteraciji, a koja se zasniva
na promjeni algoritamskih koraka 3b, 3c, 6b, 6¢c kako slijedj

3b. Ako vrijedi (22) ispitati relacije

s a,.-a.. < y: (il y: <0) (22a)
: ij 1= 2] i
jeN x
s
gdje je y.. = max a;.. Ako sve relacije (22a) vri-
"x jeN 4
jede, izradunati “vrijednosti v. za svaki j € Ns,iza-
brati j takav da je ve = max Vv,
s+1 j .
s+1 JENS
PoniStiti vo i preci na korak 8.
s+1

3c. Ako vrijede relacije (22), i postoji podskup M® od M

takav da relacije (22a) ne vrijede za i € M>, preci na
korak 4.

Odgovarajuce promjene treba u cijelosti u€initi i u koracima 6b

i 6c.

4. PRIMJERI

U ovom dijelu rada prikazano je rje3avanje dvaju primjera izne-
senom metodom. Prvi problem, problem minimuma, je u potpunosti
ri jeSen uz navodjenje svih algoritamskih koraka. Za drugi pro-
blem navedeni su samo algoritamski koraci kroz koje se prolazi
tokom rje3avanja, a Citalac moZe lako pratiti postupak rjeSava-
nja kombiniranjem ovog s prethodnim zadatkom.

Za problem maksimuma nije dan primjer jer se on rje3ava jedno-
stavnim svodjenjem na problem minimuma, kako je prikazano na po-
Cetku iznosSenja algoritma.
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Primjer 1: Odrediti minimalnu vrijednost funkcije

z° = -ZX; + 3x£ - xi + Sxa - hxé
uz uvjete

z; - in - hxé + hxg - 3x; z
2x{ = 3x£ - xi + Sxi + 6x; <
hx; + xi - 3x£ - ng < 0
xj =0ili 1 za j=1,....,5

Da bi se ovaj problem transformirao u oblik na koji se moZe
primi jeniti aditivni algoritam (oblik koji odgovara proble-
mu P iz prethodnog prikaza aditivnog algoritma), treba uradi-

ti slijedece:
- prvu nejednadZbu pomnoZiti s -1 da bi se svela na oblik

- izvr3iti zamjenu varijabli kako slijedi

2,4

za j
J 1 =-x za j=1, 3, 5
- uvesti dopunske varijable

Transformirani problem u tom slu€aju glasi:
Odrediti minimum funkcije

Z = le + 3x2 + X3 + lei + hxs

uz uvjete
Xy = 2%, - hxs - hxh + 3x5 +y, = =4
-2x1 - 3x, + x3 + 5%y = 6x5 + Y, = 1
-4x1 - %, TEaRy, ¥ 2x5 tyz= -2
X =a0 T1T Jircza Ji =1 bywensD

J
Rje3avanje ovog zadatka moZe se pratiti kroz tabelu 1. U dalj-

njem tekstu bit c¢e navedeni algoritamski koraci koji se podu-
zimaju u svakoj iteraciji, uz prikaz izralunavanja pojedinih
velidina i formiranja skupova indeksa koji su potrebni za rad
algoritma.
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Broj

S
reda Js s 1 213 Vj L Es | Fs
I g |o y? -4 |1 |-2 )
T a-,
2 ’ ij| -10 =7
JsNo
o
3 Y e >
o 8
I Y~ a., ' *34 “5
o 1
5 YiT a3 ~2| =2
o 6
6 yi- ail" -Li -I*
7 3 11 i o o|-2 3 2,5
8 a1 -7
JEN, |
9 - =
By -1
1 I
11 3,1 3 y? -1 2] 2 3 1 5
12 'EN 7] -6
4 J 2
13 y?- a; 03
“+ Y?- ai _3 -35
15 3,1,2 |6 y? 1| s| 1
16 L %7;
jEN]3 0
17 Ay o |77
- N3
jeNJ
18 3,1,2,4 11 yi| o of u
y a=..
19 R
JENO I
Tabela 1
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Algoritam poCinje. s odredjivanjem vrijednosti s = 0, J0 =@,

z, = 0 za pofetno rjedenje u® (0, b). Za ovo pofetno rjeenje
st vrijednosti oslabljenih varijabli

o] o _ Lo Ty
Y]—M’Y2—19Y3_2

| lteracija:

1. korak: y? <0zai=1, 3, prema 1b prelazi se na

2. korak: Trazenje poboljSavajuceg vektora za rje3enje uo,
formiranjem skupa

i e L o

Ny =N (c ub U Eo) i

Ly ® g, D, = g (zbog Lo g >z = ® + ne posto-
ji j takav da bi vrijedilo
c. Zx(o) -z)
] o

Eo = {5} (vidi 1. red tabele 1)

<N = {1:2:3:4,5) = £6F = {1, 2, 3; #}

Zbog N0 # @ ovo je situacija 2b, pa se prelazi na

3. korak: Ispitivanje relacije (22) za i = 1,3 (2.red u, ta-
beli 1)
p— - - - = =- - - = - o:-
R alj - gy % as * ajy, 2 -4 -4 10<y] L
JENO ‘

-2

I ay, =ag = -h-3=-7 yO

JeN 31 34 3
o

Kako su nejednakosti (22) strogo zadovoljene, ovo

je slu€aj 3b, pa se izracunavaju vrijednosti v

definirane s (11) i (12) za jeNo (to je prikazdno

u 3., 4., 5. i 6. redu tabele 1):

e N o Py —_ - - -
V.l - ).. r (Yi ail) . L' ‘ 5
ieH?
o o
g b (yI - aiz) = (-4 +2) + (-2 -1) = -5
MO
5 e 2 a
g™ s (yi - a|3) = -2
ieMo-
3
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0— 0_ - - = -
vy = 3 (yi aih) 1-5 4

e

'EMh o .
Vidi <e da je max v, = Y3

jt—:NO
je algoritam vazno kojim se redom poniStavaju vrijednosti v?,
to se redoslijed poniStavanja tih vrijednosti biljeZzi doda-
: o o _ _ 07 L S

vanjem numeracije; npr. uz vy = 2 doda se 1 (-2') - vidi 5.
red tabele 1) i prelazi na

, pa se prema 3b poniStava vg (kako

8. korak: J] = J0 U {3l =28 U {3} = {3}
2, =z + c3 = 3
1 o = _
et > a13 = -4 + 4 =0

Yy = Yo - 2,3=1~1=0
o
Y3=Y3-a33=-2-0=-2
(sve ove vrijednosti upisane su u sedmni red tab.1)

Prelazi se na iducu iteraciju.

Il lteracija:

1. korak: y; < 0, preTa b prelazi se na

2. korak: N N - (C LJD]\JEI)
¢, =13}, D, =@, E ={2,5}, (vidi 7.red tab.1)
= {1,2,3,4,5} - {{31U{(2,3,5}} = {1,4}

it

=
|

Zbog N1 # @, prema 2b prelazi se na

3. korak: Ispitivanje relacije (22) za i=3 (prikazano u 8.
redu tabele 1)

S T T 1 o
jgnlaBJ_a31+a3‘*_ # -3 =7 <yy =2

Kako je ovo slucaj 3b, treba izralunati vrijedno-

sti VT za j 1,4 (vidi 9.i 10.red tabele 1):

=1

1 3 - - -

W= Balrgreaylna-1=5
ieM

G b adry ity Soa g

b = B AT SR S =
IEML}
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Kako je v1 = max v!, brise se v} i prelazi na

1

g

9
Y1
2

jeN1

8. korak: Jdy = J, U {1} = {3,1}
- 21 + c] =1 #2= 3
= y: -ay = 0=~1= =1
= y; T Ay = 0+2=2

Y2

2
Y3
(v

Py

LIl lteracij
1. korak:
2. korak:

V- = L
Y3 331 2+ 4=2
idi 11. red tabele 1)

elazi se na novu iteraciju.

a:

yf < 0, pa se prema 1b prelazi na

" _ 2
N, =N (c LJDZLIEZ)
C2 = {3,1}, 02 =4, E2 = {5} (vidi 11.red tabele 1)
N = N-(c2y D,V E,)={1,2,3,4,5} ={(3,13U {5}}={2,4)

3. korak:

200

Zbog N2 # @ prelazi se, prema 2b,na

Ispitivanje relacije (22) za i=1 (prikazano u 12.
redu tabele 1)

Ry s 5 A gl 2. .
z al; = ap, +aj, = -2 h=-6 < ¥y = =
JeN,
0Cito se radi o slucaju 3b, pa treba izralunati vri=-
jednosti vZ za j = 2,4 (vidi 13., 14., 15, red u ta-
beti 1)

g _ g L
g .ZMZ-(yi 219 = 0
jeM,
2 _ e ek 2k
v = ¥ 2_(Yi aih‘) = 2 5 = 3

jEMh
e - 2 2 o 2w
Vidi se da je v, = max v., pa se brise vy prela-
zl na jEN2
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8. korak: J J2 U {2} = {3,1,2}

3
23=22+c2=3+3=6
2
Y} =y -a,=-1+2=1
2
V3=V2'322=2+3=5
3 2 I

= - = -]:
LRk Tl
(vidi 15. red tabele 1)
Prelazi se na

IV lteraciju:

3

1. korak: Kako je y; > 0 za sve i, ovo je sludaj 1la.

o i 1 R
23 = {23} 5 7 =23 = g
Treba formirati skupove Do’

3

D3 i 03

1

Dg = {j/ JE(N CO), CJ>(6 0)}=@ (jer je c <6 ¥ j)
03 = {j/ JE(N -t]), ¢;3(6-1)}
N, = (1,43, €3 = (1203 = (8}
03 = 1/ Je(Nye3), c;>(6-3)
_ 3 =
N, = {2,4}, C5 = {2} D; = {B}
Dalje sg prema la, brisu Vh (zbog D = {4}) i
(zbog bH = {4} i prelazi se na
5. korak: IspitUJe se da 1i postoji pobolj3avajuci vektor za

3 (definiranih s

rjeSenje u3, ispitivanjem skupova Nk

(18)) za k = 2,1,0.

Ng= N, - (c3un3)

N, = {2,43, c3 {2}, D 3 {k}+N2=ﬂ

WL S

Ny = N, (CIUD])

Ny = {152,343 , € = {1}, 03 = (83 > W = (2,3}
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Kako je N

3
1

# @, ovo je situacija 5b, pa se prelazi na

6. korak: Ispituje se relacija (27) za k = 1, i=3 (jer je
16. red tabele 1)

y; < 0) (vidi

3

3
1 J

JjeN

Prema tome, ovo je slulaj ba. Bri3u se v; i vy

L a; =0¢f y; = =2

1

(veé su brisani) i ponavlja se 5. korak za k=5.

5. korak: N3 = N —(03\103)
fo) o o

(o]

3

Zbog N0

N, = (1,2,3,4), €3 = (3}, D3 = g > N2 = {1,2,4)

0_.

# @, prema 5a, prelazi se na

6. korak: Ispituje se relacija (27) za k = 0, i=1,3

8. korak: Jh

z

a,. =-2-b=-6< y?

-4

jENg 1J e L :
b a,. =-4 -3 =-7 <y =~
jeN(B) 3] 3
Ovo je sluiaj 6b. Kako je max vo = vz ponidti se vﬁ
i prelazi na jeNo J
= JSLJ{Q} = {3, V, 2,4}
z) = 23 ey = 6 +5=11
Iy, L% o " 2
T i Tt e
L 3 _ - C - €=
Yob W ¥y i B 820, O
b 3
== - = =l{
y3 y3 a3,_l 1T + 3
(vidi 18. red u tabeli 1)

prelazi se na

V lteraci ju:

Is

202

korak: Zbog y? >0 (i=1,2,3) ovo je sludaj la.
z, = 6,11} 2 Lg

Formiraju se skupovi Dt Zarkr=0011%, 22 33
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B = ~ 25 -
b, = {j/ JE(NO Co), < ? 6} = @
L e b
D, = {j/ Jeily = Cl). c; 2 5}
- 4 L
N] == {‘-’ h}y C1 o '[]! 1}} '*D] = g
- N b
D, = {j/] E(N2 - CZ)’ c; > 31
I I
N2 = {2, 4}, C2 = iz, &k~ D, = )
Dh =@ (zbog N, = @)
3 3
Prelazi se na
L L 4
5. korak: NI,: = N3 - (czu 03) =0
4
N, =N, - (C,UD,)
N2 = {2 4}, C2 = {2, 4} » N2 =0
4 I 4
Nl = N1 (C] UD1)
Ny = {1, b3, €)= (1, B} > N =
L (b 4
Ny = N (couoo)
L L 4
NO = {])2l3"+}! CO—{3’L}}’ D0_9+N0 = {1’2}
Prema 5b prelazi se na
6. korak: Ispitivanje relacije (27) zak =10, i = 1,3
- | 0_-
Zi,a]j— Z,éy]- L
jeN
o

Ovo je slu€aj 6a, pa treba brisati v? i vg.

Kako se relacija (27) dalje ne moZe ispitivati (is-
pitana je za sve vrijednosti indeksa k), algoritam
je okoncan.

X(h)=6

Prema 5a,optimalno je rjeSenje u3 jer je z3=z
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Prema tome, funkcija z iz problema P postiZe minimum z=6 za
vrijednosti varijabli

x, =1, x, =1, x

1 2 3

Odgovarajuce rjeSenje poletnog zadatka je

=1, Xy = 0, xs = 0.

]

Xo = 0 %2 = 15 %

1 P 3
a vrijednost funkcije cilja min z= = -1,

=0, x) = 0, xs 1

U tabeli 2 pregledno je prikazana provedba aditivnog algorit-

ma za primjer 1, po algoritamskim koracima. U stupcima tabele

su redom napisani; iteracija, skup J_ za odgovarajucu iteraci-
ju, algoritamski koraci u svakoj iteraciji.

Wiz rjeSenia Algoritamski
i koraci

s J

S .
0 '] b, 2b, 3b, 8
1 3 1b, 2b, 3b, 8
2 3,1 1b, 2b," 3b, 8
3 3,1,2 la, 5b, 6a, 5a, 6b, 8
L 3,1,2,4 la, 5b, 6a, b5a.

Tabela 2.
Na slici 1, danoj u sklopu aditivnog algoritma, moZe se prati-
ti rjeSavanje primjera 1. Starta se s rjeSenjem
u® za koje je xj 20 (j = 1,.0.4s5),

Potom se dobije rjeSenje

3
1,2,4,5

(na slici tom rje3enju odgovara &vor T1).

u1 ta koje je xj = 1423

I

0 za j

lduée rje3enje koje daje algoritam je
UZ = ¥ e 1l za j = 1,3
J 0 za]=2,4,5

Na slici se vidi kojom granom treba i¢i da bi se doSlo u &Evor
T2 koji odgovara tom rje3enju.
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RjeSenje koje slijedi je

3

u’ za koje je x, = 12,3

4,5

lako se na kraju pokaZe da je ovo optimalno rjesSenje, prema
algoritmu, potrebno je ispitati jo3 i rjeSenje

uk < xj . { 1 za j 1, 2, 3, &4

It

1 za j

1

0 za j

0 za j 5
ali se ustanovi da grana kroz pripadni évor T, ne vodi do op-
timalnog rjesenja, odnosno da je optimalno rjeSenje vec prije
postignuto.

Algoritam se zaustavlja ''dolaskom' na posljednji, peti nivo u
Evor T_ - taj &vor odgovara rjedenju u3 jer se u njega dodje
iz ¢vofa T, spustanjem po lijevim granama.

3

Primjer 2: Odrediti minimum funkcije

-

z" = hx{ - 3x2 - 12x> + X + 8x”

2 3 5
uz uvjete
-x; + 2x£ - 5x3 - hxh + 6x5 £ 2
hxl - 5x2 - X3 + hxh - 8x5 >
Zx] x5 + 4x3 X, * 2x5 <
x-=8 §17 % {] = 1555

Da bi se mogao primijeniti Balasov algoritam na rje3avanje ovog
zadatka, potrebno je provesti slijedece transformacije:

- drugu nejednadZbu pomnoZiti s -1
- zamijeniti varijable kako slijedi

= X: i =2,3
j J
Nakon toga zadani problem poprima oblik:
Odrediti minimum funkcije

z = hx] + 3x2 + 12x3 + hxh + BXE
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uz uvjete
=%y - 2x2 + 5x3 - #xh + 6x5 +y, =5
—Qx1,- 5%, = X3 - hxh + st +y, = =11
2x] + Xy - 4x3 kg # sz +.Y3 = =3
Xe = 0 T L (I, 00ty 5)

Ovaj problem, pa stoga i polazni, nema rjeSenje. Tok rjeSava-
nja tog problema, napisan po algoritamskim koracima, vidljiv
je iz slijedeée tabele (tabela 3):

Niz rjeSenja . Koraci
s J

X
C [ @ 1b,2b,3b,8
1|4 'b,2b,3b,8
2 | 4,2 1b,2b,3b,8
3 | 4,2,3 1b,2b,3b,8
4 | 4,2,3,1 1b,2a,5b,6b
51| 4,2,3,1 1b,2a,5b,6b
6 | 4,2,3,1 1b,2a,5b,6a,5b,6a,5a

Tabela 3
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Hunjak T. A Description of Balas’s Algorithm for Zero-One
Programming

SUMMARY
In this paper the author presents an algorithm for solving

linear programs with zero-one variables.

In the introductory part of the paper attention is called to
the importance of zero-one programming problems.

The paper itself is divided into thres parts: the first part
discusses the basic ideas of the algorithm, the second contains
a description of the algorithm, while the third provides the
solutions of two numerical €xamples.
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