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RAZMJESTAJ GEOMETRIJSKIH OBJEKATA
U PROSTORU
(uvodna razmatranja)

0 problemu razmjestaja geometrijskih objekata napisane su mnoge
monografije i ¢lanci. U domacoj literaturi malo je radova koji
obradjuju ovu problematiku bilo s teorijskog bilo s prakticnog
stanovista. Zbog toga se u ovom clanku poSlo od pretpostavke da
treba dati odredjene definicije koje objasnjavaju ovu materiju 1
¢ine je dostupnom ¢&itaocu.

Pristup geometrijskim objektima kao skupovima omogucava primjenu
skupovskih operacija nad njima sSto, pak, u radu s objektima dovo-
di do mnogih olaksavajucih okolnosti, Geometrijski objekti posje-
duju odredjena svojstva po kojima se ili razlikuju ili nalikuju,
te je, s gledista prakticne primjene problematike razmjestaja ob-
jekata, veoma znacdajno poznavanje tih svojstava. Klasifikacija
objekata na klasu odjeljivih i klasu neodjeljivih potrebna je zbog
odredjenih zahtjeva koji nastaju prilikom razmjesStaja objekata u
odredjenom prostoru,

Razmjestaj geometrijskih objekata u prostoru izvodi se pod odre—
djenim pretpostavkama koje u matematickom smislu ukljucuju uvjete
uzajamnog nepresjecanja objekata, uvjete razmjesStaja objekata u
zadanom objektu ili zadanoj oblasti te predstavljanje funkcije ci
lja matematickim simbolima i1 zavisnostima.

1. KRATAK POVIJESNI OSVRT

Medju prva istrazivanja na podrucju razmjedtaja geometrijskih ob-
jekata ubraja se rad ruskog matematicara P.L.Cebi3eva. U radu "0
krojke odeZdy" objavljenom 1878. godine CebiSev razmatra moguc -
nost najboljeg pokriyanja poyr3ine tkanine s razliCitim iskrojci-
ma.

IstraZivanja E.S.Feodorova u oblasti geometrije (objavljena 1885.
godine), kristalografije i zapunjenja prostora, kao i radovi nje-
mackog matematicara G,Heescha, imala su izuzetno velik utjecaj na
teoretiCare i praktifare, RazmjeStaj geometrijskih objekata pose-
bno je zaokupljao paZnju prakticara te se susrefu razni racionali
zatorski poduhvati, heuristicki na€ini rjeSavanja, normativi mate
rijala prilikom njegovog krojenja i tsl. (1:;4)

Teorijski radovi na ovom podruCju od 1878. do 1939. godine epizo-
dnog su karaktera. Rad L.V.Kantorovica "MatematiCeskie metody v
organizacii i planirovanii proizvodstva" objavljen 1939. godine
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smatra se poetkom sistematskog istraZivanja ovih problema. U ovom
radu razmatra se problem razmjeStaja geometrijskih objekata "bez
obzira" na njihov geometrijski oblik. {9;6)

Rad L.V. kantoroviia 1 V.A.Zalgallera "Rasiet racional ‘nogo raskro-
Ja promySlennyh materialov" prvi je rad koji Je posveéen optimal -
nom razmjedtaju ravnih geometrijskih objekata (objavljen je 1951.
godine). (1;4)

S razvojem kombinatorne geometrije, matematickih metoda programi-
ranja i racunarske tehnike dolazi i razvoj, kako u teorijskom ta-
ko i u prakti€nom smislu, metoda i postupaka razmjestaja geometri-
Jskih objekata. Radovi G.B.Dantziga na simpleks algoritmu i radovi
R.Bellmana na dinamiikom programiranju nalaze svoju sintezu u ra-
dovima P.C.Gilmorea i B.E.Gomorya (objavljJenim 1961.godine). Oni
su predloZili da se problemu razmjeStaja geometrijskih objekata
pristupi kao vise etapnom procesu. Koristenje dinamickog i linear-
nog programiranja u problemima razmjestaja osigurava najpovoljni-
ji (optimalan) razmjedtaj geometrijskih objekata s obzirom na po-
stavljeni cilj.

Velik problem u pristupu geometrijskim objektima predstavijao je,
u prvom redu, matematicki aparat koji nije omogucavaoc da se ana-
1iticki izraze geometrijski objekti sloZenih oblika i,u drugom
redu, viSeznafan karakter razmjestaja takvih objekata. Prvi iz
problema otklonjen je radom V.L.RvaCeva na teoriji R-funkcije ko-
Jja omogucuje da se analiticki opidu geometrijski objekti sloZenih
struktura. Uz pomo€ R-funkcije V.L.Rvaclevu 1 J.G. Stojanu uspjelo
Jje u potpunosti rijeSiti pitanje analiticCkog opisivanja geometrij
skih objekata i uvjeta njihovog medjusobnog nepresjecanja. Radovi
J.G.Stojana, A.G.GluSka i V.M.Cerepahina (iz 1963. godine)na fun-
kciji cilja u problemima optimalnog razmjeStaja geometrijskih ob-
jekata uklonili su sve potedkoce oko rac1ona1nog razmjestaja geo-
metrijskih objekata. (1;6).

Metode primijenjene matematike i suyremeni elektroniki ra€unski
strojevi omoguCavaju danas rjedavanje probhlema optimalnog razmje
Staja geometrijskih objekata u veoma Sirokom krugu djelatnosti.
Tako npr. o razmjedtaju geometrijskih objekata govori se kod pro-
blema optimalinog krojenja materijala, u radio industriji, u eko -
nomskim problemima j tsl.

2. OBJEKTI KAQ SKUPOVI

Pojam "geometrijski cbjekt" moZe se shvatiti u veoma Sirokom smi
slu te rijedi, Uzevii posve opéenito izraz geometrijski objekt
moZe se koristiti za objasnjenje takvih pojmova kao 3to su:kroj-
ni 3nit, proizvod, radiodetalj, sklop, pribor, gradjevinski ob-

356



- Bojani¢ M. Razmje3taj objekata Zbornik radova(1979),2-3

jekt, tiskarski slog i tsl. Spomenuti objekti mogu se prikazivati

u dvodimenzionalnom i trodimenzionalnom prostoru pomocu figura(1i

kova) 1 tijela. Med3ut1m, izraz geometrijski objekt moZe se kori-

stiti i za one pojmove koji se ne prikazuju likovima ili tijelima

u prostoru odgovarajuce veli€ine. Tu se nalaze pojmovi kao Sto su

utroiak energije u vremenu, utroSeni 1judski rad kod izrade odre-

djenih proizvoda, sklopova ili naprava, raspored preventivnih pos-
lova za razlicite vrste mehanizama i strojeva i tsl.

Opcenito uzev3i pod "geometrijskim objektom" podrazumijeva se
skup tocaka koje tvore 1ik i1i tijelo u Euklidovom prostoru

(R%, R3, R%). (9:9).

Objekti mogu posjedovati neka svojstva i uvijek se nalaziti u od-
redjenim medjusobnim odnosima. Ukoliko su A i B dva objekta, to
jednakost A = B pokazuje da se objekti A i B podudaraju. Notacija

A # B pokazuje da se ovi objekti razlikuju bar u jednoj tolki.Uko-
liko se sve tocke koje Cine objekt B nalaze u objektu A, tada se
objekt B moZe u potpunosti razmjestiti u objekt A, tj. BC A (pri
¢emu nije iskljuCeno A = B). Obgekt koji ne posjedUJe ni jednu to
Cku, naziva se prazan objekt i oznaava se sa @. Dogovorno se uzi-
ma da je prazan objekt sadrZan u svakom objektu.

Diferencijom objekata A i B naziva se sveukupnost onih tofaka iz
objekta A koje se ne nalaze u objektu B, $to se pak notira kao

A\ B. Objekt sastavljen iz skupa tolaka, koje istovremeno pripa-
daju objektima A i B, naziva se presjekom objekata A i B, 3to se u
obiajenim notacijama izrazava kao A M B.

Objekt, sastavljen od skupa tofaka koje pripadaju bar jednom od ob
jekata A ili B, naziva se unijom objekata A i B ili simbolicki
A{) B.

Navedene definicije upucuju na zakljucak da se u poimanju objeka-
ta kao skupova mogu primijeniti zakoni algebre skupova, Tako za
operacije unije i presjeka yrijedi zakon idempotentnosti, komuta-
cije, asocijacije, distribucije i apsorpcije. Isto tako mogu se pri
mijeniti identiteti u k031ma e doci operac13a komplementacije sa-
ma i1i zajedno s operacijama presjeka i unije. Neke od tih identite
ta poznate su u teoriji skupova kao De Morganovi zakoni. (5;5).

Objekt moZe biti otvoren i zatvoren, ToZka x’€ R" (x* = (x{,
xé,..., xa)naziva se unutarnjom tockom objekta A, ako x” pripada

objektu A zajedno s nekom svojom dovoljno malom okolinom, Objekt
koji se u cijelosti sastoji od unutradnjih toCaka naziva se otvo-

reni objekt. ToCka e r" (xO = (x?, xg,...,xﬂ)) je dodirna toc-
ka objekta A C R" ako svaka njezina okolina sadr?i bar jednu toé-
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ku iz objekta A, Dodirne tocke otyorenog objekta, koje mu ne pri-
padaju, nazivaju se graniinim tofkama tog objekta. Sveukupnost
granicnih tolaka objekta formira granicu objekta, Otvoreni objek-
ti zajedno sa svojim granicama {ine zatvorene ohjekte, U tom smis-
lu moZe se reci: ukoliko je B zatvoreni objekt a "b" njegova grani
ca, da BT = B \\ b predstavlija otvoreni objekt, (9;10}.

Iznijete definicije u pogledu otvorenih i zatvorenih objekata do-
vode do slijedec¢ih pravila. Da bi objekt A bio otvoren, nuino je i
dovoljno da njegov komplement RPN\A u prostoru R" Bude zatvoren.
Presjek bilo kojeg broja objekata T unija bilo kojeg konalnog bro-
Jja zatvorenih objekata je zatvoreni objekt Untja bilo kojeg (kona
¢nog i1i beskonalnog) broja objekata i presjek bilo kojeg konarnog
broja otvorenih objekata je otvorent objekt. (9;10).

Geometrijski objekti u analititkom obliku opisuju se neaednadzbama
~11i jednadzbama. Pri tome Zesto puta to nije dovoijno da se objekt
Jednoznaéno odredi. Zato se keriste pojedine slovne oznake i komen-
tari 5to s formalnog glediSta u procesu rada s objektima predstav-
1ja izvjesnu potedkocu. SloZeniji geometrijski objekti dobivaju se
iz jednostavnijih pomocu skupovskih operacija unije i presjeka te
¢e u analitickom obliku ovi objekti biti zadani sustavom jednadZbi
ili nejednadibi (koje najCe3ce nisu Tinearne).

Sustavom jednad?bi i nejednadZbi ne moZe se uvijek na prakiadan na
Cin opisati svaki geometrijski objekt. Pokazuje se da je za previa
davanje tih te3koca pogodan aparat matematicCke logike kod kojega
umjesto unije i presjeka dolazi disjunkcija i konjunkcija tezv.pre-
dikata. Moguce je, zato, definirati viSeznalne predikate te je za
razmjestaj objekata potreban aparat R2, R3,.., Rk funkcija. Tako

npr. za razmjedtaj objekata u ravnini dovoljan je aparat tzv. R2
funkcije koji omogucava da se sredstvime matematicke logike obra-
- djuje teorija razmjestaja sloZenih objekata u raynini.

3. NEKA SVOJSTVA GEOQMETRIJSKIH OBJEKATA

Geometrijski objekti pousjeduju odredjenz syojstva i1i karakteristi
ke po kojima se medjuschno razlikuju. Goyori se o konveksn1m, kon=
kavnim, degeneriranim, necgranienim, povezanim i nepovezanim, kao
i ostalim svojstvima gecmetrijskih objekata.

Geometrijski cbjekt je konveksan gko sve tofke na duZini %zmedju
bilo kojih dviju njegovih tofaka pripadaju tom objektu. U protivnom
sluCaju govori se o konkavnom geometrijskom objektu,

Pod jezgrom geometrijskog objekta AC r" podrazumijeva se skup ta
kvih tofaka x kod kojih se za svaki y € RN moZe pronaéi takav broj
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k>0 da je x + ay € A pri Cemu je |a| <k. Geometrijski objekt
koji ima prazno gezgro naziva se degeneriranim., Tako npr. u Eukli
dovom prostoru R pod degeneriranim geometrijskim objektom podrazu
mijeva se duZina, pravac, kruZnica i tsl. U prostoru R® degenerira-
ni objekt je ravnina, pravac, krug i ts, dek su kugla i piramira
nedegenerirani objekti. Moglo bi se re¢i i to da svaki degeneri-
rani objekt ima povr3inu ili volumen (zavisno u kojem prostoru se
na]az1) Jjednaky nuli, dok nedegenerirani objekti imaju povriinu

(u RZ) 911 volumen (u RM) razliCit od nule. (9;29)

Geometrijski objekt je neogranifen ako ga nije moguce razmjestiti
u krugu konafnog polumjera. Objekt se naziva povezanim (koneksnim)
ukoliko se bilo koje dvije tocke toga objekta mogu spojiti izlom-
1jenom linijom a da pri tome ta Tinija u potpunosti pripada tom ob
jektu, Ukoliko, pak, postoje takve dvije totke koje se ne mogu spo
jiti 1z]om13enom linijom, dolazi se do nepovezanog geometrijskog
objekta. Nadalje, geometrijski objekt moZe biti monokoneksan ili
polikoneksan, Monokoneksan je onaj geometrijski objekt kod kojega
Se u njemu zatvorena povr3ina moZe "stegnuti" u toCku koja tako -
djer pripada tom objektu. U protivnom, ako ne postoji takva tocka
u koju se moZe bilo koja zatvorena povrSina objekta "saZeti", obje
kt Je poI1koneksan Broj veza odredjen je brojem dopunskih "rezo-

" koje je potrebno napraviti da bi se dani objekt preveo u mono-
koneksan. (9; 19

Presjek svih konveksnih objekata koji sadrZi objekt A naziva se kon

veksnim omotacem objekta A. Nadalje, moZe se re¢i da je presjek svih
zatvorenih konveksnih objekata koji sadrZi objekt A zatvoreni kon -

veksni objekt. (9;19)

Zatvoreni poluprostor (poluprostor odredjen njegovom hiperravninom)
naziva se potpornim ako on sadrZi objekt A i, pored toga, ako u hi-
perravnini H, koja odredjuje poluprostor, postoji bar jedna grani-

¢na totka objekta A, Hiperravnina H, koja odredjuje potporni (oslo-
nacni) poluprostor, naziva se potpornom hiperravninom. Rasjecajucom
hiperravninom naziva se ona hiperraynina koja tako sijee objekt A

da se njegove tocke nalaze s obije strane hiperravnine. Regularnom

tockom konveksnog objekta A naziva se ona graniéna tocka kroz koju

je moguce provesti samo jednu potpornu hiperrayninu objekta A. Na-

dalje, regularnom granicom objekta A naziva se granica u kojoj su

sve tofke regularne. (9;33)

ToCka M€A naziva se vrSnom toCkom objekta A ako se ona ne javlja
kao unutarnja toCka bilo kojeg odreska ¢&iji krajeyi pripadaju ob-
jektu A. MoZe se reci da svaki ogranileni zatyoreni konveksni ob-
jekt ima, u najmanju ruku, bar jednu vrsnu tolku.
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Ukoliko jJe toka MeR" fiksirana tofka u prostoru R" i objekt

AER" 3 MEA, pod udaljenosti a(M, A) toéke M od objekta A podra-
zumijeva se najmanja donja ograda udaljenosti od totke M do razli
¢itih tofaka PE€A. Kada je objekt A zatvoren, tada a(M, A) preds—
tavlja ono rastojanje koje je minimaino izmedju definiranih ras -
tojanja tofke M od toCaka PE€A. (9;33).

Pod udaljenodcu aq, (A].Az) objekta A](:Rn od objekta Az(:Rn pod

razumijeva se najmanja donja ograda udaljenosti razli¢itih tocaka
P,€A, do razliCitih tofaka P,EA,. Kada su objekti Ry 1 A, zatvo

reni, tada Ay, (A], Az) predstavlja minimalnu udaljenost od toca~
ka P1E:AT do tolaka P2€2A2. MoZe se, nadalje, napisati da je

319 (A1, Ao) jednak 315 (AZ’ A1). Kada objekti Ay i A, imaju za-

jedniCke unutarnje toctke, tj, A1 N a f\AZ‘\ as £0 (a je granica
od A }, tada je 2y, (A1, A2)<:O a ako je A f\Az = a f\az P, ta
da Je 819 (A], Az) = 0, Ukoliko je A f\AZ jednak praznom skupu,ta
da je udaijenost a9 (A], A2):>0

Pod koeficijentom zapunjenosti (razmjeStenosti) objekta T objek-

tima Ai (i=1,2, ... y n) smatra se realan pozitivan broj do

kojeg se dolazi pomocu slijedece formule:

n
VU
ZETwm
Ukoliko se razmjeStaj objekata A izvedi u objektu TCZRZ, tada se
pod koeficijentom zapunjenosti obJekta T objektima A podrazumi-

jeva slijedeca jednakost:
n

u kojoj je simbolom P oznalena povrdina objekta T i objekata Ai'

Kao da1jnja syojstva geometrijskih objekata mogu se izdvojiti di-
jametar i &irina ohjekata. Pod dijametrom d(A) zatvorenog cbjekta
podrazumi jeva se najveca udaljenost izmedju dviju tolaka a(x,y)
koje pripadaju objektu A. Zirina 3(A} zatvorencg objekta je naj -
manje rastojanje izmedju dviju toZaka a{x,y) gdje te toCke pripa-
daju konyeksnom omotafu objekta A. {9335)
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Do sada iznijeta svojstva geometrijskih objekata omogucavaju raz-
misljanie o pﬂloiaju i razmjeStaju objekata u prostoru., PoloZaj
objekta A1C:R definira se sustavom pomi¢nih koordinata 0°x” u

nepomicnom sustavu Ox. Ishodiste pomi¢nog koordinatnog sustava 0°
naziva se polom objekta. Pol se izabire tako da uvijek pripada ob
Jjektu A. Ako je moguce, pol objekta se izabire tako da se poklapa
s centrom simetrije 111 s tolkom presjeka osi simetrije ili da le
7i na osi simetrije. -
Iz iznijetog slijedi da se poloZaj objekta A] u prostoru R" odre-
djuje zadanim koordinatama x}, x;,...,xn pola 0" i kutevima

T &l 1

9], 92""9n(n-1)/2 koji odredjuju smjer osiju pominog sustava

koordinata u odgovarajucem nepomilnom sustavu. parametri x] odre
djuju paralelni pomak_pomi¢nog koordinatnog sustava, tj. transla
ciju, dok parametri gl odredjuju pomak koordinatnog sustava oko
centra 07, tj. rotaciju. Ovi parametri nazivaju se parametri raz-
mjeStaja. (8315).

Pored parametara razmjeStaja svaki geometrijski objekt odlikuje
se i svojim oblikom. Oblik objekta A1 u svojem pocetnom poloZaju

definira se oblikom oblasti A? koju on zauzima. Kongruentnim pre
mjeStajem objekta A] iz poCetnog poloZaja u bilo koji drugi polo-

Zaj u prostoru R" ne mijenja se ni njegov oblik ni odnosi unutar
njega.
Oblast A? definira se nejednadZbom f1(x);> 0 koja se uvijek moze

analiticki zadati. JednadZba f,(x) = 0 naziva se kanonskom_jedna
dzbom objekta A; koja uz odred]ene parametre razmjeitaja x! i

91 definira konkretni objekt u prostoru Rn.

Pored navedenih syojstava geometrijski objekti mogu imati i neka
druga svojstva koja su interesantna s teorijskog stanoyidta a re-
zultiraju iz odredjenih logi¢kih operacija nad njima.

4, KLASIFIKACIJA GEOMETRIJSKIH OBJEKATA

Prilikom razmjeStaja geometrijskih objekata u prostoru R" mora se
traziti da su objekti disjunktni, tj. da se ne sijeku ili u naj-
gorem sluaju da imaju dodirne tolke. Zbog toga Ce Cesto puta bi-
ti potrebno objekte translatirati do takvog poloZaja u prostoru da
se pri tome ne "kidaJu" zadani objekti. Takya translacija nece bi
ti uvijek moguéa uz zadani (fiksirani) smjer. Upravo zbog toga mo
ra se izvriiti klasifikacija objekata na klasu onih kod kojih je
takva translacija moguca i klasu onih kod kojih to nije moguce.
Precizno, ta se klasifikacija objekata izvodi slijedecim defini-
cijama. 361
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KaZe se da su objekti A1 i A, gusto rasporedjeni u smjeru b]2 ako
je udaljenost medju njima a1, (A], A,) = 0. Ako je medju objekti-
ma zadana neka udaljenost Wios tada se kaZe da su objekti A1 i Az
gusto rasporedjeni kada je ispunjen uyjet 2, (A1, Az) = Wqoe (8321
Nadalje, kaZe se da su objekti A i A, odjeljivi ako je moguce po
love 0 i 0, odabrati tako da je, pri gustom rasporedu objekata

Ay i A2 u oga smjera wy, odnosno W,,, ispunjen uvjet a]2(A1,A2):>0,
odnosno 359 (Az, A]):>0. To znali da se objekti ne sijeku i ne
dodiruju pri translaciji objekta Az u smjeru Wios odnosno objekta
A1 u suprotnom smjeru Wo1e U syim ostalim sluCajevima kaZe se da

su objekti A i A, neodjeljivi. (9; 35)

Prilikom raszeEtaJa geometrijskih objekata u prostoru R"  treba

voditi rafuna o klasi objekata koji su medjusobno odjeljivi (sepa-
rabilni) i o klasi objekata koji su neodjeljivi. U mnogim praktié-
nim situacijama radi se o konveksnim objektima pa je i razumljivo

pitanje da 1i su ti objekti odjeljivi u smislu prethodno iznijetih
stavova. Odgovor je potvrdan te yrijedi tvrdnja da su konveksni o-
gradjeni objekti odjeljivi. Dokaz ovoj tvrdnji proizlazi iz teore-
ma Minkovskog o odjeljivosti konveksnih skupova. Prema ovom teore-
mu moguce je uvijek izmedju gostu razmjedte:r 'h konveksnih objeka-

ta AI i A2 postaviti hiperravninu My, neparal u s pravcem Wios

tako da se objekti A] i A2 nalaze u razli€itir potpornim polurav-
ninama M1 i MZ' Sada je ofigledno da ¢e pri pomaku objekta A2 po
smjeru W10 objekt A1 ostati u potpornoj poluravnini M1. Kako tim
veoma malim pomakom po smjeru W12 poluraynina M2 nema vide zajed-
nickih tofaka s polurayninom M1, to ne€e ni objekti Al A, opri
takvom pomaku imati zajednilkih tocaka te Ce uyijek biti da je
aq, (A], A2):>0 (8; 22).

Drugu vaznu klasu odjeljivih ohjekata &ine vaezde11k1 objekti.De-
finiraju se na slijedeéi nain: jednostruko povezani zatyoreni ob
jekti Ai nazivaju se zyjezdolikim ako je moguc¢e polove 0 E:A

tih objekata odabrati tako da svi interyali koji spadaju pol 0.

sa svim grani€nim tofkama objekta pripadaju unutrasnjosti tog ob—
jekta. Kod svakog zvjezdolikog objekta mogufe je na yi3e nafina
odabrati pol te se skup W svih takvih polova naziva oblast zvje
zdolikosti zadanog objekta.
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Interesantno je napomenuto da je oblast W uvijek konveksan skup

bez obzira na to Sto zadani objekt moZe biti i konkavan. Ako je

zadani objekt viSekut u ravnini odnosno poliedar u prostoru, tada
je oblast zvjezdolikosti i konveksna i otvorena. Prema tome poli-
edri ne mogu imati jednotoCkastu oblast zvjezdolikosti niti, pak,
oblast zvjezdolikosti moZe biti neki segment. Kod Tikova koji ni-
su poliedri mogu€e je pronaci primjere objekata koji imaju jedno-
toCkovnu oblast zvjezdolikosti. Na kraju treba rec¢i da su ogradje
ni zvjezdoliki objekti odjeljivi. (93;37) N

Drugu veliku skupinu geometrijskih objekata &ine oni objekti koji
nisu odjeljivi, tj. neodjeljivi objekti. Objekti A1 i A2 jesu ne-

odjeljivi ako je bar jedan od njih neegradjen objekt. Tako npr.u-
koliko je objekt A] neogradjen, tada je uvijek prisutan takav

smjer vektora Wio iz pola 01 pri kojemu je kraj vektora, pri bilo
kojoj njegovoj duZini, u objektu A]. Iz iznijetog moZe se zaklju-
¢iti da je uvijek po promatranom smjeru vektora Wio udaljenost iz’
medju dvaju objekata 215 (A], A2)<<0 Sto takodjer upucuje na ne-
odjeljivost objekata A] i AZ'

Objekti A1 i A2 bit ¢e neodjeljivi i u onom sluCaju kada je objekt
A] ogradjen i polikoneksan te je predstavljen u obliku

A =f\g=1A]jf\A} (A} je monokoneksan ogradjeni objekt), a objekt
A2 je pri tome takav da bar za jedan j ispunjava relaciju

A,CR" NAg. (9339)

5. OPCA MATEMATICKA POSTAVKA PROBLEMA RAZMJESTAJA

Prilikom razmjeStaja geometrijskih objekata u neku oblast razmje-
§taja treba voditi raCuna o tome da 1i se radi o neregularnom (ne-
pravilnom) i1i regularnom (pravilnom) razmjeStaju.

Pod neregularnim razmje$tajem objekata podrazumijeva se takav raz-
mjesta] objekata kod kojega ne postoji nikakav red ili zakonitost
izmedju promatranih parametara razmjeStaja. Kod ovog oblika razmje-
Staja objekata treba voditi raduna o dva tipa oblasti razmjeStaja:

o0 oblasti sa zadanim geometrijskim oblikom i zadanim dimenzijama te
o oblasti s pokretnim granicama, tj. oblasti kod koje unaprijed nisu
zadani dimenzija i oblik.

Neregularan razmje$taj objekata obuhvaca nekoliko veoma znacajnih
teorijskih i prakti€nih problema. Tako npr. jedan od problema sas-
toji se u tome da se iz skupa objekata {Ai} n (ako je oblast raz-
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mjeStaja ogranicena, a n dovoijno yelik) izabere objekt Ai i raz- g
mjesti u oblast Y (AiCZY) tako da se dobije najveéi koeficijent z

zapunjenja oblasti Y tim objektom., U praktifnom smislu ovaj prob-
lem javlja se kod krojenja materijala kada se otpadak materijala
Zzeli dalinjim krojenjem iskoristiti na najbolji moguci nagin. 5
(8526) e
Jedan od slijede¢ih problema neregularnog razmjeStaia objekata
sastojJi se u tome da se pronadje moguénost razmjedtaja najveceg

broja objekata {Ai} nE:{{Ai} n} g kolike je oblast Y nepoveza-
na i ogranicena a {{Ai} n} n Skup objekata. Ovakav problem u po-

gledu razmjeStaja Cesto se javlja kod raznih grana lake i tedke .
industrije, u brodogradnji, avionskoj industriji itd,

Medju probleme nereqularnog razmjeStaja kod kojih je oblast Y
s pokretnim granicama ubrajaju se problemi kod kojih je oblast
zadanog geometrijskog oblika i problemi kod kojih ralunskim pu-
tem nastaje oblast odredjenog geometrijskog oblika. U ove prob-
leme ubraja se problem razmje$taia objekata {Ai} o U oblast Y

i S

zadanog geometrijskog oblika pri ¢emu dimenzije oblasti Y treba-
Ju zadovljiti postavijene uvjete {najmanja povr3ina oblasti,naj-
veCi koeficijent zapunjenosti i ts.). I1i, potrebno je konstruira-
ti oblast Y pomocu linija definiranih jednadZbama f-(x, ¥} =0

tako da objekti {A } _ razmjedteni u oblast Y na najbolji mogu-
¢i nacin zadovoljavaaﬁ postayljene uvjete,

Ukoliko se prilikom razmje3taja objekata u zadanu oblast razmje-
$taja poStuju odredjene zakonitosti i11 poredak u pogledu para-
metara razmjeStaja, govori se o periodic¢nom razmjeStaju. KaZe se

da je skup objekata {Ai} , periodski razmjeten ako barem jedan
parametar svakog objekta A {i=1,2, ... , n) ima svojstvo da

se od jednog poloZaja ob;ekta do drugog poloZaja tog istog obje-
kta mijenja za istu velidinu, VeliCina za koju se parametar mije-
nja naziva se periodom tog parametra. (9;41)

Ukoliko su svi objekti nekog periodskog razmje3taja medjusobno
sukladni, te se njihovi polovi nalaze na istoj krivulji, kaZe se
da je razmjedtaj je dnostruko per1od1€an KaZe se da je razmges-
taj viSestruko per1od1can ako je skup objekata sastavljen iz vi-
Ze familija objekata i ako jJe svaka familija tako periodilki raz-
mjeitena da se polovi razliZitih poloZaja nalaze na istoj krivu -
131, a sve takve krivulje za razlilite familije promatranog skupa
objekata medjusobno su sukladne i paralelne.
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Najopcenitije se problem periodickog razmjeStaja geometrijskih
objekata svodi na to da se objekti neke familije objekata

{(A;} € {{A;} Jrazmjeste visestruko periodski u nekoj zadanoj

oblasti tako da se koeficijent zapunjenja z oblasti Y pokaZe naj
vec¢im. Pri tome se pretpostavija da je udaljenost izmedju objeka-
ta, odnosno udaljenost izmedju objekata i granice oblasti, jedna-
ka i1i veca od nule. (9;42)

Drugi veoma znafajan sluCaj regularnog razmjestaja je tzv. rese-
tkasti razmjeStaj. Za njegovu formulaciju potrebno je definirati
reSetku (mrezu), $to se, pak, izvodi na slijede¢i nain. Neka su
b], b2""' bn linearno nezavisni vektori n-dimenzionalnog pros-

tora R". Skup svih mogucih vektora oblika b = ulb1 + “2b2 * et
tu.b naziva se resetka ako su u;, Uy, Uz, ... unrcijeli broje
vi, Vektori b], b2, e iy bn nazivaju se bazom resetke, dok se
sama reSetka oznaava R (b], bo, b3, b4, m— bn).

Ukoliko je baza sastavljena od medjusobno okomitih vektora (orto-
gonalna baza), tada se i reSetka naziva ortogonalna ili pravoku-
tna reSetka.

Ako se duljine vektora bl’ bz, aaie 9 bn oznace s t], tss t3,...,
tn’ tada se redetka sastoji iz svih onih toCaka ¢ije su koordi-
nate izraZene slijede¢im relacijama: Xq = t]u]; x2=t2u2;...,xn=
e tnun. ToCke zadane ovim relacijama nazivaju se vrhovi ili cvo

P m n . - 5 R - . X
rovi mreZe, a sam prostor R" na ovaj nalin podijeljen je na dije
love koji se nazivaju ¢elijama mreZe. Kada se govori o prostoru

Rz, tada su ¢elije paralelogrami ili pravokutnici, zavisno od to

ga da 1i je baza ortogonalna il1i nije, a kada se radi o prostoru

R3, celije su paralelopipedi u opéem slucaju ili, pak, kvadri ako
je baza ortogonalna. Celija Cijasu rebra sami vektori b1,b2,...,
bn naziva se osnoyna ili bazicna ¢elija.

RazmjeStaj geometrijskih objekata naziva se reSetkastim ako se u
svakom évoru reSetke nalazi pol nekog objekta tako da su svi ob-
jekti medjusobno sukladni i da im je udaljenost aij(Ai,A.)2=0.
(9;42). J

Problem resSetkastog razmjeStaja geometrijskih objekata svodi se
na odredjivanje parametara n-dimenzionalne redetke Rri kojima se
postiZe najveci koeficijent z zapunjenja prostora R'. Iznijeti
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stavoyi o reSetkastom razmjeStaju geometrijskih objekata upucuju
na zakljuCak da je redetkasti razmjedtaj specijalni s]ucaJ perio-
di¢nog razmjestaja.(9;42) :

Svaki od navedenih prob}ema regularnog i neregu]arnog raszesta—
ja geometrijskih objekata ima slijedeca esnovha svojstva:

- U svakom problemu radi se o razmjeStaju geometrijskih objekata
proizvoljnih oblika u oblasti proizvoljnih geometrijskih oblika
3

- svaki problem formulira se kao problem matematickog programira-
nja, tj. predstavlja se u obliku nekih uvjeta (ogranifenja)nad
parametrima razmjeStaja pri kojima je neophodno posti¢i ovaj ili

~onaj cil].

MoZe se, nadalje, reci da je struktura formuliranih problema raz-

mjeStaja takva da njihova matematifka postavka ukljuCuje obavezno:

~ uvjete uzajamnog nepresjecanja objekata (razmjesteni geometrij-
ski ohjekti ne moraju imati zajednickih tolaka, vet¢ se mogu na-
laziti na zadanom rastojanju jedan od drugoga),

- uvjete razmjestaja objekata u zadanom objektu i11 zadanoj obla-
sti (ovdje se pretpostavija da izmedju razmjeStenih objekata i
granica oblasti uvijek postoji unaprijed zadano rastojanje} i

- formalno predstavljanje funkcije cilja pomofu matematickih sim
bola i zavisnosti. (8;30)

Prva dva izloZena uvjeta moguce je matematiCki izraziti pomocu sii
jede€ih relacija:

Ai\aiﬁAj\aj = 9, 1,;] = 1; 23 vee 3 Ny 1 # J3

1,2, vee s N3 1 #7335

=1}
—
=
"
I»
iy
—
WV
[w)
-
—t
"
Lo
n

ai‘(Rn\Y, ADS0,1=1,2, oy,
(simbolom a{ izratena je udaljenost), , .
Ukoliko je medju objektima Ai i Aj zadano neko rastojanje wij’
te izmedju objekta Ai i granice oblasti Y rastojanje W moZe se
napisati da je:
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a‘ij(A‘i’ Aj);wij’ 12 & T @5 waw 208 T £ 5
a-i‘(Rn\YS Ai);wi’ is= ], 2, s A Tha

Na osnovi iznijetih nejednadZbi proizlazi da bi trebalo izraziti,
u opCem slu€aju, uvjete uzajamnog nepresjecanja objekata {Ai} "

i uvjete njihovog razmjeStaja u oblast Y, u obliku nejednadzbi:

%ju1,§,)ﬁﬁ);o,i#j,ihj=1,2,.“ o W13

gy, BNy, 1, e b

koje medjusobno "povezuju'parametri razmjeitaja objekata i njiho
va su sudtinska ogranifenja. (8;31) -

Iz iznijetog se, nadalje, moZe zakljufiti da postoji jedan sustav
od k = ]/2 n (n - 1) + n nejednadzbi koje povezuju, u opéem slu-
caju, n/2 (n + 1) n parametara razmjeitaja objekata {Ai} n€R",

Na osnovi problema regularnog i neregularnog razmje3taja proizla-
zi da funkcija cilja moZe imati najrazlicitiji oblik. Ona moZe sa
ma po sebi predstavlijati najraznovrsnije odnose koji zavise od pa
rametara razmjeStenih objekata. Funkcija cilja u svom opcem obli-
ku moZe se izraziti slijedecom relacijom:

f=f(x,0, %, 6, ..., x"8").

Navedena razmatranja u pogledu matematiCke postavke problema raz-
mjeStaja objekata dovode do ovih vaZinih zakljucaka:

- struktura formalnog opisa problema razmjeStaja objekata posred-
stvom matematiCkih simbola sastoji se, u opéem sluaju, iz su-
stava nejednadZbi i funkcija,

- rjesenje bilo kojeg od problema regularnog il1i neregularnog ra
zmjesStaja syodi se na optimalizaciju funkcije cilja na podruc-
ju definiranom sustayom nejednadZbi qij iq;1

- kao rezultat rjeSenja problema (ako to rjeSenje postoji) moraju
se dobiti takyi parametri razmjeStaja objekata koji omogucavaju
konstrukciju modela geometrijskih objekata i tako rjeSenje pro-
blema. (9;47)

Iznijete opée matematiCke postavke problema razmje3dtaja zahtije-
vat ¢e, u svakom konkretnom problemu razmjeStaja, pronalaZenje
postupaka analititkog opisivanja uvjeta medjusobnog nepresjeca-
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canja objekata te analitilku postavku problema razmje3taja i pos-
tupke za njeno rjeSenje ito ¢e, pak, zayisiti o stupnju sloZenos-
ti i nadinu rjeSavanja. Razvoj matematike i ralunske tehnike (su-
vremena elektronicka rafunala) omogucio je razrjeSavanje veoma
sloZenih problema na podruéju razmjedtaja geometrijskih objekata
te se, danas, s problemima razmjestaja susreCe na raznoraznim po-
dr‘uéjima. ‘ - S S T ‘

6., ZAKLJUCAK

Problem razmjestaja geometrijskih objekata susreCe se na raznim
podruljima Covjekovog djelovanja. Nedovoljne kolifine pojedinih
sirovina i nedostatak kvalitetnog materijala sve viSe namecu po-
trebu racionalnijeg gospodarenja s tim resursima. IskoriStenje
raspoloZivog materijala prilikom razli€itih obrada sve vise po-
staje predmet istraZivackih akcija inZenjera, tehnologa i ekono-
mista. Suvremeno projektiranje zahtijeva od projektanata komple-
ksnifi pristup rjeSavanju problema iskoriStenosti prostora kao i
materijala koji se koriste u tom prostoru.

Da bi se ovi, a i mnogi drugi problemi, mogli uspjeino rijediti,
potrebro Je posegnuti za tekovinama moderne matematike, matema-
titke tehnike i tehnologije. Suvremena elektronicka rafunala omo
gucavaju rjedavanje veoma sloZenih problema uz minimalni qubitak
vremena, te viSe nema razloga da se u mmogim praktiénim problemi-
ma ne primijeni teorija i tehnika razmje3taja geometrijskih obje-
kata. Primjenom poznatih tehnika razmje3taja geometrijskih obje~-
kata dolazi se do minimalnog otpatka materijala prilikom njegovog
krojenja, do minimainog zaposjedanja prostora u izgradnji odredje
nih sustava i tsi.

Na problem razmje3taja geometrijskih objekata, s prakti€nog sta-
noyiita, ne treba gledati samo kroz prizmu matematicko-tehnickih
problema, Razmje3taj objekata interesantan je, bez sumnje, i 5
gledista ekonomskih efekata koji se ostvaruju u primjeni na pra-
ktidnim situacijama. Tako npr. otpad materijala prilikom njegovog
krojenja moZe biti dosta znaCajna stavka u tro3kovima peslovanja,
Pravilnim razmjedtajem odredjenih iskrojaka moZe se, prilikom kro
jenja, posti¢i znatna udteda u osnovnom materijalu a time 1 u tro
Skovima,3to se ne bi trebalo zanemariti.
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B crarbe usaomeHW BBOLHHE HANOMMHAHMA O
npo6leMax pasMeleHHs I'e OMeTPUYECEMX O5BeKTOB

B npocTpaHCcTBe.DMecTe ¢ onpenereHues reoMer-
pu4YecKkux o0BEeKTOB MB8AOKEHH HEeKOTOpHe cBOliicTBa
O00BeKTOB N MX Kxacuduxainmd.

[lpy o6med maTeMaTudecKoOif MOCTaHOBKe sanad
pasMemeHus CJOPMYyAMPOBAHHHE IPEeXNOCHAKW,KOTO-
pHe INOAXHM DEeaiMSMPOBATHLCH NP sazadax pasMme-

MEeHHS «
B kxoHme noyzapeHo,d4TO NPK NPHMEHEHKH OCO-

sEaHNM! o pasMemeHMd reoMeTpHYecKNXx O0BeKTOB
HYXHO Haltru PacCMOTpDEHENA BHAAMTHYECKOI'O onmca-

HUS BSaMMHOI HelepeceueHus o0neKToB.Hpome Toro
Hano HalfiTH aHAAMTHYECKYD NOCTAHOBKY 3anad pas-
MeNeHMS M CNOCOOH MX DemeHMd.
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