
Mr Milorad Bojanić 
Fakultet organizacije i informatike 
V a r a ž d i n 

UDK 65.012.1 
Stručni rad 

R A Z M J E Š T A J G E O M E T R I J S K I H O B J E K A T A 
U P R O S T O R U 

(uvodna razmatranja) 

O problemu razmještaja geometrijskih objekata napisane su mnoge 
monografije i članci. U domaćoj literaturi malo je radova koji 
obradjuju ovu problematiku bilo s teorijskog bilo s praktičnog 
stanovi r'-ta. Zbog toga se u ovom članku pošlo od pretpostavke da 
treba dati odredjene definicije koje objašnjavaj u ovu materij u i 
čine je dostupnom čitaocu. 
Pristup geometrijskim objektima kao skupovima omogućava primjenu 
skupovskih operacija nad njima što, pak, u radu s objektima dovo­
di do mnogih olakšavajućih okolnosti. Geometrijski objekti posje­
duju odredjena svojstva po kojima se ili razlikuju ili nalikuju, 
te je, s gledišta praktične primjene problematike razmještaja ob­
jekata, veoma značajno poznavanje tih svojstava. Klasifikacija 
objekata na klasu odjeljivih i klasu neodjeljivih potrebna je zbog 
odredjenih zahtjeva koji nastaju prilikom razmještaja objekata u 
odredjenom prostoru. 
Razmještaj geometrijskih objekata u prostoru izvodi se pod odre-
djenim pretpostavkama koje u matematičkom smislu uključuju uvjete 
uzajamnog nepresjecanja objekata, uvjete razmještaja objekata u 
zadanom objektu ili zadanoj oblasti te predstavljanje funkcije ci_ 
lja matematičkim simbolima i zavisnostima. 

1. KRATAK POVIJESNI OSVRT 
Medju prva istraživanja na području razmještaja geometrijskih ob­
jekata ubraja se rad ruskog matematičara P.l.čebiševa. U radu "0 
krojke odeždv" objavljenom 1878. godine čebišev razmatra moguć -
nost najboljeg pokrivanja površine tkanine s različitim iskrojci-
ma. 
Istraživanja E.S.Feodorova u oblasti geometrije (objavljena 1885. 
godine), kristalografije i zapunjenja prostora, kao i radovi nje­
mačkog matematičara G.Heescha, imala su izuzetno velik utjecaj na 
teoretičare i praktičare. Razmještaj geometrijskih objekata pose­
bno je zaokupljao pažnju praktičara te se susreću razni racional^ 
zatorski poduhvati, heuristički načini rješavanja, normativi mate 
rijala prilikom njegovog krojenja i tsl. (1;4) 
Teorijski radovi na ovom području od 1878. do 1939. godine epizo­
dnog su karaktera. Rad L.V.Kantoroviča "Matematičeskie metody v 
organizacii i planirovanii proizvodstva" objavljen 1939. godine 
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smatra se početkom sistematskog istraživanja ovih problema. U oyom 
radu razmatra se problem razmještaja geometrijskih objekata "bez 
obzira" na njihov geometrijski oblik. (9;6) 
Rad L.V. Kantorovi ča i V.A.Zalgallera "Rasčet racional'nogo raskro-
ja promyšlennyh materialov" prvi je rad koji je posvećen optimal -
nom razmještaju ravnih geometrijskih objekata (objavljen je 1951. 
godine). (1;4) 
S razvojem kombinatorne geometrije, matematičkih metoda programi­
ranja i računarske tehnike dolazi i razvoj, kako u teorijskom ta­
ko i u praktičnom smislu, metoda i postupaka razmještaja geometri­
jskih objekata. Radovi G.B.Dantziga na simpleks algoritmu i radovi 
R.Bellmana na dinamičkom programiranju nalaze svoju sintezu u ra­
dovima P.C.Gilmorea i B.E.Gomorya (objavljenim 1961.godine). Oni 
su predložili da se problemu razmještaja geometrijskih objekata 
pristupi kao više etapnom procesu. Korištenje dinamičkog i linear­
nog programiranja u problemima razmještaja osigurava najpovoljni­
ji (optimalan) razmještaj geometrijskih objekata s obzirom na po­
stavljeni cilj. 
Velik problem u pristupu geometrijskim objektima predstavljao je, 
u prvom redu, matematički aparat koji nije omogućavao da se ana­
litički izraze geometrijski objekti složenih oblika i,u drugom 
redu, višeznačan karakter razmještaja takvih objekata. Prvi iz 
problema otklonjen je radom V.L.Rvačeva na teoriji R-funkcije ko­
ja omogućuje da se analitički opišu geometrijski objekti složenih 
struktura. Uz pomoć R-funkcije V.L.Rvačevu i J.G. Stojanu uspjelo 
je u potpunosti riješiti pitanje analitičkog opisivanja geometrij 
skih objekata i uvjeta njihovog medjusobnog nepresjecanja. RadovT 
J.G.Stojana, A.G.Gluška i V.M.čerepahina (iz 1963. godine)na fun­
kciji cilja u problemima optimalnog razmještaja geometrijskih ob­
jekata uklonili su sve poteškoće oko racionalnog razmještaja geo­
metrijskih objekata. (1;6). 
Metode primijenjene matematike i suvremeni elektronički računski 
strojevi omogućavaju danas rješavanje problema optimalnog razmje_ 
staja geometrijskih objekata u veoma širokom krugu djelatnosti. 
Tako npr. o razmještaju geometrijskih objekata govori se kod pro­
blema optimalnog krojenja materijala, u radio industriji, u eko -
nomskim problemima i tsl. 
2. OBJEKTI KAO SKUPOVI 
Pojam "geometrijski objekt" može se shvatiti u veoma širokom smj_ 
slu te riječi. Uzevši posve općenito izraz geometrijski objekt 
može se koristiti za objašnjenje takvih pojmova kao što su:kroj-
ni šnit, proizvod, radiodetalj, sklop, pribor, gradjevinski ob-
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jekt, tiskarski slog i tsl. Spomenuti objekti mogu se prikazivati 
u dvodi menzi ona Inom i trodirnenzional nom prostoru pomoću figura(lj_ 
kova) i tijela. Medjutim, izraz geometrijski objekt može se kori r 

štiti i za one pojmove koji se ne prikazuju likovima i 1 i tijelima 
u prostoru odgovarajuće veličine. Tu se nalaze pojmovi kao što su 
utrošak energije u vremenu, utrošeni ljudski rad kod izrade odre-
djenih proizvoda, sklopova i 1 i naprava, raspored preventivnih pos­
lova za različite vrste mehanizama i strojeva i tsl. 
Općenito uzevši pod "geometrijskim objektom" podrazumijeva se 
skup točaka koje tvore 1ik i 1 i tijelo u Euklidovom prostoru 
(R 2, R 3 , R 4 ) . (9;9). 
Objekti mogu posjedovati neka svojstva i uvijek se nalaziti u od-
redjenim medjusobnim odnosima. Ukoli ko su A i B dva objekta, to 
jednakost A = B pokazuje da se objekti A i B podudaraju. Notacija 
A f B pokazuje da se ovi objekti razlikuju bar u jednoj točki.Uko-
1iko se sve točke koje čine objekt B nalaze u objektu A, tada se 
objekt B može u potpunosti razmjestiti u objekt A, tj. B C A (pri 
čemu nije isključeno A = B). Objekt, koji ne posjeduje ni jednu to 
čku, naziva se prazan objekt i označava se sa 0. Dogovorno se uzi­
ma da je prazan objekt sadržan u svakom objektu. 
Diferencijom objekata A i B nazi va se sveukupnost onih točaka iz 
objekta A koje se ne nalaze u objektu B, što se pak notira kao 
A \ B. Objekt sastavljen iz skupa točaka, koje istovremeno pripa­
daju objektima A i B, naziva se presjekom objekata A i B, što se u 
običajenim notacijama izražava kao A H B . 
Objekt, sastavljen od skupa točaka koje pripadaju bar jednom od ob_ 
jekata A i 1 i B , naziva se unijom objekata A i B ili simbolički 
A (J B. 
Navedene definicije upućuju na zaključak da se u poimanju objeka­
ta kao skupova mogu primijeniti zakoni algebre skupova. Tako za 
operacije unije i presjeka yrijedi zakon idempotentnosti, komuta­
cije, asocijacije, distribucije i apsorpcije. Isto tako mogu se pri_ 
mijeniti identiteti u kojima će doći operacija komplementacije sa­
ma ili zajedno s operacijama presjeka i unije. Neke od tih identite 
ta poznate su u teoriji skupova kao De Morganovi zakoni. (5;5). 
Objekt može biti otvoren i zatvoren. Točka x'£ R n (x* = (xj", 
x£,..., x^)naziva se unutarnjom točkom objekta A, ako x* pripada 
objektu A zajedno s nekom svojom dovoljno malom okolinom. Objekt 
koji se u cijelosti sastoji od unutrašnjih točaka naziva se otvo­
reni objekt. Točka x ° € R n (x° = (x°, X2»....x8)) je dodirna toč­
ka objekta A C R n ako svaka njezina okolina sadrži bar jednu toč-
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ku iz objekta A. Dodirne točke otvorenog objekta, koje mu ne pri­
padaju, nazivaju se graničnim točkama tog objekta. Sveukupnost 
graničnih točaka objekta formira granicu objekta. Otvoreni objek­
ti zajedno sa svojim granicama čine zatvorene objekte. U tom smis­
lu može se reći: ukoliko je B zatvoreni objekt a "b" njegova granj_ 
ca, da B + = B \ b predstavlja otvoreni objekt. (9;10). 
Iznijete definicije u pogledu otvorenih i zatvorenih objekata do­
vode do slijedećih pravila. Da bi objekt A bio otvoren, nužno je i 
dovoljno da njegov komplement R n \ A u prostoru R n bude zatvoren. 
Presjek bilo kojeg broja objekata t unija bilo kojeg konačnog bro­
ja zatvorenih objekata je zatvoreni objekt. Unija bilo kojeg (kona 
čnog i 1 i beskonačnog) broja objekata i presjek bilo kojeg konačnog 
broja otvorenih objekata je otvoreni objekt. (9;10). 
Geometrijski objekti u analitičkom obi i ku opisuju se nejednadžbama 
ili jednadžbama. Pri tome često puta to nije dovoljno da se objekt 
jednoznačno odredi. Zato se koriste pojedine slovne oznake i komen­
tari što s formalnog gledišta u procesu rada s objektima predstav­
lja izvjesnu poteškoću. Složeniji geometrijski objekti dobivaju se 
iz jednostavnijih pomoću skupovskih operacija unije i presjeka te 
će u analitičkom obi i ku ovi objekti biti zadani sustavom jednadžbi 
ili nejednadžbi (koje najčešće nisu linearne). 
Sustavom jednadžbi i nejednadžbi ne može se uvijek na prikladan na 
čin opi sati svaki geometrijski objekt. Pokazuje se da je za prevla 
davanje tih teškoća pogodan aparat matematičke logike kod kojega 
umjesto unije i presjeka dolazi disjunkcija i konjunkcija tzv.pre­
đi kata. Moguće je, zato, defi ni rati višeznačne predikate te je za 
razmještaj objekata potreban aparat R~, Rg..., R^ funkcija. Tako 
npr. za razmještaj objekata u ravnini dovoljan je aparat tzv. Rg 
funkcije koji omogućava da se sredstvima matematičke logike obra-
djuje teorija razmještaja složenih objekata u ravnini. 

3. NEKA SVOJSTVA GEOMETRIJSKIH OBJEKATA 
Geometrijski objekti posjeduju odredjena svojstva ili karakteristj_ 
ke po koj i ma se medjusobno razlikuju, Govori se o konveksnim, kon­
kavnim, degeneriranim, neograničenim, povezanim i nepovezanim, kao 
i ostalim svojstvima geometrijskih objekata. 
Geometrijski objekt je konveksan ako sve točke na dužini i zrnedju 
bilo koj i h dviju njegovih točaka pripadaju tom objektu. U protivnom 
slučaju govori se o konkavnom geometrijskom objektu. 
Pod jezgrom geometrijskog objekta A C R n podrazumijeva se skup ta_ 
kvih točaka x kod kojih se za svaki y £ R n može pronaći takav broj 



Bojan ić M. Razmještaj objekata Zbornik radova(1979),2-3 

k > 0 da je x + ay £ A i pri čemu je |a| < k . Geometrijski objekt 
koji ima prazno jezgro naziva se degeneriranim. Tako npr. u Eukli_ 
dovom prostoru R 2 pod degeneriranim geometrijskim objektom podrazu_ 
mijeva se dužina, pravac, kružnica i tsl. U prostoru R^ degenerira­
ni objekt je ravnina, pravac, krug i ts, dok su kugla i piramira 
nedegenerirani objekti. Moglo bi se reći i to da svaki degeneri­
rani objekt ima površinu ili volumen (zavisno u kojem prostoru se 
nalazi) jednaku nuli, dok nedegenerirani objekti imaju površinu 
(u R 2) ili volumen (u R n) različit od nule. (9;29) 
Geometrijski objekt je neograničen ako ga nije moguće razmjestiti 
u krugu konačnog polumjera. Objekt se naziva povezanim (koneksnim) 
ukoliko se bilo koje dvije točke toga objekta mogu spojiti izlom­
ljenom 1 ini jom a da pri tome ta 1 i ni ja u potpunosti pripada tom ob_ 
jektu. Ukol iko, pak, postoje takve dvije točke koje se ne mogu spo_ 
j i ti izlomljenom linijom, dolazi se do nepovezanog geometrijskog 
objekta. Nadalje, geometrijski objekt može biti monokoneksan ili 
polikoneksan. Monokoneksan je onaj geometrijski objekt kod kojega 
se u njemu zatvorena površina može "stegnuti" u točku koja tako -
djer pripada tom objektu. U protivnom, ako ne postoji takva točka 
u koju se može bilo koja zatvorena površina objekta "sažeti", obje 
kt je polikoneksan. Broj veza odredjen je brojem dopunskih "rezo­
va" koje je potrebno napraviti da bi se dani objekt preveo u mono­
koneksan. (9; 19) 
Presjek $vih konveksnih objekata koji sadrži objekt A naziva se kon 
veksnim omotačem objekta A. Nadalje, može se reći da je presjek svih 
zatvorenih konveksnih objekata koji sadrži objekt A zatvoreni kon -
veksni objekt. (9;19) 
Zatvoreni poluprostor (poluprostor odredjen njegovom hiperravninom) 
naziva se potpornim ako on sadrži objekt A i, pored toga, ako u hi-
perravnini H, koja odredjuje poluprostor, postoji bar jedna grani­
čna točka objekta A. Hiperravnina H, koja odredjuje potporni (oslo-
načni) poluprostor, naziva se potpornom hiperravninom. Rasjecajućom 
hiperravninom naziva se ona hiperravnina koja tako siječe objekt A 
da se njegove točke nalaze s obi je strane hiperravnine. Regularnom 
točkom konveksnog objekta A naziva se ona granična točka kroz koju 
je moguće provesti samo jednu potpornu hiperravninu objekta A. Na­
dalje , regularnom granicom objekta A naziva se granica u kojoj su 
sve točke regularne. (9;33) 
Točka M € A naziva se vršnom točkom objekta A ako se ona ne javlja 
kao unutarnja točka bilo kojeg odreska čiji krajevi pripadaju ob­
jektu A. Može se reći da svaki ograničeni zatvoreni konveksni ob­
jekt ima, u najmanju ruku, bar jednu vršnu točku. 
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Ukoliko je točka M € R n fiksirana točka u prostoru R n i objekt 
A G R n a M ^ A , pod udaljenosti a(M, A) točke M od objekta A podra­
zumijeva se najmanja donja ograda udaljenosti od točke M do razli_ 
čitih točaka P € A . Kada je objekt A zatvoren, tada a(M, A) preds­
tavlja ono rastojanje koje je minimalno izmedju definiranih ras -
tojanja točke M od točaka P€ A. (9;33). 
Pod udaljenošću a ^ (A^ ,A2) objekta A ^ C P n od objekta A 2 C R n pod 
razumijeva se najmanja donja ograda udaljenosti različitih točaka 
P-|€A-| do različitih točaka P 2 £ A 2 . Kada su objekti A-j i A 2 zatvo 
reni, tada a ^ (A-j, A 2) predstavlja minimalnu udaljenost od toča­
ka P^ £ A-j do točaka P 2 € A 2 . Može se, nadalje, napisati da je 
a-|2 (A-j, A 2) jednak a ^ 2 (A 2, A-j). Kada objekti A-j i A 2 imaju za­
jedničke unutarnje točke, tj, \ a-jnA 2 \ a 2 + 0 (a^ je granica 
od A|)i tada je a-j2 (A-j, A 2 ) < 0 , a ako je A-j^A,, = a-j^a,? t 0, ta_ 
da je a-j2 (A-j, A 2) = 0. Ukoliko je A-|HA 2 jednak praznom skupu,ta 
da je udaljenost a-j2 (A-j, A 2 ) > 0 . 

Pod koeficijentom zapunjenosti (razmještenosti) objekta T objek­
tima A., (i = 1, 2, ... , n) smatra se realan pozitivan broj do 
kojeg se dolazi pomoću slijedeće formule: 

z * — v m — 

Ukoliko se razmještaj objekata izvodi u objektu T C R , tada se 
pod koeficijentom zapunjenosti objekta T objektima A^ podrazumi­
jeva slijedeća jednakost: 

z ______ 

u kojoj je simbolom P označena površina objekta T i objekata A.j. 
Kao daljnja svojstva geometrijskih objekata mogu se izdvojiti di-
jametar i širina objekata. Pod dijametrom d(A) zatvorenog objekta 
podrazumijeva se najveća udaljenost izmedju dviju točaka a(x,y) 
koje pripadaju objektu A. širina š(A) zatvorenog objekta je naj -
manje rastojanje izmedju dviju točaka a(x,y) gdje te točke pripa­
daju konveksnom omotaču objekta A. (9;35) 
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Do sada iznijeta svojstva geometrijskih ohjekata omogućavaju raz­
mišljanje o p o l o ž a j u i razmještaju objekata u prostoru. Položaj 
objekta A-jCR definira se sustavom pomičnih koordinata 0'x' u 
nepomičnom sustavu 0x. Ishodište pomičnog koordinatnog sustava 0' 
naziva se polom objekta. Pol se izabire tako da uvijek pripada ob_ 
jektu A. Ako je moguće, pol objekta s e izabire tako da se poklapa 
s centrom simetrije ili s točkom presjeka osi simetrije ili da le 
ži na osi simetrije. 
Iz iznijetog slijedi da se položaj objekta A, u prostoru R n odre-

1 1 1 djuje zadanim koordinatama x,, x~,...,x pola 0' i kutevima 
\ Ć n 

9-|, ^2'*" *®n(n-l )/2 odredjuju smjer osi ju pomičnog sustava 
koordinata u odgovarajućem nepomičnom sustavu, parametri x^ odre 
djuju paralelni pomak pomičnog koordinatnog sustava, tj. t r a n s i m a 

ciju, dok parametri 9^ odredjuju pomak koordinatnog sustava oko 
centra 0', tj. rotaciju. Ovi parametri nazivaju se parametri raz­
mještaja. (8;15). 
Pored parametara razmještaja svaki geometrijski objekt odlikuje 
se i svojim oblikom. Oblik objekta A-| u svojem početnom položaju 
definira se oblikom oblasti A° koju on zauzima. Kongruentnim pre_ 
mještajem objekta A-j iz početnog položaja u bilo koji drugi polo­
žaj u prostoru R n ne mijenja se ni njegov oblik ni odnosi unutar 
njega. 
Oblast A-j definira se nejednadžbom f-|(x) ̂ 0 koja se uvijek može 
analitički zadati. Jednadžba f,(x) = 0 naziva se kanonskom jedna 
džbom objekta A, koja uz odredjene parametre razmještaja x^ i 
1 n 9 definira konkretni objekt u prostoru R . 

Pored navedenih svojstava geometrijski objekti mogu imati i neka 
druga svojstva koja su interesantna s teorijskog stanovišta a re­
zultiraju iz odredjenih logičkih operacija nad njima. 

4. KLASIFIKACIJA GEOMETRIJSKIH OBJEKATA 
Prilikom razmještaja geometrijskih objekata u prostoru R n mora se 
tražiti da su objekti disjunktni, tj. da se ne sijeku ili u naj­
gorem slučaju da imaju dodirne točke. Zbog toga će često puta bi­
ti potrebno objekte transiatirati do takvog položaja u prostoru da 
se pri tome ne "kidaju" zadani objekti. Takva transiacija neće bj_ 
ti uvijek moguća uz zadani (fiksirani) smjer. Upravo zbog toga mo 
ra se izvršiti klasifikacija objekata na klasu onih kod kojih je 
takva transiacija moguća i klasu onih kod kojih to nije moguće. 
Precizno, ta se klasifikacija objekata izvodi slijedećim defini­
cijama. 
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Kaže se da su objekti A-j i A 2 gusto rasporedjeni u smjeru b ^ 2 ako 
je udaljenost medju njima a^ 2 ( A p A 2) = Q. Ako je medju objekti­
ma zadana neka udaljenost w-|2, tada se kaže da su objekti A-| i A 2 

gusto rasporedjeni kada je ispunjen uvjet a-j2 ( A p A 2) = w 1 2 . (8;21) 
Nadalje, kaže se da su objekti A-| i A 2 odjel j i vi ako je moguće p£ 
love 0^ i 0 2 odabrati tako da je, pri gustom rasporedu objekata 
A-| i A 2 u ooa smjera w^ 2 odnosno w 2-j, ispunjen uvjet a-|2(A-| , A 2 ) > 0 , 
odnosno a ^ (A 2, A-|)>0. To znači da se objekti ne sijeku i ne 
dodiruju pri transiaciji objekta A 2 u smjeru w-|2, odnosno objekta 
A-j u suprotnom smjeru w2-|. U svim ostalim slučajevima kaže se da 
su objekti A-j i A 2 neodjeljivi. (9; 35) 
Prilikom razmještaja geometrijskih objekata u prostoru R n treba 
voditi računa o klasi objekata koji su medjusobno odjel ji vi (sepa-
rabilni) i o klasi objekata koji su neodjeljivi. U mnogim praktič­
nim situacijama radi se o konveksnim objektima pa je i razumljivo 
pitanje da li su ti objekti odjeljivi u smislu prethodno iznijetih 
stavova. Odgovor je potvrdan te vrijedi tvrdnja da su konveksni o-
gradjeni objekti odjeljivi. Dokaz ovoj tvrdnji proizlazi iz teore­
ma Minkovskog o odjeljivosti konveksnih skupova. Prema ovom teore­
mu moguće je uvijek izmedju gostu razmjeste! "h konveksnih objeka­
ta A-| i A 2 postaviti hiperravninu m-j, neparal iu s pravcem w-j 2 > 

tako da se objekti A-| i A 2 nalaze u različitir potpornim polurav-
ninama M-j i M 2 . Sada je očigledno da će pri pomaku objekta A 2 po 
smjeru w-|2 objekt A-| ostati u potpornoj poluravnini M-j. Kako tim 
veoma malim pomakom po smjeru w^ 2 poluravnina M 2 nema više zajed­
ničkih točaka s poluravninom M-j, to neće ni objekti A-j i A 2 pri 
takvom pomaku imati zajedničkih točaka te će uvijek biti da je 
a12 ( A T A 2 ) > 0 * ( 8 ; 2 2 )-
Drugu važnu klasu odjeljivih objekata Čine zvjezdoliki objekti.De­
finiraj u se na slijedeći način: jednostruko povezani zatvoreni ob_ 
jekti A- nazivaju se zvjezdolikim ako je moguće polove O ^ A ^ 
tih objekata odabrati tako da svi intervali koji spadaju pol 0 i 

sa svim graničnim točkama objekta pripadaju unutrašnjosti tog ob­
jekta. Kod svakog zvjezdolikog objekta moguće je na više načina 
odabrati pol te se skup W svih takvih polova naziva oblast zvje 
zdolikosti zadanog objekta. 
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Interesantno je napomenuto da je oblast W uvijek konveksan skup 
bez obzira na to što zadani objekt može biti i konkavan. Ako je 
zadani objekt višekut u ravnini odnosno poliedar u prostoru, tada 
je oblast zvjezdoli kos ti i konveksna i otvorena. Prema tome poli­
edri ne mogu imati jednotočkastu oblast zvjezdoli kosti niti, pak, 
oblast zvjezdoli kosti može biti neki segment. Kod likova koji ni­
su poliedri moguće je pronaći primjere objekata koji imaju jedno-
točkovnu oblast zvjezdoli kosti. Na kraju treba reći da su ogradje 
ni zvjezdoliki objekti odjeljivi. (9;37) 
Drugu veliku skupinu geometrijskih objekata čine oni objekti koji 
nisu odjeljivi, tj. neodjeljivi objekti. Objekti A-| i A 2 jesu ne­
odjeljivi ako je bar jedan od njih neogradjen objekt. Tako npr.u-
koliko je objekt A, neogradjen, tada je uvijek prisutan takav 
smjer vektora w-j2 iz pola 0̂  pri kojemu je kraj vektora, pri bilo 
kojoj njegovoj dužini, u objektu A-|. Iz iznijetog može se zaklju­
čiti da je uvijek po promatranom smjeru vektora w-j2 udaljenost iz' 
medju dvaju objekata a ^ (A-j, A 2 ) < 0 što takodjer upućuje na ne-
odjeljivost objekata A^ i A 2. 
Objekti A-j i A 2 bit će neodjeljivi i u onom slučaju kada je objekt 
A-, ogradjen i polikoneksan te je predstavljen u obliku 
A-| = Oj_-|A-|jiOA^ (A-j je monokoneksan ogradjeni objekt), a objekt 
A 2 je pri tome takav da bar za jedan j ispunjava relaciju 
A 2 C R n \ A l j . (9;39) 

5. OPĆA MATEMATIČKA POSTAVKA PROBLEMA RAZMJEŠTAJA 
Prilikom razmještaja geometrijskih objekata u neku oblast razmje­
štaja treba voditi računa o tome da li se radi o neregularnom (ne­
pravilnom) ili regularnom (pravilnom) razmještaju. 
Pod neregularnim razmještajem objekata podrazumijeva se takav raz­
mještaj objekata kod kojega ne postoji nikakav red ili zakonitost 
izmedju promatranih parametara razmještaja. Kod ovog oblika razmje­
štaja objekata treba voditi računa o dva tipa oblasti razmještaja: 
o oblasti sa zadanim geometrijskim oblikom i zadanim dimenzijama te 
o oblasti s pokretnim granicama, tj. oblasti kod koje unaprijed nisu 
zadani dimenzija i oblik. 
Neregularan razmještaj objekata obuhvaća nekoliko veoma značajnih 
teorijskih i praktičnih problema. Tako npr. jedan od problema sas­
toji se u tome da se iz skupa objekata {A^} n (ako je oblast raz-
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mjestaja ograničena, a n dovoljno yelik) izabere objekt A.̂  i raz­
mjesti u oblast Y ( A - C v) tako da se dobije najveći koeficijent z 
zapunjenja oblasti Y tim objektom. U praktičnom smislu ovaj prob­
lem javlja se kod krojenja materijala kada se otpadak materijala 
želi daljnjim krojenjem iskoristiti na najbolji mogući način. 
(8;26) 
Jedan od slijedećih problema neregularnog razmještaja objekata 
sastoji se u tome da se pronadje mogućnost razmještaja najvećeg 
broja objekata { A ^ n£{{A..} n) , ukoliko je oblast Y nepoveza­
na i ograničena a ({A^| n ] skup objekata. Ovakav problem u po­
gledu razmještaja često se javlja kod raznih grana lake i teške 
industrije, u brodogradnji, avionskoj industriji itd. 
Medju probleme neregularnog razmještaja kod kojih je oblast Y 
s pokretnim granicama ubrajaju se problemi kod kojih je oblast 
zadanog geometrijskog oblika i problemi kod kojih računskim pu­
tem nastaje oblast odredjenog geometrijskog oblika. U ove prob­
leme ubraja se problem razmještaja objekata {Â .} n u oblast Y 
zadanog geometrijskog oblika pri čemu dimenzije oblasti Y treba­
ju zadovljiti postavljene uvjete (najmanja površina oblasti,naj­
veći koeficijent zapunjenosti i ts.). Ili, potrebno je konstruira­
ti oblast Y pomoću linija definiranih jednadžbama f.j(x, y) = 0 
tako da objekti {A.} razmješteni u oblast Y na najbolji mogu­
ći način zadovoljavaju postavljene uvjete. 
Ukoliko se prilikom razmještaja objekata u zadanu oblast razmje­
štaja poštuju odredjene zakonitosti ili poredak u pogledu para­
metara razmještaja, govori se o periodičnom razmještaju. Kaže se 
da je skup objekata {A..} n periodski razmješten ako barem jedan 
parametar svakog objekta A^ (i = 1 , 2 , ... , n) ima svojstvo da 
se od jednog položaja objekta do drugog položaja tog istog obje­
kta mijenja za istu veličinu. Veličina za koju se parametar mije­
nja naziva se periodom tog parametra. (9;41) 
Ukoliko su svi objekti nekog periodskog razmještaja medjusobno 
sukladni, te se njihovi polovi nalaze na istoj krivulji, kaže se 
da je razmještaj jednostruko periodičan. Kaže se da je razmješ­
taj višestruko periodičan ako je skup objekata sastavljen iz vi­
še familija objekata i ako je svaka familija tako periodički raz­
mještena da se polovi različitih položaja nalaze na istoj krivu -
lji, a sve takve krivulje za različite familije promatranog skupa 
objekata medjusobno su sukladne i paralelne. 
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Najopćenitije se problem periodičkog razmještaja geometrijskih 
objekata svodi na to da se objekti neke familije objekata 
{A.} n € {{A.} n|razmjeste višestruko periodski u nekoj zadanoj 
oblasti tako da se koeficijent zapunjenja z oblasti Y pokaže naj 
većim. Pri tome se pretpostavlja da je udaljenost izmedju objeka­
ta, odnosno udaljenost izmedju objekata i granice oblasti, jedna­
ka ili veća od nule. (9;42) 
Drugi veoma značajan slučaj regularnog razmještaja je tzv. reše­
tkasti razmještaj. Za njegovu formulaciju potrebno je definirati 
rešetku (mrežu), što se, pak, izvodi na slijedeći način. Neka su 
b-j, b 2,..., b n linearno nezavisni vektori n-dimenzionalnog pros­
tora R . Skup svih mogućih vektora oblika b = u-jb-j + u 2 b 2 + ...+ 
+ u n b n naziva se rešetka ako su u,, u 2 , u 3 , ... , u n cijeli broje 
vi. Vektori b-j, b 2 , ... , b n nazivaju se bazom rešetke, dok se 
sama rešetka označava R (b--., b 2 , b^, b^, ... , b n ) . 
Ukoliko je baza sastavljena od medjusobno okomitih vektora (orto-
gonalna baza), tada se i rešetka naziva ortogonalna ili pravoku­
tna rešetka. 
Ako se duljine vektora b-j, b 2 , ... , b n označe s t-|, t 2 , t^,..., 
t , tada se rešetka sastoji iz svih onih točaka čije su koordi­
nate izražene slijedećim relacijama: x-| = u-j; x 2=t 2u 2;... ,x -
= t n u n < Točke zadane ovim relacijama nazivaju se vrhovi ili čvo 
rovi mreže, a sam prostor R n na ovaj način podijeljen je na dije 
love koji se nazivaju ćelijama mreže. Kada se govori o prostoru 
R , tada su ćelije paralelogrami ili pravokutnici, zavisno od to 
ga da li je baza ortogonalna ili nije, a kada se radi o prostoru 3 R , ćelije su paralelopipedi u općem slučaju ili, pak, kvadri ako 
je baza ortogonalna. ćelija čija su rebra sami vektori b, ,b 2»..., 
b naziva se osnovna ili bazična ćelija, n 
Razmještaj geometrijskih objekata naziva se rešetkastim ako se u 
svakom čvoru rešetke nalazi pol nekog objekta tako da su svi ob­
jekti medjusobno sukladni i da im je udaljenost a. .(A. ,A.)>0. 
(9;42). 1 J J 

Problem rešetkastog razmještaja geometrijskih objekata svodi se 
na odredjivanje parametara n-dimenzionalne rešetke pri kojima se 
postiže najveći koeficijent z zapunjenja prostora R . Iznijeti 
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stavovi o rešetkastom razmještaju geometrijskih objekata upućuju 
na zaključak da je rešetkasti razmještaj specijalni slučaj perio­
dičnog razmještaja,(9;42) 
Svaki od navedenih problema regularnog t neregularnog razmješta­
ja geometrijskih objekata ima slijedeća osnovna svojstva: 
- u svakom problemu radi se o razmještaju geometrijskih objekata 

proizvoljnih oblika u oblasti proizvoljnih geometrijskih oblika 
i 

- svaki problem formulira se kao problem matematičkog programira­
nja, tj. predstavlja se u obliku nekih uvjeta (ograničenja)nad 
parametrima razmještaja pri kojima je neophodno postići ovaj il 
onaj cilj. 

Može se, nadalje, reći da je struktura formuliranih problema raz­
mještaja takva da njihova matematička postavka uključuje obavezno 
- uvjete uzajamnog nepresjecanja objekata (razmješteni geometrij­

ski, objekti ne moraju imati zajedničkih točaka, već se mogu na­
laziti na zadanom rastojanju jedan od drugoga), 

- uvjete razmještaja objekata u zadanom objektu ili zadanoj obla­
sti (ovdje se pretpostavlja da izmedju razmještenih objekata i 
granica oblasti uvijek postoji unaprijed zadano rastojanje) i 

- formalno predstavljanje funkcije cilja pomoću matematičkih sim 
bola i zavisnosti. (8;30) 

Prva dva izložena uvjeta moguće je matematički izraziti pomoću sli_ 
jedećih relacija: 
A ^ a ^ A j N a . - 0, i,j = 1, 2 n; i t j; 

ili 
a,.(A., A.)2*0, i,j = 1, 2, ... , n; i t j; 
a r ( R n \ Y , ^)>0, i = 1, 2, ... , n, 

(simbolom ar izražena je udaljenost). 
Ukoliko je medju objektima A. i A. zadano neko rastojanje w, ., 
te izmedju objekta A i i granice oblasti Y rastojanje v^, može se 
napisati da je: 
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a-ij(«V A j )^ w i j» i , j = 1, 2, . . . , n; i f j , 
a r ( R n \ Y , A . ) > W | , 1 = 1 , 2 , ... , n. 

Na osnovi iznijetih nejednadžbi proizlazi da bi trebalo izraziti, 
u općem slučaju, uvjete uzajamnog nepresjecanja objekata {A.} fl 

i uvjete njihovog razmještaja u oblast Y, u obliku nejednadžbi: 

koje medjusobno "povezuju"parametri razmještaja objekata i njiho 
va su suštinska ograničenja. (8;31) 
Iz iznijetog se, nadalje, može zaključiti da postoji jedan sustav 
od k = V ? n (n - 1) + n nejednadžbi koje povezuju, u općem slu-

Na osnovi problema regularnog i neregularnog razmještaja proizla­
zi da funkcija cilja može imati najrazličitiji oblik. Ona može sa_ 
ma po sebi predstavljati najraznovrsnije odnose koji zavise od pa_ 
rametara razmještenih objekata. Funkcija cilja u svom općem obli­
ku može se izraziti slijedećom relacijom: 

Navedena razmatranja u pogledu matematičke postavke problema raz­
mještaja objekata dovode do ovih važnih zaključaka: 
- struktura formalnog opisa problema razmještaja objekata posred­

stvom matematičkih simbola sastoji se, u općem slučaju, iz su­
stava nejednadžbi i funkcija, 

- rješenje bilo kojeg od problema regularnog ili neregularnog ra 
zmještaja svodi se na optimalizaciju funkcije cilja na područ­
ju definiranom sustavom nejednadžbi q.. i q. i 

v 

- kao rezultat rješenja problema (ako to rješenje postoji) moraju 
se dobiti takvi parametri razmještaja objekata koji omogućavaju 
konstrukciju modela geometrijskih objekata i tako rješenje pro­
blema. (9;47) 

Iznijete opće matematičke postavke problema razmještaja zahtije­
vat će, u svakom konkretnom problemu razmještaja, pronalaženje 
postupaka analitičkog opisivanja uvjeta medjusobnog nepresjeca-

q i j ( x \ 9 1 , x J 9 J ) > 0 , i. t j, i,j = 1, 2, ... , 

q i ( x \ S T ) ^ 0 , i - 1, 2, ... , n, 

f = f ( X 1 , 9 1 , x 2 , e 2 , 
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canja objekata te analitičku postavku problema razmještaja i pos­
tupke za njeno rješenje što će, pak, zavisiti o stupnju složenos­
ti i načinu rješavanja. Razvoj matematike i računske tehnike (su­
vremena elektronička računala) omogućio je razrješavanje veoma 
složenih problema na području razmještaja geometrijskih objekata 
te se, danas, s problemima razmještaja susreće na raznoraznim po­
dručjima. 

6. ZAKLJUČAK 
Problem razmještaja geometrijskih objekata susreće se na raznim 
područjima čovjekovog djelovanja. Nedovoljne količine pojedinih 
sirovina i nedostatak kvalitetnog materijala sve više nameću po­
trebu racionalnijeg gospodarenja s tim resursima. Iskorištenje 
raspoloživog materijala prilikom različitih obrada sve više po­
staje predmet istraživačkih akcija inženjera, tehnologa i ekono­
mista. Suvremeno projektiranje zahtijeva od projektanata komple-
ksniji pristup rješavanju problema iskorištenosti prostora kao i 
materijala koji se koriste u tom prostoru. 
Da bi se ovi, a i mnogi drugi problemi, mogli uspješno riješiti, 
potrebno je posegnuti za tekovinama moderne matematike, matema­
tičke tehnike i tehnologije. Suvremena elektronička računala orno 
gućavaju rješavanje veoma složenih problema uz minimalni gubitalc 
vremena, te više nema razloga da se u mnogim praktičnim problemi­
ma ne primijeni teorija i tehnika razmještaja geometrijskih obje­
kata. Primjenom poznatih tehnika razmještaja geometrijskih obje­
kata dolazi se do minimalnog otpatka materijala prilikom njegovog 
krojenja, do minimalnog zaposjedanja prostora u izgradnji odredje 
nih sustava i tsl. 
Na problem razmještaja geometrijskih objekata, s praktičnog sta­
novišta, ne treba gledati samo kroz prizmu matematičko-tehničkih 
problema. Razmještaj objekata interesantan je, bez sumnje, i s 
gledišta ekonomskih efekata koji se ostvaruju u primjeni na pra­
ktičnim situacijama. Tako npr. otpad materijala prilikom njegovog 
krojenja može biti dosta značajna stavka u troškovima poslovanja. 
Pravilnim razmještajem odredjenih iskrojaka može se, prilikom kro 
jenja, postići znatna ušteda u osnovnom materijalu a time i u tro 
škovima.što se ne bi trebalo zanemariti. 
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