ELEMENTARNO RJESAVANJE NEKIH PROBLEMA O EKSTREMIMA (3)
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Nastavak iz [Wlatke 70.

lementarno rjesavanje nekih problema o ekstremima vrlo je prikladan

materijal za uvjezbavanje zajednickog rada geometrijskog zora i
rutinsko-algebarskih racuna, spretnih konstrukcija i egzaktnih dedukcija,
masteilogike. Pri ¢itanju teksta koji slijedi ¢itateljima preporuc¢ujem samostalno
rjesavanje postavljenih zadataka i, tek naknadno, bez obzira na rezultat tog
pokusaja, proucavanje u tekstu danog rjeSenja.

Zadatak 9. Od pravokutne ploce sa stranicama duljine a i b odlomljen je
dio oblika pravokutnog trokuta s katetama duljine c i d (sl. 18.). Iz preostalog
dijela treba izrezati novu pravokutnu plocu tako da njezina povrsina p bude sto
je moguce veca. Zadatak rijesite posebno ako je:

a)a=6,b=3,c=2,d=1;
b)a=3,b=6,c=2,d=1.

a

Slika 18. Slika 19.

Rjesenje: Uz oznake kao na slici 19. vrijedi da je p = (b - y) (a - x). Budud¢i
dajey:d=(c-x):¢slijedidaje y=d —ix . Uvr$tavanjem dobivamo da je

d C
p= (b —d +—x)(a —x), odnosno
c
=ab—ad +L(ad +cd—be) —é[x —i(ad +cd —bc)}Z
P 4cd c 2d ’

§to je lako provjeriti. Posljednji ¢lan u uglatoj zagradi ne moze biti negativan,
pa je cijela desna strana najveca u slucaju kad je taj ¢lan jednak nuli, tj. ako je
X = é(ad +cd —bc). Nakon provedenog ra¢unanja dobivamo da je najveca

moguca povrsina p = 41—d(ad +cd—be) .
¢
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Medutim, taj ¢e rezultat biti rjeSenje zadatka samo uz uvjet

1 b 2
da je OszE(a+c—gchc, tj. nakon mnoZenja s —, uz uvjet da je
¢

b
OSE+1—E£2 . Taj uvjet mozemo napisati i u obliku E—ISESEJA. No,
c c

ako taj uvjet nije ispunjen, za rjesenje zadatka bit ¢e ,mjerodavan” rubni ek-

strem jer ¢e povrsina p u podrucju 0 < x < ¢ ili neprestano opadati ili nepresta-
no rasti. Zato ¢e povrsina biti najveca ili za x = 0 ili za x = ¢, ovisno o tome je
li a(b - d) vece ili manje od b(a - ), tj. je li ad manje ili vece od bc. (Uocite da
slu¢aj ad = bc sada nije moguc jer bi u tom slucaju bio ispunjen uvjet 0 < x < c.)

Posebno imamo sljedece rezultate:

1 25
a) x=—(6-1+2-1-3-2)=1(<c=2), p, =—.
) x=——( )=1(<C=2), P =~
b) Ovdje je %:£<§_1:5’ pa zbog 3 = ad < bc = 12 nastupa rubni
c

maksimum za x = 0, pri ¢emu jep_ = 15.

Zadatak 10. Treba izgraditi kanal popre¢nog presjeka prikazanog na slici
20. Zadana je povrsina p presjeka kanala. Kakav treba biti oblik kanala, tj. koliki
treba biti promjer 2R = x polukruga CDE, a kolika visina y pravokutnika ABCE
da bi troskovi gradnje (koji su proporcionalni s opsegom presjeka kanala) bili
$to manji?

Slika 20.

Rjesenje: Opseg presjeka kanala je s=x+2y+%x7£. Budu¢i da je

2

2
p=xy +%(§) 7 zadano, slijedi daje y = l(p — J , pa vrijedi:
X

8
2
s=x+£(p—xgﬂj+%xn=(l+%)x+2—l). (1)

X X
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Prema tome, opseg s je funkcija oblika s =ax + b , gdje su a i b pozitivni

konstantni brojevi. Izraz za s mozemo pisati u obliku

ax:+b (x\/a—\/z)z—i-Zx\/E
Ss= = 5

X X

M+2\/E. (2)

X

tj.
Ss=

Bududi da vrijednost broja x u nasem sluc¢aju mora biti pozitivna, prvi
¢lan posljednjeg izraza bit ¢e uvijek pozitivan (ili u krajnjem slucaju jednak
nuli), dok je drugi konstantan. Prema tome, opseg s ¢e biti najmanji ako je

(x\/a - \/5)2 =0,tj.akoje x = \/E . Zatu je vrijednost s = 2-/ab .
a

Posebno, ako je (prema (1)) a=1 +% i b= 2p, opseg s bit ¢e najmanji za

2 2
x=2,|-2P_ Laki ratun daje da je u tom slucaju y = p_x , paje tada
4+7 4+m 2

minimalni opseg jednak s, =./2(4+7)p.
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