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ELEMENTARNO RJESAVANJE NEKIH PROBLEMA O EKSTREMIMA (2)

Vatka 18 (2009./2010.) br. 70

Nastavak iz [Jatke 69. Vladimir Devidé, Zagreb

lementarno rje$avanje nekih problema o ekstremima vrlo je prikladan

materijal za uvjezbavanje zajednickog rada geometrijskog zora i
rutinsko-algebarskih racuna, spretnih konstrukcija i egzaktnih dedukcija,
masteilogike. Pri ¢itanju teksta koji slijedi ¢itateljima preporucujem samostalno
rjeSavanje postavljenih zadataka i, tek naknadno, bez obzira na rezultat tog
pokusaja, proucavanje u tekstu danog rjesenja.

Zadatak 5. Dokazite:

a) Od svih pravokutnih trokuta zadane duljine hipotenuze ¢ najvecu
povrs$inu ima jednakokra¢ni pravokutni trokut.

b) Od svih pravokutnika upisanih danoj kruznici polumjera duljine r
najvecu povrsinu ima kvadrat.

¢) Od svih pravokutnika upisanih danoj elipsi s poluosima duljine a i b
(a > b) najve¢u povr$inu ima onaj sa stranicama duljine a+/2 i b+/2.

Rjesenje:

a) Prema Talesovu poucku, vrhovi svih pravokutnih trokuta zadane duljine
hipotenuze ¢ pripadaju polukruznici promjera duljine ¢ (sl. 10.). Budu¢i da je
hipotenuza svim trokutima zajednicka stranica, najvecu ¢e povrsinu imati onaj
trokut koji ima najdulju visinu na tu stranicu. Najvecu povrsinu imat ce, dakle,
onaj trokut kojemu je vrh u najvisoj tocki polukruznice, a to je jednakokra¢ni
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pravokutni trokut. Njegova je povrsina jednaka p = ZC2 .
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Slika 10. Slika 11.

b) Promotrimo li sl. 11., uo¢it ¢emo da je povrsina p pravokutnika ABCD
dvostruko veca od povrsine pravokutnog trokuta ABC s hipotenuzom duljine
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2r. Dakle, povrsina pravokutnika bit ¢e najveca u slucaju kada trokut ABC
ima najvecu povrsinu. U a) smo vidjeli da ¢e se to dogoditi u slucaju da je
|AB| = |BC|, tj. ako je pravokutnik ABCD kvadrat. Povrsina ¢e mu biti p = 212

c) Stranice elipsi upisanog pravokutnika bit ¢e usporedne s osima elipse
(sl. 12.).

Smanjimo li udaljenost svake tocke T elipse od male osi (duljine 2b) u
omjeru b : a, tocka T preslikat ¢e se u toc¢ku 1", a cijela elipsa u kruznicu s polu-
mjerom duljine b. Elipsi upisani pravokutnik ABCD prije¢i ¢e u kruznici upisan
pravokutnik A’B’C’D’ iste visine, a osnovice ¢e biti smanjene u omjeru b : a.

\\\ o o/
C -“}Hx_J:'—/}; u Slika 12.

Ako je povrsina pravokutnika ABCD jednaka p, povr$ina pravokutnika
ABCD’ bit ¢e p'=—
najveca kada je naj\fézc'a povrsina p’. No, prema b) znamo da tada mora biti
|AB’
é|AB|=b\/§ ili |AB| = a2 , dok je |BC| =
pa = 2ab.

p. Bududi da je faktor — konstantan, povrsina p bit ce

BC’| = b2 . Tada Ce za traZeni elipsi upisani pravokutnik vrijediti
B’C’| = b/2 . Povrsina e tada biti

Zadatak 6. Na zidu je objesena slika AB (sl. 13.). Iz koje se udaljenosti x
od tocke O slika vidi najbolje? (To e biti onaj polozaj tocke C za koji je vidni
kut « = | £ ACB| maksimalan.)

Slika 13.
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Slika 14.

Rjesenje: Kroz tocke A i B polozimo pramen kruznica (sl. 14.). Vidni
kut pod kojim se AB vidi iz neke tocke ravnine jednak je za sve tocke koje
pripadaju istoj od tih kruznica (obodni kut nad danim lukom!). Taj ¢e kut biti
to veli §to je polumjer kruznice manji. Nas, medutim, zanimaju samo tocke
koje se nalaze na pravcu p. Rjesenje e, dakle, biti ona tocka C pravca p koja
se ujedno nalazi na kruznici kroz tocke A i B, a koja ima najmanji moguci
polumjer. To je kruznica koja upravo dodiruje pravac p. Diraliste C je trazena
to¢ka, a x = |OC]| trazena udaljenost.

Oznacimo li |OA| = a i |OB| = b, tada je:

x=10C| = |DS| =
) ) ) ) a+b : b—a g
JIAS]* |DA]* = \|SC[* -|DAJ* = —1 -5 =+Jab.

Do te relacije brze i jednostavnije dolazimo ako poznajemo svojstvo da
je umnozak |OM)| - |ON| za danu to¢ku O i danu kruZznicu k neovisan o tome
kojim pravcem kroz tocku O sijecemo kruznicu k u tockama M i N. Odatle
odmabh slijedi da je ab = x°. Trazena je udaljenost, dakle, geometrijska sredina
udaljenosti gornjegidonjeg ruba slike iznad razine oka gledatelja. Geometrijski,
dakle, tocku C dobivamo kao na sl. 15. (JA'O| = |OA|, BCA’ je polukruznica).
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Sli¢na geometrijska konstrukcija tocke C vrijedi i u opcenitijem slucaju,
kada kut AOC nije pravi (sl. 16.). Tada je, prema ve¢ spomenutom svojstvu,
opet ab = x*.

Zadatak 7. Duzinu zadane duljine d rastavite na dva dijela, duljine a i b,
tako da umnozak a - b bude $to veci.

Rjesenje: Oznacimo li dio duzine ¢ija je duljina a s x, preostali ¢e dio b
biti duljine d - x. Tada ¢e umnozak a - b biti jednak x(d - x) = xd - x> =

2
idz —(x —%dj . To ¢e, ocito, biti najvece ako je drugi ¢lan (koji je kvadrat,
pa ne moze biti negativan) jednak nuli, tj. ako je x = %d .
Rjesenje zadatka je danos a=b =%d . To geometrijski znaci da od svih
pravokutnika zadanog opsega 2d = 2(a + b) najve¢u povrs$inu ima kvadrat.

Zadatak 8. Zadanom kvadratu sa stranicom duljine a upisite kvadrat $to
manje povrsine.

Rjesenje: Oznac¢imo s x udaljenost vrhova trazenog kvadrata od najblizih
vrhova zadanog kvadrata (sl. 17.).
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Tada ¢e povrsina upisanog kvadrata biti jednaka:

1 a’ a :
p=a’—4-—x(a—x)=a’ —2ax +2x’ =—+2(——xj :
2 2 2

Povrsina p bit ¢e najmanja ako drugi ¢lan (koji ne moze biti negativan)
a
bude jednak nuli, tj. ako je x = 5 Povrs$ina upisanog kvadrata u tom ¢e slucaju

biti jednaka polovini povr$ine zadanog kvadrata, a u svim ostalim slu¢ajevima
bit e veca.

[Vatka 18 (2009./2010.) br. 70



