v ELEMENTARNO RJESAVANJE NEKIH PROBLEMA O EKSTREMIMA (1)
Vladimir Devidé, Zagreb

O sim problema odredivanja tangente na neku krivulju (i tome
odgovarajuceg kinematickog problema odredivanja brzine), te
problema kvadrature (odredivanja povrsine) nekog krivuljom omedenog lika,
problemi o ekstremima bili su jedan od najvaznijih poticaja za istrazivanja koja
su dovela do izgradnje infinitezimalnog rac¢una. Takve probleme nisu nametala
samo matematicka i fizikalna ispitivanja, nego i tehnicka praksa.
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Infinitezimalni ra¢un omogucio je razradu jedinstvene i vrlo opcenite
metode rjeSavanja problema o ekstremima. No, iako je elementarno rjeSavanje
takvih problema cesto dugotrajnije i mucnije, iako ono za svaki slucaj zahtijeva
druk¢iju, upravo tom slucaju prilagodenu metodu, ipak elementarno rjesenje
nekog takvog problema u velikom broju slucajeva, upravo zbog jednostavnosti
sredstava kojima se sluzi, ima odredenu vrijednost. Time $to trazi elementarno
tretiranje zadatka, ono se, s druge strane, moze i najbolje prilagoditi prirodi
problema i neposrednije rijesiti, a sam postupak rjesavanja cesto ¢ini rezultat

metodama infinitezimalnog ra¢una.

Takvo elementarno rjesavanje nekih problema o
ekstremima na taj je nacin vrlo prikladan materijal za
uvjezbavanje zajednickog rada geometrijskog zora i
rutinsko-algebarskih rac¢una, spretnih konstrukcija i
egzaktnih dedukcija, maste ilogike. Pri ¢itanju teksta koji
slijedi ¢itateljima preporuc¢ujem samostalno rjesavanje
postavljenih zadataka i, tek naknadno, bez obzira na
rezultat tog pokusaja, proucavanje u tekstu danog rjesenja.

Zadatak 1. U svakom polju pravokutne tablice upisan je neki prirodan
broj. U svakom pojedinom retku potrazimo najveci broj, a neka m bude
najmanji od tako dobivenih brojeva. U svakome stupcu takoder potrazimo
najmanji broj, a neka n bude najveci od tih brojeva. Ako su m i n razliciti
brojevi, koji je od njih ve¢i?

Rjesenje: Uocimo u tablici neke .predstavnike” M i N nadenih brojeva
m i n. (Oni ne moraju biti uvijek jednozna¢no odredeni, jer medu brojevima
tablice moze biti i jednakih.)

Razmotrit ¢emo posebno tri moguénosti:
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1° M i N su u istom retku tablice. Budu¢i da je m najveci od brojeva toga retka,
bit ¢e (uz uvjet da je m = n) m > n.

2° M i N su u istom stupcu tablice. Budu¢i da je n najmanji od brojeva toga
stupca, i sada ¢e biti (uz uvjet da je m = n) m > n.

3° M i N su u razlicitim retcima i stupcima tablice. Tada postoji predstavnik
P broja p koji je u istom retku s M i istom stupcu s N. Analogno kao u 1°i 2°
slijedi da je sada m > pip = n, paje, uz uvjet da je m # n, i sada m > n.

Znadi, u svakom je slucaju m > n.

Zadatak 2. Zraka svjetlosti polazi iz tocke A, reflektira se u tocki C zrcala

p i dolazi u to¢ku B (sl. 1.). Izvedite zakon refleksije iz Fermatova principa, .~ '

prema kojemu svjetlost prolazi onaj put kojim najbrze stize do cilja.

Rjesenje: Ako vrijeme potrebno svjetlosti za prijeéi put |AC| + |CB| treba
biti $to krace, onda duljina puta |AC| + |CB| (s obzirom da je brzina $irenja
svjetlosti konstantna) treba biti $to kraca.

Konstruirajmo (sl. 2.) tocki B simetri¢nu tocku B’s obzirom na pravac p. Tada je
trokut CB’B jednakokracan s osnovicom BB', paje |AC| + |CB| = |AC| + |CB].

A

Slika 1. Slika 2.

Duljina izlomljene duzine ACB’ bit ¢e, ocito, najmanja ako sve tri tocke
A, C1i B’ pripadaju istome pravcu, dakle ako se tocka C podudara sa sjecistem
C, pravca AB i pravca p. U tom je slucaju kut a izmedu AC; i p jednak kutu

p izmedu C,B' i p, a ovaj je jednak kutu y izmedu p i C,B. Iz Fermatova
principa, dakle, proizlazi da se svjetlost reflektira tako da je kut &, pod kojim
zraka upada na zrcalo, jednak kutu y pod kojim se zraka reflektira od zrcala.

Zadatak 3. Na vanjskoj strani ¢ase oblika (gore otvorenog) valjka u tocki
A nalazi se muha, a na unutrasnjoj tocki B nalazi se kapljica mlijeka. Kojim
putem treba pro¢i muha da bi $to prije dosla do mlijeka (sl. 3.)?
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Rjesenje: Gledano u smjeru osi case, tocke A i B dijele njezin poprecni
presjek na dva dijela (sl. 4.). Kraci od njih ozna¢imo s I, a dulji s II. (a ako su
slucajno oba iste duljine, svejedno je koji oznac¢imo s I., a koji s IL.).

-
-

Slika 3. Slika 4.

Zamislimo plast caSom odredenog valjka razrezan duz neke izvodnice
u podrudju II. i razvijen u pravokutnik (sl. 5.). Vidimo da se zadatak svodi
na prethodni. Na razvijenom gornjem rubu ¢ase moramo naci tocku C tako
da bude a = f3, a odgovarajuca konstrukcija opisana je u zadatku 2. Muha ¢e
se, dakle, na casi gibati duz dvaju lukova cilindri¢ne spirale (sl. 6.) i u tocki C
prijeci rub case.

Slika 5. Slika 6.

Napomena: Da smo plast valjka razrezali duz neke izvodnice u podrucju
I. umjesto u podrucju II., dobili bismo drugi «relativni minimum” duljine puta
muhe, ali bi on bio ve¢i od prije dobivenoga. Lako se, naime, vidi da su u
tom slucaju (tj. uz iste udaljenosti tocaka A i B od gornjeg ruba razvijenog
pravokutnika, ali uz ve¢u medusobnu udaljenost njihovih ortogonalnih
projekcija na taj rub) odgovarajuc¢i kutovi &’ = " manji od prijasnjih a = j3,
zbog ¢ega je ukupna duljina puta u tom slucaju veca.
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Zadatak 4. Odredite najkracu spojnicu tocaka A i B koje pripadaju
bridovima kocke (duljine a), kao §to je prikazano nasl. 7.

Rjesenje: Ako bismo tocke A i B spojili preko brida k (sl. 8.), najkraci bi put
oc¢ito bio dug 2a (isprekidana linija na sl. 8.).
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Slika 7. Slika 8.

Medutim, postoje i druge mogucnosti povezivanje to¢aka A i B, primjerice
preko bridova m i n. Razvijemo li plast kocke tako da ga ne rezemo duz bridova
m i n, dobit ¢emo sliku 9.
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Slika 9.

Vidimo da je tada (dakle ako prelazimio bridove m i n) najkraci put od A
do B oznacen isprekidanom linijom. Duljina tog puta je:

d=~2 -1l4a< 2 -J2a=2a(jerje V2 >14).

Rjesenje zadatka je, dakle, taj drugi put. Dakako, postoji jo$ jedno (tome
simetri¢no) rjeSenje iste duljine koje dobivamo na analogni nacin, prijelaskom
drugih dvaju bridova (m’i ) iste pobocke.

Postoje i druge moguénosti povezivanja toc¢aka A i B, npr. preko
bridova m i m’. Nacrtamo li tom slu¢aju odgovaraju¢u mrezu kocke, tada ce

duljina puta biti V1> +1.8%a =+/4.24a > 2a . Dakle, taj put ne dolazi u obzir, a

isto vrijedi i za put preko bridova nin’. },
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