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Sazetak
U ovom radu objasniti kéemo ako svaku periodicku funkciju mozemo
napisati kao sumu (ne nuzno konaé¢nu) sinusa razlic¢itih amplituda, faza
i frekvencija — Fourierov red. U drugom dijelu rada motivirati ¢emo
formulu za Fourierovu transformaciju preko Fourierova reda te objas-
niti formulu za diskretnu Fourierovu transformaciju.

1 Uvod

U danasnjoj se literaturi Fourierova transformacija najcesce prezentira cCitatelju
kao cjelovit samostalan izraz te se rijetko motivira citatelja da shvati kako je
sam izraz nastao (vidi [1], [3], [2]). U ovom ¢emo ¢lanku pokusati objasniti
pojam Fourierova reda te preko njega motivirati nastanak formule za Fo-
urierovu transformaciju, slijedeé¢i na taj nacin i sam povijesni tijek njihovih
nastanaka.

Fourierova analiza proizlazi iz glavne ideje da svaku periodicku funkciju
mozemo zapisati kao sumu (ne nuzno kona¢nu) sinusa razli¢itih amplituda,
faza i frekvencija. Takva suma naziva se Fourierov red (vidi npr. [6]).

Sama motivacija koju je Jean Baptiste Joseph Fourier (Slika 1) postavio
je problem rjesavanja parcijalne diferencijalne jednadzbe za Sirenja topline.
Fourier je teorije o Sirenju topline i Fourierovu redu razvio u razdoblju od
1804. do 1807. godine te poslije objavio u svom bitnom radu O Sirenju
topline u curstim tijelima objavljenom 1822. godine. Taj rad naiSao je na
odreden otpor, ponajvise matematicara (medu njima su bili i Lagrange i La-
place); razlog tomu je Fourierova tvrdnja da se sve (pa i nederivabilne) funk-
cije mogu razviti u trigonometrijski red. Iako derivabilnost nece biti nuzan
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Slika 1: Joseph Fourier (1768.-1830.)

uvjet za zapisivanje funkcije kao sume sinusa, poslije ¢e se ipak pokazati da
je Fourierova tvrdnja ipak bila preambiciozna. Danas su Fourierove teorije
dalje razvijene; medu njima je najvaznija diskretna Fourierova transforma-
cija (DFT) i algoritam za brzo i efikasno izracunavanje DFT-a u O(nlogn)
vremenu - brza Fourierova transformacija (FFT), koja je temelj velikog dijela
modernih multimedijskih primjena (MP3, JPEG).

Iako je Fourierova transformacija proizasla kao rezultat proucavanja Fo-
urierova reda, u danasnjoj literaturi cesto se servira kao ,,gotov alat” i vrlo je
tesko shvatiti iz same formule Fourierove transformacije motivaciju za njeno
nastajanje.

Struktura ovog rada sastoji se od dvaju osnovnih poglavlja. U 2. poglav-
lju formalno ¢emo definirati Fourierov red, dok ¢emo u 3. poglavlju motivirati
Fourierovu transformaciju preko Fourierova reda te objasniti formulu za dis-
kretnu Fourierovu transformaciju.

2 Fourierov red

Pri razvoju funkcije u Fourierov red, uvjet je da je funkcija periodi¢na. Prvo
pitanje koje se postavlja - mozemo li to napraviti i za neperiodi¢ne funkcije
na nekom intervalu? Odgovor je: da, ako ih u¢inimo periodi¢nima! Tada
taj interval postaje period te funkcije i ponavlja se beskona¢no mnogo puta.
Iako sva razmatranja koja ¢emo ovdje iznijeti vrijede za periodi¢ne funkcije
nekog opéenitog perioda [—L/2, L /2], u ostatku teksta ¢emo zbog jednostav-
nosti pretpostaviti da je promatrana funkcija periodicna na nekom intervalu
[—7, w]. Dakle, za danu funkciju (ili signal, ako je funkcija ovisna o vremenu)



f R — R, periodi¢nu na [—m, 7|, zelimo pronaéi brojeve ag, ag, or € R, za
k=1,...,n tako da vrijedi

f(z) = % —I—Zaksin (kx + ¢r), n >0.

k=1

U ovom izrazu aj, ima ulogu amplitude, a ¢, ulogu faze za sinus funkciju

frekvencije k. Clan % je poseban i on sluzi za translaciju funkcije duz y-
osi (Cesto se naziva "DC komponenta”). Ako u gornjem izrazu primijenimo

adicijsku formulu za sinus funkciju,

sin (o + 3) = sin accos 8 + cos asin 3,
vidimo da mozemo zapisati Fourierov red i drugacije:

f(z) = % + Z (ag sin (kx) cos ¢y + a cos (kz) sin ¢y,).

k=1

Primijetimo da u ovoj formuli sin ¢ i cos ¢, ne ovise ni o varijabli x ni o
k - to su brojevi koji su dio koeficijenata uz sin (kz) i uz cos (kz). Stoga,
mozemo definirati nove koeficijente ay,br € R u kojima ¢e implicitno biti
ukljuceni i ¢. Tako da nova formula izgleda ovako:

flx) = % + Z (ay sin (kx) + by cos (kz)), n > 0. (1)

k=1

Trazenje Fourierova reda sada se svodi na trazenje koeficijenata ay i by. Pri-
mijetite da viSe eksplicitno ne moramo promatrati fazu pojedine sinus funk-
cije, ve¢ je dovoljno traziti koeficijente (amplitude) uz sinus i kosinus.

2.1 Uvjeti na funkciju f(zx)

Vrijedi li jednakost (1) za svaku periodicku funkciju i je li uistinu istina da bas
svaku periodicku funkciju f(x) mozemo zapisati kao konaénu sumu sinusa i
kosinusa razli¢itih amplituda i frekvencija? Da bismo bolje razumjeli odgovor
na ovako postavljeno pitanje, prisjetimo se elementarnih tvrdnji iz diferen-
cijalnog racuna kao Sto je tvrdnja da zbroj svakih dviju neprekidnih funkcija



mora opet bz’ti neprekidna funkcija ili da je zbrog dvzje dem’vabilne funkcije
derivabilnih funkcija, m E N, mora opet biti m-puta derivabilna funkczya. I
sinus i kosinus su i neprekidne i m-puta derivabilne funkcije pa vrijedi i da
je svaka njihova konacna suma takva. Iako je dovoljno uzeti uvjet derivabil-
nosti, htjeli smo posebno naglasiti i slabije svojstvo neprekidnosti. Uzevsi u
obzir ove Cinjenice, ¢ini se da je nemoguce razviti nederivabilnu funkciju u
ovako definiran Fourierov red!

No, stvar prima drugaciju perspektivu kada iskoristimo ¢injenicu da vece
frekvencije sinusa i kosinusa u sumi (1) uzrokuju ostrije rubove u rezultatnoj
krivulji. Primjer toga prikazan je na slici 2 za tzv. rectangle funkciju koja je
ovdje definirana na sljede¢i nacin:

(@) = {1’ et

0, inace.

Stoga, kada bismo dodavali sve vise i vise funkcija, broja¢ k bio bi sve veéi
i vedi i naSa rezultatna krivulja sve bi bolje aproksimirala vrhove u kojima
funkcija nije derivabilna. Ovaj argument iskoristiti érmo za motivaciju da
sumu (1) preoblikujemo tako da ide u beskonac¢nost, na sljedeéi nacin:

+ Z (asin (kx) + b cos (kx)). (2)
k=1

%o
2
I ova se suma moze bolje zapisati, prisjetimo li se Eulerove formule

re'® = r(cos ¢ + isin ¢).

Formulu (2) mozemo zapisati na nov nacin tako da uvedemo nove koeficijente
c, € C, k € Z. No, zelimo biti sigurni da ¢emo na kraju dobiti realne
koeficijente. Stoga ¢emo iskoristiti svojstvo da je z +Z = 2Re(z), gdje
je z € C, a z oznaka za konjugirano kompleksni broj. Primijetimo da je
s pomoc¢u Eulerove formule, da bismo dobili konjugirano kompleksni broj,
dovoljno za ¢ uzeti —¢ (svojstvo neparnosti funkcije sinus). Imajuéi to na
umu, zelimo pronaci koeficijente ¢, takve da vrijedi

cre™® + cpetkr = qy sin(kx) + by cos(k),



c) d)

Slika 2: Na slici je prikazana aproksimacija tzv. rectangle funkcije na in-
tervalu [—2,2] s pomoc¢u Fourierova reda za: a) n=2; b) n=4; ¢) n=8; d)
n=16.

sto je ekvivalentno

(cos (kx) — isin (kx))¢; + (cos (kz) + isin (kx))ex, = ag sin (kx) + by cos (kz).

Nadalje, vrijedi

cos (kx) (T + cx) + sin (kx)(cxt — i) = ag sin (kx) + by, cos (kx).

Primijetimo da je cxi — i = —2Im(ck). Sada iz gornjeg izraza dobivamo
sljedece dvije jednadzbe:



ap = —2Im(cy),
bk = 2R€<Ck>

Ako prvu jednadzbu pomnozimo s imaginarnom jedinicom 4, tj. ait =
—2Im(cg)i te joj pribrojimo drugu jednadzbu, dobivamo

b +ari = 2Re(cg) — 2Im(cy)i,

1
o = 5(b,c + iay,).

Primijetite da smo se gore koristili jednakoséu Re(cy) — Im(c)i = €. Na-
dalje, sada je lako dobiti samu vrijednost c.

Ako uvedemo oznaku c_j = ¢, opcenitiji razvoj u Fourierov red mozemo
zapisati sljede¢om formulom

o0

f($): Z Ckeik:r:7

k=—0o0
gdje je c_y, = 3(bx + iag) i ¢x = 5(by — iay). Nulti élan, ,DC komponenta”,
u ovom je slucaju ¢p = ¢o = 4.
2.2 Odredivanje Fourierovih koeficijenata c;

U ovom poglavlju pokazat ¢emo kako za danu periodicku funkciju f(z) izracunati
k-ti koeficijent ¢,. Buduéi da je

f(x) = ...+ Ck_le(k—l):pi + Ckekzi + Ck+1€(k+l)xi + .. :
dijeleéi ovu jednadzbu s e (koji je uvijek razlicit od nule) dobivamo
f z —x i
Ck = egwi) — (o g g™+ 1))
= f(x)e ™ — Z c;el=hei
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za k € Z. Sada iskoristimo ¢injenicu da je ¢, konstanta, tako da integrirajuci
obje strane po varijabli x na [—m, 7] dobivamo

/ckdx = / f(x)ekmdx—/ Z ;e Ry,

-7 - ‘]:—OO,]#]C

am — (—qm) = / f(z)e ™ ide — Z /cje(j_k)mdx,

" : - 1 o o

za k € Z. Cini se da smo dobili jos kompliciraniji izraz za cg, ali ako primi-
jetimo da je, po Eulerovoj formuli, te jer je (j — k) € Z,

e(j—k)ﬂi _ e—(j—k’)ﬂi — ¢sin (] — ]{,‘)7’[‘ =0,

vidimo da se cijela suma ponistava. Dijele¢i jednadzbu s 27 dobivamo for-
mulu za k-ti koeficijent Fourierova reda:

1 [" <
k=5 /_7T fz)e ™ ida.

Slicno se moze pokazati da vrijedi i za opcenitiji interval, odnosno period,
[—L/2,L/2], te da tada Fourierov red glasi

f(x) _ Z Cke(Qm'k:Jc)/L’ (3>
k=—00
s pridruzenim koeficijentima
1 L2 '
a=g [ ey, (4)
LJ 1)

gdje je k € Z. Primijetimo da koeficijent 27” sluzi da bismo sveli sinus i

kosinus funkcije na interval [0, L] s periodom L. Time je mozemo promatrati
ina[—L/2,L/2] s periodom L.



2.3 Konvergencija Fourierovog reda

Ostaje nam samo pitanje konvergencije, koje je stolje¢ima predstavljalo poveéi
problem. Razlog tomu je alternirajuca priroda sinus i kosinus funkcije; tim
svojstvom znatno je otezano promatranje konvergencije ovako definiranog
reda. No, stvar otezava i promatranje Fourierove tvrdnje - da se ovako moze
razviti svaka, pa i nederivabilna funkcija! Rezultati promatranja ovog reda
govore da je najvazniji uvjet zapravo integrabilnost funkcije koju razvijamo u
Fourierov red. Sto se tice konvergencije, navest ¢emo jedan vazniji rezultat,
a to je teorem koji govori o konvergenciji po L? normi:

Teorem 2.1 (Riesz-Fischer) Funkcija f € L*([-P/2, P/2]) s periodom P
je L*-integrabilna, tj. vrijedi

P/2
/ (@)Pdz < oo,

P/2

ako i samo ako je Fourierov red te funkcije L*-konvergentan, tj. ako

P/2 n '
/ ’f(l') _ Z Ck€(27”kx)/P’2d(E N 0’

P/2 k=—n

kada n — oo.

Dakle, kvadrat razlike funkcije f(z) i njene konacne aproksimacije na ne-
kom intervalu tezi u nulu. Ovakve rezultate o konvergenciji Fourierova reda
dobivamo ako se koristimo opcenitijim, odnosno Lebesgueovim integralom.
U analizi signala L? integral funkcije, odnosno signala, predstavlja energiju
signala. Ako je taj integral konacan, kaze se da signal ima kona¢nu energiju.
Ovo rjesenje postignuto je tek 1907. godine, Sto je cijelo stolje¢e od prvotnog
utemeljenja Fourierove analize. Ovaj teorem usko je vezan s Parsevalovim
teoremom, pa se nerijetko tako i naziva.

3 Fourierova transformacija

Promatrali smo kako razviti periodi¢nu funkciju perioda L definiranu na in-
tervalu [—L/2, L/2] u Fourierov red. No, ako pokusamo pustiti da L tezi u
beskonaé¢nost, tada je funkcija periodi¢na na intervalu (—oo, 00) s beskona¢no
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velikim periodom (pretpostavljamo da je funkcija definirana svugdje). Ovak-
vim razmisljanjem ¢ini se da mozemo dobiti koeficijente i za funkciju koja je
potpuno neperiodi¢na te na taj nacin prosiriti teoriju koja vrijedi za Fouri-
erov red i na neperiodi¢ne funkcije. Medutim, ima li to smisla? Primijetimo
da ako postavimo L — oo, ako integral ima konac¢nu vrijednost na (—oo, 00),
izraz (4) ¢e oti¢i u nulu (zbog 1/L ispred integrala). Stoga se ¢ini da na-
ivan pristup u kojemu zelimo simulirati neperiodi¢nost s beskonacno dugim
periodom ipak nema smisla, budué¢i da ¢e vrijednost koeficijenata teziti u
nulu.

Medutim, ovakvo razmisljanje vodit ¢e nas prema transformaciji izraza
(4) za k-ti Fourierov koeficijent ka poznatoj formuli za Fourierovu transfor-
maciju.

Kao prvi korak u toj transformaciji zapisat ¢emo formulu (4) u obliku
funkcije F' ovisne o varijabli k/L na sljedeéi nacin:

k L/2 ‘
F (Z) = f(z)e=Cmhed/Lyy (5)
~L/2
Tada nova formula za Fourierov red glasi:
— 1 K\ (erika)/L
f(x):ZzF 7)€ : (6)
k=—00

Sada pustimo da L — oo. Primijetimo da sada varijabla k/L, koja je bila
diskretna, prelazi u kontinuiranu. lako bismo prvo mislili da za fiksni k ovaj
izraz prelazi u nulu, ideja je da je —oo < k < 0o. Stoga se povetavanjem
broja L zapravo samo smanjuje ,razmak” izmedu vrijednosti koje varijabla
prima. Drugim rije¢ima, varijabla k/L prelazi iz diskretne u kontinuiranu
varijablu s. Sada zapisemo (5) na novi nacin:

F(s) = /_Z f(z)e ™ dx.

Dobivena funkcija F': C — C naziva se Fourierovom transformacijom funk-
cije f : C — C; bududi da izrazi za F i f sadrzavaju kompleksne brojeve,
i jedan i drugi daju kompleksne vrijednosti, a samim time i primaju. Pro-
motrimo s§to se dogodi s formulom za Fourierov red. Buduéi da smo stavili



L — 00, mozemo primijetiti da suma u (6) prelazi u integral; 1/L zapravo
predstavlja beskonacno malu vrijednost ds:

flz) = /OO F(s)e*™ds.

—00

U ovom izrazu f(z) predstavlja inverznu Fourierovu transformaciju - tran-
sformaciju koja temeljeno na koeficijentima F'(s) za svaki s € R vraca origi-
nalnu funkciju.

Bitno je primijetiti da smo Fourierovu transformaciju dobili iz jednadzbe
za koeficijente Fourierova reda, dok smo inverznu Fourierovu transformaciju
dobili iz same jednadzbe Fourierova reda. U sljede¢em primjeru pokazat
¢emo Fourierovu transformaciju za rectangle funkciju.

Primjer 3.1 Neka je zadana funkcija izrazom
1 1y.
= {1 e

Ovakva se funkcija, kao sto je prije napomenuto, cesto naziva rectangle funk-
cija (vidi sliku 3) © ima bitnu primjenu pri obradi signala. Nekada se definira
1 vrigednost od % u tockama % 7 —%, ali racun ostage isti. Nadimo Fourierovu
transformaciju ove funkcije.

-1 -0.5 0.5 1

Slika 3: Graf rectangle funkcije.
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Rjesenje 3.1 Fourierova transformacija ove funkcije dobiva se preko veé
opisane formule:

F(s) = /_Z f(z)e 2™ dx.

Da bismo mogli izracunati ovaj integral za zadani f(x), moramo ga rastaviti
na tri dijela i uvrstiti odgovarajuce slucajeve za f(x) na sljedecéi nacin:

2 . : | . |

F(S) = / 0- e*%rsxzdx 4 / 1. 6727rsmdx _'_/ 0- 6727rs:mdx.
1
- B 2

1
2

Iz gornjeq izraza vidimo da 1Scezavaju svi integrali osim srednjeg te je dovolyno
pronaci:

_ % —2msxi
F(s) = e dx.
1
—3

Tada po Eulerovoj formuli slijedi:

F(s) = / (cos (—2msx) + isin (—27wsz))dx
_1
cos (—2msx)dx —i—i/ sin (—27sx)dx

1
2

() o ()
o) o ()

Koristeci se svojstvom parnosti funkcije kosinus i neparnosti funkcije sinus
dobivamo
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1 ?

F(s) = —%(— sin (7s) — sin (7ws)) — %(COS (7s) — cos (7s))
= —%(—2 sin (7s))
_ sin (7r3)‘

Gornjim izrazom dana je Fourierova transformacija traZene funkcije.

Napomena. Funkcija dobivena Fourierovom transformacijom rectangle funk-
cije ¢esto se u analizi signala naziva sinc funkcija (vidi sliku 4) i definira na
sljededi nacin:

Slika 4: Graf sinc funkcije.

3.1 Diskretna Fourierova transformacija (DFT)

Ako imamo diskretan skup kompleksnih brojeva (koji smo mogli dobiti i
uzorkovanjem funkcije na nekom intervalu), Fourierova transformacija koja
je definirana za kontinuiran skup nam ne odgovara. Tada definiramo DFT

na sljedec¢i nacin:
n—1

Fj = Z f]fe%’ikj, (7>

k=0
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koja niz fy, ..., fn_1 kompleksnih brojeva pretvara u niz Fy,..., F,_; kom-
pleksnih brojeva s pripadajué¢im inverzom

n—1
1 —27ikj
S § Fe n
fk n — ]6 ) <8>

koja kompleksne brojeve Fy, . .., F,,_1 pretvara u kompleksne brojeve fo, ..., f,_1.

Primijetite da su u izrazima (7) i (8) diskretne vrijednosti u kojima eva-
luiramo funkciju f(z), npr. o, ..., x,_1, te funkciju F(s), npr. so,...,S,_1,
potpuno zamijenjene indeksima k =0,...,n—11i7 =0,...,n—1 na uzorku
veli¢ine n na nac¢in da definiramo F(s;) = Fj te f(xy) = fx. Nadalje, u eks-
ponentu Eulerove konstante e umnozak dvaju odgovarajuc¢ih uzoraka xys;
bit ¢e jednak kj/n, buduéi da bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretposta-
viti da uzorkujemo funkcije f(z) s nekog intervala uzorkovanja oblika [0, L]
duljine L s uzorcima ), = k/B, te F[s] s nekog intervala uzorkovanja oblika
0, B] duljine B s uzorcima s; = j/L. Uzorci xj 1 s; uzimaju se tako da
vrijedi

1

1
-—=Ltj. n-—=DB.
n-5 ez

Buduéi da su ovako definirane dvije Fourierove transformacije inverz jedna
drugoj, nije nam nuzno strogo definirati jednu od tih transformacija izricito
kao inverz. Stoga se u literaturi (kao i za opéenitu Fourierovu transformaciju),
uglavnom radi jednostavnosti, inverzi oznacavaju razli¢ito. Tako se (8) u
analizi signala ¢esce koristi kao DFT, a (7) kao inverz (uz promjenu predznaka
u eksponentu od e). To ne predstavlja problem, jer se ionako svi racuni
obavljaju sli¢no.

4 Zakljucak i diskusija

Fourierov red, a posebice Fourierova transformacija u danasnje su vrijeme
jedan od najceSce koristenih matematickih alata, a time i predmet brojnih
sala na racun matematicara i inzenjera (vidi sliku 5).

Zmacenje Fourierove transformacije je visestruko i ovisno o primjeni. Cesta,
je primjena kada se funkcija - signal, koja je definirana na cijelom realnom
pravcu, pretvara u funkciju koja za odredenu frekvenciju k vraéa F(s), vri-
jednost iz koje mozemo saznati informacije o amplitudi i fazi za frekvenciju s.
Mnogo je operacija lakse obavljati preko Fourierove transformacije funkcije,
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Hi Dr. Elzabeth?
Yeoh vh.. T acc?dcrﬁ’q\b feok
J{he FEurier transfocm of My cat...

Eﬁ Meaw

U

Slika 5: Slika preuzeta s http://imgs.zkcd.com/comics/fourier.jpg.

medu njima je najbitnija konvolucija. Jednako tako, Fourierova transforma-
cija ima puno svojstava koja olaksavaju analiziranje funkcije - signala (vidi

1], [5])-
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