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1 Uvod

StatistiCki model i slu¢ajni uzorak osnovni su pojmovi matematicke statistike. Za slu¢aj beskonacn
populacije slucajni uzorak se najcesce definira kao niz nezavisnih i jednako distribuiranih slucajni
veli¢ina u odnosu na svaku vjerojatnost iz pretpostavljenog statistickog modela. Buduéi da j
slucajni uzorak model za niz opazanja odredene veliine kao funkcije nekog sluc¢ajnog eksperimente
postavlja se pitanje nije li pretpostavka o nezavisnosti i jednakoj distribuiranosti opazanih pokus
prejaka. Ako jest, koja pretpostavka je slabija od te, a da i dalje povlaci poZeljne rezultat
inferencijalne statistike? Pokazuje se da je to pretpostavka izmjenjivosti.

Koncept izmjenjivosti prvi je uveo Bruno De Finetti® i upravo nam De Finettijev reprezentacijst
teorem objasnjava matematicku vezu izmedu nezavisnosti i izmjenjivosti. Pokazuje se da j
izmjenjivost ekvivalentuvjetnoj nezavisnosti i jednakoj distribuiranosti, pri ¢emu se uvjetuje

odnosu na neki slucajni element. Teorem kaze da je taj element grani¢na vrijednost parcijalni
empirijskih distribucija koja interpretaciju nalazi u bayesovskom pristupu statistici. Dakle, teorem,
nekom smislu, povezuje frekvencionisticki i bayesovski pristup.

U ovome radu nec¢emo dokazivati De Finettijev teorem. Pokusat ¢emo na primjeru niz
Bernoullijuevih slucajnih varijabli ilustrirati njegov sadrzaj i kako se njime povezuju bayesovski
klasi¢ni pristup statistici. Dokaz teorema i nesSto detaljnija diskusija posljedica De Finettijevo
teorem moze se nadi u diplomskom radu [4] i u knjizi [3].

2 Izmjenjivost
Definicija. Za slucajne varijable X1, Xo, ..., X, kaZzemo da su izmjenjive ako svaka permutacij
od (X1, Xa,...,X,) ima istu zajedni¢ku distribuciju kao i bilo koja druga permutacija. Odnosno

(Xl,X2,...,Xn) 2 (Xw(l),Xﬂ(g),...,Xw(n)) Ve S(n),

gdje je S(n) skup svih permutacija skupa {1,2,...,n}.
Niz (Xn)ff:l slucajnih varijabli je izmjenjiv ako mu je svaki konacan podskup izmjenjiv.
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Definiciju izmjenjivosti uveli smo da bismo na najslabiji moguéi nacin izrekli pretpostavku
simetri¢nosti sluc¢ajnih varijabli. Time samo zelimo re¢i da nam je poredak sluc¢ajnih varijab
nebitan, odnosno da se buduci uzorci ponasaju kao prijasnji uzorci, a ne postavljamo nikakve uvjet
na nezavisnost ili postojanje limesa relativnih frekvencija.

Iz definicije vidimo da je izmjenjivost opcenitiji pojam od nezavisnosti i jednake distribuiranosti. T
znaci da je svaki niz (Xn)j;":1 nezavisnih i jednako distribuiranih slucajnih varijabli izmjenjiv, a
obrat ne vrijedi (vidjeti Primjer 1.1 u [4]).

Pokaze se da je i svaki niz (Xn)fle uvjetno nezavisnih i jednako distribuiranih slucajnih varijab
izmjenjiv. Upravo je to jedan od dvaju opcenitih oblika izmjenjivosti. Jedini drugi oblik izmjenjivos
je uzorkovanje bez ponavljanja, npr. izvlacenje kuglica iz kutije bez ponavljanja, ali on se odno:s
samo na slucaj konacnog niza izmjenjivih slucajnih varijabli (vidjeti 3.2.1 u [4], stranice 29. d
31.).

3 De Finettijev teorem

De Finettijev teorem primijenjen na Bernoullijeve slucajne varijable kaze nam da je izmjenjiv ni
Bernoullijevih slucanjih varijabli uvjetno niz nezavnisnih i jednako distribuiranih sluc¢ajnih varijabli,
to uz danu varijablu koja predstavlja vrijednost vjerojatnosti uspjeha.

De Finettijev teorem za Bernoullijeve slucajne varijable. Niz (Xn)zo:1 Bernoullijevih slucajni
varijabli je izmjenjiv ako i samo ako postoji sluéajna varijabla © koja poprima vrijednosti u [O,]
takva da su, uvjetno na © =0, (Xn)ff:1 nezavisne i jednako distribuirane Bernoullijeve slucajn
varijable s parametrom 0. Nadalje, ako je niz izmjenjiv, onda je distribucija od © jedinstvena

X .
>4 =t konvergira g.s. prema ©.
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Primjer. Neka su (X,,)° , Bernoullijeve slu¢ajne varijable. Pretpostavimo da vrijedi

1
P(k uspjeha u n pokusa) = 1 zak=0,1,...,nin=1,2,...
n

Ovdje se prirodno pojavljuju dva pitanja. Prvo, postoji li takav niz sluéajnih varijabli* i, drugo, je
takav niz slucajnih varijabli izmjenjiv. Da je takav niz Bernoullijevih slucajnih varijabli izmjenji
slijedi direktno iz definicije izmjenjivosti. Dakle, preostaje opravdati postojanje takvoga niza. U t
svrhu dovoljno je dokazati konzistentnost zadanih vjerojatnosti pa ¢e postojanje niza slijedi
primjenom Kolmogorovljeva teorema (npr. Teorem 9.7 u [2]). Drugim rijeCima, moramo jo
pokazati (vidi uvjete suglasnosti Kolmogorova na stranici 281. u [2]) da za proizvoljan n € N
proizvoljnu n-torku (x1, ..., x,) elemenata iz {0, 1} vrijedi

PXy =z1,...,.Xp =2, =PX; =21,..., X =24, X0 1 =0
+PXi =21,...,X, =x,, X1 = 1.

1

Stavimo k = Z?:l x;. Tada je lijeva strana gornje relacije jednaka , @ desna strana j

(n+1)(;;)
jednaka
n—k+1 k+1
1 n 1 __ m+l n+l
(n+2)(") (+2Gh) e2G) m+2)()
1
GG

Time smo dokazali konzistenciju, pa znali da smo vjerojatnosti dobro zadali.
Buduci da je zadani niz (X,)°, Bernoullijevih slucajnih varijabli izmjenjiv, iz De Finettijev

teorema znamo da niz parcijalnih relativnih frekvencija uspjeha fn = %Z?:l X;,, neN

konvergira g.s. prema nekoj slu¢ajnoj varijabli ©. Iz toga slijedi da fn konvergira i po distribuci
prema ©. Neka je F,(t) = PX, <t funkcija distribucije od X . Vrijedi da je

|nt| +1

F, (t) = Pnajvise nt uspjeha u n pokusa = T

Y
|nt|+1
n+1
0 <t <1, je funkcija distribucije od © = lim,,_.., X,,. Zaklju¢ujemo da su (opet prema D
Finettijevu teoremu) X;, uvjetno uz dano ©® = 0, nezavisne i jednako distribuirane Bernoullijev
slu¢ajne varijable s parametrom 0 i da © ima uniformnu distribuciju U (0, 1).

iz ¢ega se vidi da je lim, o Fy(t) = lim, =1t,itozasve 0<t<1. Dakle, F(t) =1

Pretpostavimo sad da smo zabiljeZili k* uspjeha u prvih n* pokusa, a zanima nas vjerojatnost .
uspjeha u sljedeéih n pokusa. Oznacimo s A dogadaj da se u prvih n* pokusa dogodilo k* uspjehe
a s B dogadaj da se u sljedeéih n pokusa dogodilo k uspjeha. Tada vrijedi

B 4

ppa_ FBNA (i) (Z{) 1) n+1 (1)
PA 1 (”ﬁ") n*4+n+1
n*+1 kK +k

Naprimjer, ako uzmemo da su se u prvih 5 pokusa dogodila 2 uspjeha, tada je vjerojatnost .
uspjeha u sljedecéih n pokusa jednaka

60(,) 1
()t 6 @
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Lako se vidi da su bududi ishodi i dalje izmjenjivi uz dane prosle ishode. Zbog toga, na isti nacin ka
Sto smo dobili da je poletna distribucija od © jednaka U(0,1), moZemo izracunati i uvjetn
distribuciju od © uz dani ishod prvih n* pokusa koristeéi se relacijom (1).

Alternativno, uvjetnu distribuciju od ® mozZemo dobiti koristeéi se sljedeéim rezultatom.

Teorem. Neka je (X,)0°, niz izmjenjivih Bernoullijevih sluéajnih varijabli. Neka j
O =lim, . Z?zl %, i neka je pg distribucija od ©. Uvjetno na zabiljeZenih k* uspjeha u prvi
n* pokusa funkcija distribucije od © je jednaka

Joog 6% (1 —0)" ¥ dpe (6)
S (1 — )™ F dug (v)

F*(t) =
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Nastavak primjera. Nakon zabiljeZenih k* uspjeha u prvih n* pokusa, koristeéi se prethodnir
teoremom (uz © ~ U(0,1)) moZemo izra¢unati uvjetnu distribuciju od ©. Naprimjer, za n* =5
k* =2 je

pe(g) — Joo V- due() o Joa VA -V
 [¢2(1 - $)idue(s) - Fl;; (1 ¢)ds

=1 (funkcija gustoée od Beta(3,4))

=60 "7[}2(1 - d})gdd)? za b € <07 1> )
[0,6]

iz Cega slijedi da je uvjetna gustoéa jednaka
£*(8) = (F*)'(8) = 606°(1 - 6)°, za 6 € (0,1),

u odnosu na Lebesgueovu mjeru. Mod te distribucije je jednak 2/ 5 Sto je relativna frekvencij

uspjeha u prvih 5 pokusa. MoZemo izracunati i oCekivanu vjerojatnost uspjeha u sestom pokusu ak
nam je poznato da su se u prvih 5 pokusa dogodila 2 uspjeha. Ona iznosi

E*(0) = /96092(1 —0)*df = 60 L) / P(§(4 0°(1 - 0)°do = %

=1 (funkcija gustoee od Beta(4,4))

sto je jednako vjerojatnosti iz (2) za n =1 i k = 1. Opcenito, nakon opaZanja k* uspjeha u n
pokusa dobijemo da je uvjetna funkcija distribucije od © jednaka

nt—k* T'(n*+k*+2) k nt—k*
F*(0) = f[o ’ )"y _ D)0 +1) f[O g ¥ (19 dp
fo ¢k(1 . )n* k*dqﬁ fo - k*n +k :211) ¢k*(1 _ )n* k*dqb

=1 (funkcija gustoce od Beta(k*+1,n —k*—l—l))

(n +1)! / . g
—_— 1—y)" ¥4 ,za 0 € (0,1
a uvjetna gustoca
(n*+1)! . g
()= ——————60"(1-0)" ,za @ € (0,1),
£10) = g —yp® 40" om0 0

Sto znadi da © ima uvjetno Beta(k* + 1,n* — k* + 1) distribuciju. Uz dane podatke ocekivan
k+1
n*+2
od © upravo jedna

vjerojatnost uspjeha u sljede¢em pokusu jednaka je uvjetnom o&ekivanju od ©, tj.

Sto j

k*

n* "

Ovaj primjer objasnjava nam zasto su opaZene frekvencije vazne za racunanje vjerojatnosti ak
pretpostavijamo da su nam podaci izmjenjivi. Ujedno nam ilustrira vezu bayesovskog pristup
procjeni parametra Bernoullijeva modela s frekvencionistickim.

Neka distribucija e ima gusto¢u f u odnosu na neku mjeru na [0, 1]. Tada c¢e uvjetna gustoéa o
© uz opaZenih k* uspjeha u n* pokusa biti oblika

neka konstanta - 6 (1-— 0)”*_]“*]*(9). (3)
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Ova gustoéa veca je za vrijednosti od 0 blizu ﬁ— nego Sto je f. Isto tako, sto je n* vedi, to uvjetn

gustoca ima izraZeniji siljak u blizini Z— Na slikama 1 i 2 nalaze se grafovi uvjetnih gusto¢a od © z

razne k*, n* i f koje ilustriraju upravo navedene Cinjenice. Ovaj argument na neki nacin opravdav

éinjenicu da © d&esto procjenjujemo s i— To je opravdano jedino kad vjerujemo da su podac

izmjenjivi. Ne tvrdimo da postoji “fiksna vrijednost 0” takva da su ishodi pokusa nezavisne i jednak
distribuirne sluéajne varijable s parametrom 6 . Samo pokusavamo procijeniti (ili predvidjeti) lime
relativnih frekvencija.

1[' R T T T [ T T T T T T '| T T T r T
i k'=2.,n"=5
E B
_— E'=10,n"=25
E'=20,n"=50
6 -
L k*=100,n*= 250
4 i -\\'
2 N
1 ) - f/_ 'xl‘
0 " 2 I 1 I L i | L i il i e ) | I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Grafovi funkcija gusto¢a Beta(k* + 1,n* — k* + 1)-distribucija za razne k* i n* takve da je
k*/n* = 2/5 = 0.4. Te gustoce su ujedno oblika (3) za f gustocu uniformne U(0, 1)-razdiobe.
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10— T T T T =T T T T T T T T f T T T T
i e
E —
! k*=10,n"= 25
I k™= 20,n"= 50
6 -
L k= 100, n*= 250
N
4+ /
2 i .
— -'_.-f \
U i L i i '_'-'_'_- i 1 ] 1 i = | I S | . L
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Grafovi funkcija gustoca oblika (3) za razne k* i n* takve da je k*/n* =2/5 = 0.4 i
f(6) =30-6%1—0).

Zanimljivo je da se De Finettijev teorem moze poopditi i na bilo koji niz izmjenjivih slucajni
varijabli. Znaci da je proizvoljan niz slu¢ajnih varijabli izmjenjiv ako i samo ako je to niz nezavisnih
jednako distribuiranih slu¢ajnih varijabli, uvjetno na neku sluc¢ajnu veli¢inu. Stovise, pokazuje se d
ova tvrdnja vrijedi i za posebnu vrstu slucajnih elemenata, koji su poopcenje slucajnih varijabli.

Taj opci De Finettijev reprezentacijski teorem govori nam sljedece:

De Finettijev teorem. Neka je (S, A, ,u) vjerojatnosni prostor i (X, B) Borelov prostor. Neka s
X, : 8 = X, n €N, izmjerive funkcije. Tada je niz (X,)° | sluajnih elemenata izmjenjiv ako
samo ako postoji slu¢ajna vjerojatnosna mjera P na (X,B) takva da su, uvjetno na P =F
(Xn)fl":l nezavisni i jednako distribuirani s distribucijom P. Nadalje, ako je niz izmjenjiv, tada j

distribucija od P jedinstvena i P, (B) konvergira prema P(B) g.s. za svaki B € B .

Razlika u odnosu na Bernoullijev slu¢aj je ta $to za proizvoljan niz (X,)2%; izmjenjivih sluajni
elemenata koji poprimaju vrijednosti u Borelovu prostoru postoji neka slu¢ajna vjerojatnosna mjer
P, a ne sluéajna varijabla, u odnosu na koju su X; uvjetno nezavisni i jednako distribuirani. T
sluéajnu vjerojatnosnu mjeru P dobijemo kao limes empirijskih distribucija P, od Xi,...,X,
Podsjetimo se, empirijska distribucija od X1,...,X, je sluajna vjerojatnosna mjera definiran

izrazomSP,,(B) := 1 3" | 15(X;) za svaki Borelov skup B.
Jedino nam preostaje vidjeti Sto je zapravo slucajna vjerojatnosna mjera. U Bernoullijevu slucaj
vidimo da je to neka slucajna varijabla s vrijednostima u intervalu [0, 1]. Za slucajne elemente ko
mogu poprimiti samo kona¢no mnogo vrijednosti slucajne vjerojatnosne mjere su ekvivalentn
slu¢ajnim vektorima. Za proizvoljne slucajne elemente slucajne vjerojatnosne mjere su nest
sloZenije, ali se takoder definiraju kao jedna vrsta izmjerivih preslikavanja.
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4U smislu da postoji vjerojatnosni prostor i da je na njemu definiran niz slu¢ajnih varijabli sa zadanim svojstvom.

SFunkcija & — 14(z) je karakteristi¢na funkcija skupa A. Definira se kao funkcija 14 : R +— {0,1} takva da je 14(z) =
ako i samo ako je x € A.
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