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Hrvatski matematicki elektronicki casopis

Landauova igra

Harun Siljak

Sazetak

U ovom radu dan je pregled pravila Landauove igre s automobilskim tablicama, kao i
postojec¢ih opcih rjeSenja. Predstavljeno je jedno moguce novo rjeSenje, kao i racunalna
verzija ove igre. Takoder je upozoreno na vezu Landauove igre s jednim zadatkom s
natjecanja.

Natjecatelji su se mozda vec susreli sa sljede¢im problemom:

Zadatak 1 (USAMO 1995/2, [1]) Na pokvarenom dzepnom kalkulatoru funkcioniraju

samo tipke koje odgovaraju sinusu, kosinusu, tangensu i njima inverznim operacijama. Na

zaslonu kalkulatora u poletnom se trenutku nalazi Ol. Pokazati da se pritiskom na tipke

kalkulatora konacan broj puta moZe dobiti bilo koji pozitivan racionalan broj (Argumenti

funkcija su u radijanima, pretpostavka je da kalkulator ra¢una s beskonac¢nom preciznoscu).
S rjeSenjem zadatka ¢emo priCekati - slijedi uvod u Landauovu igru.

¥-|

Slika 1: Lav Davidovic¢ Landau

1 Uvod

Slavni ruski nobelovac Lav Davidovi¢ Landau ostao je upamcen po svom doprinosu znanosti, seri
ispita poznatoj kao ,Teorijski minumum”, ali i po anegdotama iz Zivota. Boris S. Gorobec tako u [2
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prenosi pricu o igri koju je Landau obicavao ponekad igrati.

Naime, u to vrijeme automobilske su tablice u Sovjetskom Savezu imale formu ab — cd, gdje s
a, b, c,d cifre od 0 do 9. Zadatak u Landauovoj igri bio je jednostavan - primjenom elementarni
matematickih funkcija poznatih svakom srednjosSkolcu nad znamenkama s obje strane crtice n
tablicama posti¢i jednakost izmedu lijeve i desne polovine (bez dodavanja novih znamenki!). |
primjeru sa slike, jedno moguce rjesenje bi bilo 0 + 0 = 3! — 6], a drugo 0! + 0 = 3!/6\.

Slika 2: Registracijske tablice u Sovjetskom savezu

Istina, vremenom se mijenjao skup dopustenih matematickih funkcija i operacija nad znamenkame
kako se mijenjao plan i program u srednjim Skolama - na tu temu ¢emo se vratiti malo poslije.

2 Opca rjesenja

Prirodno pitanje koje se namecée nakon upoznavanja s ovom igrom je sljedece: je li mogud
uspjesno rijesiti svaku kombinaciju znamenki? Kada je M. I. Kaganov postavio to pitanje Lav
Landauu (vidjeti [3]), odgovor je glasio ,Ne, nije.” Na Kaganovljevo pitanje je li to i dokazac
Landau je odgovorio odrecno i dodao: ,ali nisam ni uspio rijesiti svaku kombinaciju!” Jeda
harkovski matematicar nasao je opce rjesenje, koje je Kaganov potom i predstavio Landauu. T
carobnu formulu u nastavku ¢emo i izvesti.

2 2
Bududi da je tglx + 1 = 3208 L = L — gec? :1:‘, mozemo nadiniti funkciju f(n) =n +
COS“ T COS“ T

koriste¢i se izvedenim identitetom: f(n) =n + 1 = sec? arctg \/ﬁ‘ Jedino Sto nam smeta d

ovakvu funkciju primijenimo u igri Landaua jest kvadrat sekansa, pa obje strane korjenujemo
dobivamo konacno

v/n + 1 = secarctg \/ﬁ‘

Primjenom ove formule viSe puta jednostavno manji od dva dvoznamenkasta broja na tablicam
pretvorimo u onaj vedi, ¢ime je Landauova igra rijeSena. Upozorimo na vezu izmedu Zadatka 1
dobivenog opceg rjesenja, koja ¢e biti jasnija ako malo preuredimo formulu i dobijemo

- 1
cosarctgy/n — 1 = \/—

n

odnosnho
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1
cos arctg \/n = \/ 1
n

Primijetimo  li  zatim  da  je  cosarctgz = sinarctg(l/z)| dobivamo  formul
tg arcsin cos arctg \/1/—n = \/ﬁ‘, pa smo ostvarili moguénost da od broja v/n — 1‘ dobijemo brc
\/ﬁ‘ u konac¢no mnogo koraka koristenjem samo Sest dostupnih tipki na kalkulatoru. Zamijenimo i
racionalnim brojem a/b, gdje su al i bl uzajamno prosti nenegativni brojevi i b > 0|, tada imam
mogucénost da od broja \/ia—bi/b‘ dobijemo broj \/m‘ Pokazimo da ta dinjenica implicir
mogucénost dobivanja bilo kojeg broja oblika \/m‘ od polaznog stanja na zaslonu, tj. od 0. Doka
se izvodi jakom indukcijom po bl:

(1) Slu¢aj b = 1l odgovara veé prikazanom (tj a/b = n)\
(2) Pretpostavimo da je moguce ovim postupkom dobiti sve brojeve \/c/_d| (za prirodne cli d|) ko
kojih je d < bl. PokaZimo da se tada i \/m‘ moze dobiti ovim postupkom.

(a) Ako je a < b, tada je po pretpostavci jake indukcije moguce \/b/—a‘ dobiti na ovaj nacin
pa kako smo vec utvrdili da koristenjem tipki na kalkulatoru mozemo dobiti recipro¢ni
vrijednost trenutna stanja, u ovom sluc¢aju a/b\ mozemo dobiti iz b/al, koje pak mozem
dobiti iz 0.

(b) Ako je a > b, tada je a/b = p/b+ q gdje su p| i g prirodni brojevi i p < b. Na osnov
pretpostavke indukcije, mogucée je navedenim postupkom dobiti \/b/_p‘ a samim tim
/oo

ratunanje sljedbenika moZe se dobiti i \/p/b +q

, @ bududi da je ¢ prirodan broj, iz \/p/b‘ ponavljanjem dobivene formule zi

, ¢ime se nas dokaz zavrSava.

Konacno, zaklju¢ujemo da se u skupu brojeva oblika \/a/b‘ nalaze svi nenegativni racionalr
brojevi, ¢ime je dokazana i tvrdnja iz Zadatka 1.

Kako Gorobec primjecuje, funkcija sekans vise nije u redovnom planu i programu srednjih Skola

Rusiji, pa je upitna validnost ovakvog rjesenja po strogim pravilima Landauove igre. U [2] Gorobe
prenosi cijeli niz ¢lanaka i pisama citatelja ruskog Casopisa ,Znanost i Zivot” u kojima se raspravljal
o drugim mogucim opcim rjeSenjima Landauove igre, ali i o posebno teskim primjerima tablica ko
redovito imaju zanimljiva i mastovita rjesenja.

Opce rjesenje koje je ponudio S. N. Fedin prati ideju prvog opceg rjeSenja kroz ekvivalentn
formulu

v/n + 1 = tgarcctg cos arctg \/ﬁ‘

%, ¢ime se izbjegava koristenje sekansa.

koja u obzir uzima ¢injenicu da je tg arcctg x* =

Trece opce rije$enje je dao Gorobec i ono se zasniva na ¢injenici da je 6! = 720 = 2 - 360, jer n
temelju te vrijednosti znamo da je sin n!° =0 za » > 5. Ako s obje strane crtice imam
dvoznamenkaste brojeve Cija prva znamenka nije nula, na ovaj nacin lako dobivamo nulu s obj
strane, a ako je prva znamenka nekog od brojeva nula, trivijalno - mnoZenjem - dobijamo nulu
jednakost 0 = 0.

Cemu sluze ova opéa rjedenja, zar ne ubijaju ¢ar igre? Objektivno govoreéi, trazenje opéeg riesenj
ima svoj poseban cCar, bas kao i traZzenje neobicnih rjeSenja za teSke primjere tablica. Time igr
dobiva dvostruki smisao. Naravno, postoje i trivijalna opéa rjeSenja - ako bismo se Kkoristi
funkcijama [1:]‘ i {m}‘ (cijeli i razlomljeni dio broja, redom) vrlo lako bismo mogli doéi do trivijalni
jednakosti 0 = 0l. Diferenciranje obiju strana jednakosti takoder bi ucinilo igru trivijalnom, kao
koriStenje nekih neelementarnih funkcija.

U ovom clanku predstaviti ¢e se (koliko je nama poznato) novo, dosad neobjavljeno opce rjesenj

Vol.24.



Landauova igra | math.e

4 of 5

3 Novo opce rjesenje

Landauove igre, zasnovano na binarnom logaritmu, 1b zl.

Rije¢ je jednostavno o logaritmu po bazi 2, tj Ib z = log, z|. Ba$ kao logaritmi po bazama eli 10 &ij
je Siroko podrudje primjene uvjetovalo pojavu posebnih oznaka za ove logaritme, Inl i lg|, redornr
tako je i binarni logaritam, nezamjenjiv u teorijskom racunarstvu i teoriji informacija, zasluzi
zasebnu oznaku. Istina, svijet se jos nije usuglasio koja bi to oznaka bila: na Zapadu se Cesto koris
oznaka lg| za ovaj logaritam, Sto izaziva zabunu zbog dinjenice da se u ruskoj i njemackoj literatui
oznaka lg koristi za dekadski logaritam. ISO standard propisuje oznaku lbl za binarni i lg z
dekadski logaritam, ¢ega se u ovom ¢lanku i mi drzimo.

RjeSenje se zasniva na sljede¢em lancu jednakosti: Ib4 = 2|, Ib2 = 1|, Ib 1 = 0l (naravno, binarr
logaritam je nuzdan samo za prelazak iz 2 u 1, ostala dva prijelaza mogu se izvesti i drugacije, onc
iz 4 u 2 korjenovanjem, a onaj iz 1 u 0 logaritmiranjem po bilo kojoj drugoj bazi). Prema ovor
lancu zakljuéujemo da se svaki par znamenki u kojem je bar jedna znamenka iz skupa {0, 1, 2, 4}\i
¢ija je razlika/zbroj iz tog skupa moze svesti na nulu primjenom binarnog logaritma, Sto vodi k
jednakosti 0=0. Sto je s ostalim parovima? Brzi raéun pokazuje nam da su jedini preostali paro\
znamenaka (poredak nije bitan) 36, 38, 39, 58, 69. Budu¢i da je 3! =6 =0, 3 —1b8 =0
3—v/9=0,5-18=2, 6 —(1/9)! =0, i ovi se preostali slu¢ajevi svode na ve¢ rijeene, &im
kompletiramo rjeSenje.

4 Racunalna realizacija

U igri nazvanoj Dau, prema nadimku koji je Lav Davidovi¢ nosio, korisnik ima priliku isprobati svoj
vjestine brzog kombiniranja na nasumice izabranim tablicama putem sucelja kao na slici 3. Mogu¢
je igrati sam, ali i s prijateljem putem mreze, i to na razliitim razinama tezine - u zavisnosti

skupu funkcija i operacija koje su dopustene - na najlakSem nivou dopustene su gotovo sv
elementarne funkcije i operacije, na tezem nivou onemogucéene su one koje mogu posluziti za gor
pobrojena opc¢a rjeSenja, dok na nivou nazvanom Teorminimum (po ve¢ spomenutor
kvalifikacijskom testu - Teorijskom minimumu) igra¢ ne moze ni zbrajati, ni mnoziti ni dijeliti - stog
se mora 'igrati' logaritmima.

o o | 2 Round 1 started!
0
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Slika 3: Izgled korisni¢kog sucelja
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Na web siteu [4] se mogu nadi instalacijske datoteke za MS Windows i Ubuntu operacijske sustave
kao i izvorni kod koji slobodno mozete prepravljati po vlastitom nahodenju, te korisnicke upute koj
sadrzavaju jos zanimljivih detalja vezanih za samu implementaciju.
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