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Sazetak: U ovom clanku bavit ¢emo se definicijom uspravne piramide, upozoriti na odredene
njezine nelogicnosti te na kraju predloZiti novu definiciju, kao zamjenu, koja potpuno mijenja
pojam uspravne piramide. Zbog toga bi, po meni, trebalo promijeniti dio nastavnog programa
koji se odnosi na spomenutu problematiku, a time bi i udzbenici pretrpjeli odredene izmjene.
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UVOD

Na ovo me pisanje natjerala sama praksa rada u jednom razrednom odjelu,
s budu¢im operaterima luckom mehanizacijom, koji u razrednoj knjizi ispod
predmeta Matematika imaju predmet Slaganje i krcanje tereta, sve s ciljem
povezivanja teorije izloZene na nastavnom satu s njihovom buduc¢om praksom.
Hoce 1i citatelj koji poznaje euklidsku geometriju od njezinih osnova do
diferencijala na kraju ¢lanka ostati zaCudeniji nego ikada zbog toga $to je netko
pokusao mijenjati samu definiciju, to je velika kusnja ovoga ¢lanka.

SADASNJA DEFINICIJA USPRAVNE
PIRAMIDE

U svim udZzbenicima (ili bar u onima po
kojima radim, a navedeni su na kraju ¢lanka u
literaturi) stoji sljedeca definicija:

Def. 1. Piramida je uspravna ako su joj £
svi bo¢ni bridovi jednake duljine.

Prema toj bi definiciji osmerostrana piramida ~ «
sa sl. 1 bila uspravna:
SI. 1. Noziste V’ visine piramide pada u srediste e [ 2
bazi opisane kruZznice.

=

o
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Kako su svi boc¢ni bridovi jednake duljine, to je prethodna piramida, po
def. 1. uspravna.

PRVA NELOGICNOST

Uocimo trostranu piramidu ABCV kao dio prethodne pravilne osmerostrane
piramide ABCDEFGHYV. Ona je takoder, po def. 1, uspravna, sl. 2:

S1. 2. Uspravna trostrana piramida

Nelogi¢nost uspravnosti ove piramide
nije u tome §to joj je noZiSte visine, tocka
V’, izvan baze, nego §to ta piramida ne
mozZze stajati na svojoj bazi; jednostavno ¢e
T se srusiti, rotirat ¢e oko osnovnog brida AC
\ dok joj vrh V ne dode u ravninu sada vec
& bivSe baze ABC. Taj pad (rotacija, rusenje)
: prikazan je na sl. 3:

\ S1. 3. Uspravna je piramida pala!!!
\ Sada je piramida promijenila bazu ABC
\ uACV,_,avrh je totka B,. Tocka B, nastala
\ je rotacijom toc¢ke B oko pravca AC, a tocka
&/ foz=or-til V., istom rotacijom toCke V. Kut rotacije jest

Siljasti kut izmedu ravnina pobocke ACV i

o \ | baze ABCsasl. 2.

_ Zasto je piramida pala? A bila je uspravna!
e = Naravno da neke rije¢i koje upotrebljavamo
u matematici ne znaCe ono Sto znace kada
ih upotrebljavamo u svakodnevnom zivotu, ali za u¢enika osmoga razreda
ili za moje spomenute ucenike koji ¢e slagati teret bilo u luckom skladistu
u Plo¢ama (drugoj najvecoj luci u Hrvatskoj po teretnom prometu), bilo u
brodu ili na njemu trebala bi ta rije¢ uspravno znaciti isto, inace ¢e im se teret
srusiti (mozete samo zamisliti slozenu geometriju unutrasnjosti broda).
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S1. 4. Trostrana uspravna piramida prije
pada

Znamo da je teziSte piramide, tocka
T, udaljena od baze za duljinu Cetvrtine

visine piramicrytj.' _ 4‘ T

b

te se laganim rac¢unom pokaze da
je tocka T’ izvan baze ABC. Kada je
ortogonalna projekcija tezista izvan baze,
tijelo pada (fizicari bi za teziSte rekli
centar mase;, kod homogenih tijela taj

se centar mase poklapa s nasim, geometrijskim teziStem tijela). Da smo
umjesto pravilne osmerostrane uzeli pravilnu Sesterostranu piramidu, tocka
T’ bila bi to¢no na osnovnom bridu AC, trostrana bi piramida ,,lebdjela”
na granici izmedu pada 1 stajanja. Usput, tocka T, teZiSte je baze ABC,
koja je jednakokracan trokut, jer je dio pravilnog osmerokuta.

DRUGA NELOGICNOST

Pogledajmo piramidu kojoj je baza romb, a noziste joj je visine u sjecistu

dijagonala baze, sl. 5:
S1. 5. Piramida koja nije uspravna (??7?)

ZaSto ova piramida nije uspravna,
kada je ona, gledano laicki, uspravna da
uspravnija ne moze biti? Bocni bridovi
AV 1 CV dulji su od bo¢nih bridova BV
1 DV te po def. 1. piramida nije uspravna.
Kod prizme imamo sljedece: ako prizma
nije uspravna, onda je kosa; ovdje ne
mozemo reci da je piramida sa sl. 5 kosa,
jer su sve Cetiri pobocke pod jednakim
kutom nagnute u odnosu na ravninu
baze. Uostalom, u nasim udZbenicima
za osnovnu 1 srednju Skolu uopée nema
pojma kosa piramida.
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Trebalo bi omoguditi da svaki konveksni mnogokut moze biti baza
uspravne piramide. Def. 1 to sputava. Naprimjer, neka je baza pravokutni
trapez. Oko takva trapeza ne moze se opisati kruznica, dakle piramida s
takvom bazom ne moze imati sve bo¢ne bridove jednake duljine, te ne moze
biti uspravna u smislu spomenute def. 1.

Nova def. 2, koja ¢e ubrzo slijediti, omogucit ¢e da se i piramida sa sl. 5
moze nazvati uspravnom, a i svaka ona kojoj je baza konveksni mnogokut,
pri ispravnom odabiru vrha, postat ¢e uspravna.

TRECA NELOGICNOST

Osobno ne volim definicije koje u sebi imaju implikaciju tipa:
ako... onda..., ako se ta definicija moze druk¢ije formulirat bez te
implikacije. Def. 1 ima tu implikaciju. Tada neoprezan nastavnik
upadne u zamku dokazivanja definicije, a u¢enik misli da je @ = b
isto §to i b=>a, pa se opet nastavnik upita zasto implikacija u
definiciji nije zamijenjena sa: ako i samo ako... onda... Zasto su
osnove matematicke logike naprasno iz udZzbenika matematike
prebacene u udzbenik informatike, jer tamo, u tom bljestavilu Worda,
Excela, Accessa.. na§ zakon kontrapozicije (¢ = b < —b = —a)
stoji ugaSen, nijem, dalek, bez one radosti koja iz njega zrac¢i kada tom
tautologijom dokazujemo odredene matematicke tvrdnje. Zato bi, po
meni, definicija 1 bolje izgledala u obliku (to jos$ nije nova definicija
koja bi zamijenila def. 1): Uspravna piramida jest piramida kod koje
su svi bo¢ni bridovi jednake duljine. Ona je opisna, a ako netko misli
da se 1 u njoj krije implikacija, onda je ona manje vidljiva.

Sjetimo se kako neki nastavnici dokazuju da je, recimo, 2° =1, po
modelu 23:23=233=2° dok je 2°:2*=8:8 =1, te izjednaCivanjem
desnih strana dobiju 2° =1 (zanimljivo kako su ucenici zadovoljni
ovakvim objasnjenjem iako im je prije re¢eno daje a’ = I,zaa # 0,
po definiciji; dotada su ucenici pretpostavljali da je 2° = 0). Naravno
da se u ovom clanku ne moze u¢i u svu kompleksnost definicije
opcenito, jer bi za to trebao jedan veci rad, mozda ¢ak i1 knjiga s
temom Definicija u matematici.
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q NOVA DEFINICIJA USPRAVNE
PIRAMIDE

Def. 2. Uspravna piramida jest
piramida kojoj noZiSte visine pada u
teziSte baze.

foesteoo \ g Dakle, tocke se V’ i T, poklapaju.
RN N Naravno, s njima se poklapa i tocka
/Y T°, ortogonalna projekcija tezista T
gy 2 piramide. Po ovoj definiciji piramida sa
sl. 2 ne bi bila uspravna. Evo kako bi
g izgledala uspravna piramida koja ima
istu visinu i istu bazu kao ta piramida:
Sl. 6. Uspravna piramida po novoj definiciji

|
\

Pozorni ¢e Citatelj uociti da smo osmerostranu piramidu malo rotirali
oko njezine visine; to smo ucinili samo zbog toga da se bo¢ni bridovi AV
i1 CV trostrane piramide ne bi dijelom preklapali na slici, dakle rotacija je
nebitna za temu ¢lanka. Naravno da ovako definirana uspravna piramida
stoji na bazi, ne rusi se, jer je teziSte konveksne baze uvijek unutar baze,
za razliku od srediSta opisane kruzZnice, koje moZze biti izvan nje ili ¢ak ne
postojati.

Kod pravilnih piramida nista se ne¢e promijeniti, jer se kod pravilnih
mnogokuta srediSte opisane kruznice poklapa s njegovim tezistem.

Teorem 1. Za svaki konveksni mnogokut postoji to¢ka izvan ravnine
tog mnogokuta koja je vrh uspravne piramide ¢ija je baza taj mnogokut.

Dokaz: Tocka se nalazi na pravcu koji je okomit na mnogokut u
njegovu tezistu. Tih je to¢aka beskona¢no mnogo, no ako je zadana i visina
piramide, onda postoji samo jedna takva tocka (ne racunaju¢i njezinu
osnosimetricnu tocku u odnosu na ravninu baze); sl. 7:

a3

Y sl.7. Zabazu smo uzeli

ﬁ‘/\ ve¢ prethodno spomenuti

/4 - pravokutni trapez, koji
m smo podijelili duzinom
A <, = CC, na pravokutnik i
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trokut, nasli njihova teziSta T, 1 T, i na njihovoj spojnici konstruirali to¢ku
T, koja je teZiSte trapeza na nacin da je:

TITBl : |TBT2| :PZ'.PIZ |BC] | 2 |ACI|

gdje je P, povrSina pravokutnika, a P, povrSina trokuta. Primjer sluzi
kao ilustracija Cinjenice da se ,,povecao” broj uspravnih piramida; ako
se sluzimo def. 2, ta nova definicija ¢ak dovodi i do novih (ili drukc¢ijih)
teorema, poput prethodnog teorema 1. Naravno da promjena definicije u
nekoj teoriji nije toliko revolucionarna kao promjena aksioma te teorije,
ali ne znam zaSto mi ba$ sad na pamet padaju matematiari Godel 1
Zermelo. Po Godelu, unutar svake teorije, ma kako bila logicki ustrojena,
kao $to je 1 sama matematika, pojavit ¢e se pitanje na koje se ne moze
to¢no odgovoriti, ili ¢e se pak javiti pogreska pa i proturjecnost, dok po
Zermelu, ako se neki problem ne moze rijesiti, treba pokusati tu teoriju
nadopuniti novim aksiomom. Jednom sam u $ali rekao kolegi da sve $to
je Newton znao o matematici, znamo i mi (misle¢i da zivimo 3,5 stoljeca
poslije njega, a uzeo sam ga za primjer jer je bio briljantan um koji je
matematici podario ono $to, vjerojatno, nitko prije ni poslije njega nije), na
Sto se on nasmijao i rekao da nije siguran da ja i on znamo ono §to su znali
spomenuti matematicari Godel 1 Zermelo.

STO DOBIVAMO, A STO GUBIMO NOVOM DEFINICIJOM

Dobivamo bolju zornost pojma uspravna
piramida, odnosno geometrijski pojam
uspravno poklapa se s tim pojmom u
svakodnevnom Zzivotu. Drugo, dobivamo
na prakti¢nosti, jer kad se neki teret slozi
u obliku uspravne piramide, sigurno nece
pasti. Dakle, primjer kako se teorija praksom
potvrduje, a praksa teorijom osmisljuje. Trece,
sada mozemo definirati i kosu piramidu, kao
piramidu koja nije uspravna. Cak moZzemo reéi
da je nagnuta u smjeru (orijentaciji) vektora
T,V’, i to pod Siljastim kutom izmedu VT i
TV’ (T, je teZiSte baze), sl. 8:

sl. 8. Kosa piramida
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Naravno, kao i kose prizme, neke kose piramide mogu stajati na svojoj
bazi, a neke ne (ve¢ smo rekli da to ovisi o tomu je li ortogonalna projekcija
teziSta prizme odnosno piramide na ravninu baze, unutar ili izvan baze).

,Gubimo” niz zadataka tipa: svi bo¢ni bridovi (bivSe) uspravne
piramide zatvaraju s ravninom baze kutove po 58°itd.

U zadacima po staroj definiciji za nepravilnu uspravnu trostranu
piramidu sluzili smo se formulom

abc
F=—
4p

kako bismo izracunali prilezecu katetu za kut izmedu bo¢nog brida 1
ravnine baze, u pravokutnom trokutu gdje je taj boc¢ni brid hipotenuza,
a visina v nasuprotna kateta. Po novoj definiciji (za uspravnu piramidu)
promijenila se prilezeca kateta, ona je 2, (ili dvije tre¢ine t , odnosno t ),
dok su hipotenuza i nasuprotna kateta ostale kao prije.

Izraz jeza t: \/2b2 +2€2 —a2
[, = )

dok se za t, it_izrazi dobivaju samo kruznom zamjenom slova. Moglo
bi se pokazati da ako je osnovni brid a uspravne trostrane piramide manji
od b, onda je bo¢ni brid mimosmjeran sa a veé¢i od analognog za b. Ovo
nije novi teorem nego samo kra¢a formulacija zahvaljujuci novoj def. 2.
Ujedno je i primjer kako uvodenje novih definicija sistematizira teoriju,
¢ini je preglednom i manje glomaznom.

Neko¢ davno, htio sam geometriju Lobacevskog smjestiti u Descartesov
koordinatni sustav, uzimajuéi za ha-pravac jednu granu one e-hiperbole
kod koje je poluos b duljine 1, a poluos joj a izlazi iz ishodista pod bilo
kojim kutom 1 bilo koje duljine, uvode¢i 1 metriku u taj model. Bilo je
lijepo racunom dolaziti do ve¢ poznatih teorema. Mislio sam, sve je lijepa
tajna i sve ima neko bezgranicno trajanje, oko svega su jaki odsjaji logike
i duboke intuicije. Tada sam dosao do neobi¢nog poucka, da ne postoji ha-
kruZznica po volji velikog opsega. Kako u dostupnoj literaturi nisam uspio
naci taj poucak, posumnjao sam da mozda aksiomatika ha-geometrije ne
vazi u tom mom analitickom modelu. Zaboravio sam na taj rad poslije,
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pedagoski rad u ucionici nudio je nove izazove. ZasSto je jezik
matematike, kao mati¢ne znanosti nastavnog predmeta matematike, tako
semanticki siromaSan a sadrzajno bogat, toliko simboli¢ki koncizan i
pojmovno apstraktan da se razmatranja, ¢ak 1 u geometriji, mogu slijediti
a da se pritom na umu nema nikakva interpretacija!

U razredu pak nastavnik matematike treba biti dovoljno konkretan kako
biucenici razumjeli sadrzaj i primijenili nauc¢eno, te dovoljno apstraktan jer
matematika razvija i apstraktan nacin misljenja, koji je potreban za transfer
znanja. Ako nastavnik ne njeguje ovo drugo, onda je za kvalitetnog ucenika
sudjelovanje u toj nastavi Cisto tracenje, gubljenje ne samo vremena nego
1 prigode za taj razvoj. Kako na¢i balans izmedu tih dviju krajnosti?

ZAKLJUCAK

Naravno, ja se i dalje u nastavi koristim def. 1 jer imam slobodu rada
samo unutar nastavnog programa. Ali zato kada s u¢enicima, operaterima
luckom mehanizacijom (tako im se zove zanimanje), radim uspravnu
piramidu, uvijek osjetim odredenu nelagodu u svom izrazu, kao da im nesto
presuc¢ujem. Hoce 1i neki novi nastavni program odagnati tu nelagodu?
Hoce li mi dati vise slobode u radu? Hoce li kurikul re¢i nastavniku: ,,Bjezi
od udzbenika kao jedine knjige!” Ili ¢e se i dalje nastavnik drzati udzbenika
kao pijan plota, praveéi vrlo malu selekciju informacija, zaboravljajuci
da preobilje informacija zbunjuje ucenika, isto kao i njihova oskudnost
(oskudnost informacija)?
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Summary: This article deals with the definition of right pyramid, warns about its
certain illogicalities and finally suggests a new definition as an alternative, which
completely changes the notion of right pyramid. Due to this, in authors opinion, the
part of educational program that refers to the mentioned problem area should be altered,
including the textbooks which should also undergo certain changes.
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