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SaZetak: U ¢lanku je opisana primjena matematickog
softvera Matlaba za rjeSavanje matematickih
problema u svrhu Sto jednostavnijeg svladavanja
istih.
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Abstract: The application of mathematical software
Matlab for solving and overcoming mathematical
problems as easily as possible is described in the
paper.
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1. UvOD

Pretpostavi li se da matematika mnogima treba, ali
im nije najvaznija stvar u Zivotu, namece se pitanje
moZe li im se pomo¢i kod obaveza na poslu ili
tijekom obrazovanja. Suvremene tehnologije to
svakako osiguravaju. Danas postoji mnogo
matematickih softvera (Matlab, Wolfram
Mathematica, GeoGebra) koji omogucuju brzo i to¢no
rjeSavanje razli¢itin matematickih i nematematickih
problema. Matlab je istodobno programski paket i
programski  jezik Siroke primjene. Koristi se za
racunanje, za razvoj algoritama, simulacije, obradu i
analizu podataka. Naziv Matlab potjece od engleskih
rije¢i MATrix LABoratory iz kojih je ocito da je
Matlab alat dizajniran za matri¢no izratunavanje.

2. RAD S MATLABOM

Osnovni aritmeticki operatori u Matlabu su: +, —, *,
/, ™ . Najjednostavnija primjena Matlaba je zamjena
standardnog Kkalkulatora Matlabom. Treba li se
izradunati izraz 2 * (2° — 6), to se pomoéu Matlaba
moZe napraviti na sljedeci nagin:

>> 2*(275-6)

ans =

17

52.

U simbolickom rezimu se matematicke operacije
izvrSavaju bez racunanja njihove numericke
vrijednosti. Za simboli¢ki mod je bitno da se simboli
(varijable) koje se koriste u zapisu funkcija, jednadzbi
i algebarskih izraza navode funkcijom syms . Npr.,
ako se Zeli napisati funkcija
f(x,y) = x? — 2siny + 3

dovoljno je napisati:

>>syms X y

>> f=x\2-sin(y)

i rezultat je:
f=

X"2-2*sin(y)+3.

Ukoliko treba izracunati vrijednost funkcije
£(3,0) koristi se naredba subs, tj.
>> subs(f,{x,y}.{3,0})
ans =
12.

Sve funkcije u Matlabu piSu se malim slovima, a
argumenti  funkcija u zagradi. Sintaksa i znacenje
svih funkcija u Matlabu moZe se na¢i u MATLAB-
Help-u. Tako npr. funkcija e* u Matlabu ima oblik

exp(x).
2.1. Matrice

Osnovni objekti numerike u Matlabu su matrice.
Matrica je pravokutna shema sastavljena od realnih ili
kompleksnih brojeva. Matrica s m redaka i n stupaca
i selementima a;;, i = 1,2,...,m,j = 1,2, ...,n obi¢no
A1 0 Qun

: ] ili krace kao
aml amn
A =a;]. Element a;; matrice A nalazi se na
presjeku i-tog retka i j —tog stupca. Matrice se u
Matlabu zadaju kao niz brojeva u uglatim zagradama,

se zapisuje kao A =




pri ¢emu se reci odvajaju tocka-zarezom 77, a
elementi unutar retka se odvajaju razmakom ili

2 3] ,_ )
s B=14 ol

C= [_35] zapisuju se na sljedeci nacin:
>>A=[123;0-15]

zarezom. Matrice A = [(1)

1 2 3

0 -1 5
>> B=[4 9]

4 9
>> C=[-5;3]
C=

-5

3

Ako matrica ima jedan redak ili jedan stupac naziva
se vektor redak, odnosno vektor stupac. Zbrajati i
oduzimati se mogu matrice istog tipa. Matrice A i B
su ulancane, ako matrica A ima onoliko stupaca
koliko matrica B ima redaka. MnoZenje matrica je
definirano samo za ulanc¢ane matrice. Transponirana
matrica matrice A = [a;;] tipa (m,n) je matrica
A’ = |bj; | tipa (n, m) definirana sa bj; = a;;, za svaki
i=12,..,mj=12..,n.

2 3]i

Primjer 1. Zadane su matrice A = [é 1 s

0 -6
+ 2 ]
8 -3 ,
Potrebno je odrediti: A-B,B-A,A—B,A—B.
Kako je matrica A tipa (2,3), a matrica B tipa (3,2),
oba produkta A - B i B - A su definirana.

Vrijedi:

>>A=[123;0-15];

>> B=[0-6;4 2;8 -3];

B =

>> B
ans =
0 4 8
6 2 -3
>> A*B
ans =
32 -11
36 -17
>> B*A
ans =
0 6 -30
4 6 22
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8 19 9

>> A-B

??2? Error using ==> minus

Matrix dimensions must agree.

Razlika matrica A i B nije definirana jer matrice A i B
nisu istog tipa, dok je razlika matrica A i B' jednaka
>> A-B'

ans =
1 -2 5
6 -3 8

Ne ulaze¢i u detaljnu sintaksu, na primjerima

polinoma, parcijalnih razlomaka i sustava linearnih
jednadzbi prezentirano je koriStenje Matlaba.

2.2. Polinomi

U primijenjenoj matematici ¢esto se susrecu funkcije
koje se zovu polinomi. Posebnu ulogu polinomi imaju
u aproksimaciji mnogih drugih slozenih funkcija.
Polinom n-tog stupnja je funkcija P,: R — R zadana
formulom

P(x) =apx+ ap_x" 1+ +ax+ay,=
yn_oaxx®, gdje su ag, ay, ..., a, ER, a, #0,n € N.
Brojevi a;,i =0, ...,n se zovu koeficijenti polinoma
P,. Polinomi se u Matlabu zadaju u obliku vektora
retka [a,, an—1, ..., a1, ao] U Koji se upiSu koeficijenti
polinoma. Polinomi se mogu zbrajati, oduzimati,
mnoziti i dijeliti.

Primjer 2. Neka su P(x) = —2x3+x—81i Q(x) =

x? — 5x + 1 dva polinoma. Treba odrediti:
P+@P—QPQig

Kako je za zbrajanje i oduzimanje polinoma potrebna

ista dimenzija vektora, vektor Q je potrebno

nadopuniti nulama. Tako se polinomu P(x) =

—2x3 + x — 8 pridruzuje vektor

>>P=[-201-8],

a polinomu Q(x) = x? — 5x + 1 vektor

>>Q=[01-51].

>>P+Q
ans =
2 1 4 7
Znacenje: (—2x3+x—8)+ (x2—5x+1) =
—2x3 +x% —4x 7.

>> P-Q
ans =
2 -1 6 -9
Znacenje: (—2x3+x—-8)— (x2—5x+1) =
—2x3 —x% +6x —9.



Polinomi se mnoze naredbom conv. Kod mnoZenja
polinoma vektori koje pridruzujemo polinomima ne
moraju biti istih dimenzija.

>> conv(P,Q)

ans =
0 -2 10 -1 -13 41 -8

Znacenje: (—2x3+x—8) - (x2 —5x+ 1) =
—2x°% + 10x* — x3 — 13x% + 41x — 8.

Teorem o dijeljenju polinoma s ostatkom. Za svaka
dva polinoma P i Q, Q # 0 postoje jedinstveni
polinomi S i R takvi da vrijedi
P=Q-S+R.
Ako je R # 0, polinom S zovemo nepotpuni kvocijent
polinoma P i Q, a polinom R ostatak pri dijeljenju
polinoma P s polinomom Q.
Dijeljenje polinoma P(x) = —2x3+x—81i Q(x) =
x%? —5x +1 po algoritmu dijeljenja polinoma, ima
sljedeci oblik:
(-2x3+x—8):(x?—5x+1)=—-2x—10
F2x3 +10x% F 2x

—10x®>+3x—8
F10x2 +50x F 10
—47x + 2

Dakle, nepotpuni kvocijent je S(x) = —2x — 10, a
ostatak R(x) = —47x + 2. Polinom P tako mozemo
zapisati u obliku
—2x3+x—8=(x?—-5x+1)(—2x — 10) —
—47x + 2.

Ovisno o stupnjevima polinoma, dijeljenje polinoma
po algoritmu moZe imati veliki broj koraka. Tu
pomaze Matlab svojom jednostavnoScu. Za dijeljenje
polinoma koristi se naredba deconv.
>> deconv([-20 1 -8],[1 -5 1])
ans =

-2 -10

a ostatak R se provjeri na sljedeci nacin:
>>[-201-8]-conv([1-51],[-2 -10])
ans =

0 0 -47 2

2.3. Parcijalni razlomci

Cesto je potrebno racionalnu funkciju rastaviti na
zbroj jednostavnijih racionalnih funkcija koje se zovu
parcijalni razlomci. Parcijalni razlomci se koriste u
integralnom raéunu kod integriranja racionalne
funkcije, za odredivanje inverzne Laplaceove
transformacije dane funkcije, za odredivanje inverzne
Z-transformacije itd. Racionalna funkcija je kvocijent

dvaju polinoma R(x) = %. R je prava racionalna
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funkcija ako je stupanj polinoma u brojniku manji od
stupnja polinoma u nazivniku, tj. st P < st Q.
Teorem o parcijalnim razlomcima. Svaka prava

racionalna funkcija R(x)=% moze se na

jedinstveni nacin prikazati kao zbroj parcijalnih
razlomaka.
Kako se polinom Q mozZe zapisati u obliku
Q(x) = (x — )P+ (x — x)Ps(x? + arx +
b))+ (x? + apx + b)),
gdje su p;,7j,s,t €N, x; su realne nultocke od Q,

i=1,.,s, a a/—4b;<0, j=1,..,t teorem
zapravo tvrdi da postoje jedinstveni brojevi
Aji, Bjx, Cj. € R takvi da se R moZe zapisati u obliku
A A A
R(x) = 11 + 12 + .- $
x—x;  (x—2x)? (x — x1)P1
A A A
44 s1 + s2 + .- __Sps
X — Xg (x - xs)z (x - xs)Ps

Byyx + Ciy ‘o Byp X + Ciyy
X%+ a;x + by (x®2+a;x+b)n

4ot M M
X%+ asx + b, (x2+ agx + b))
Primjer 3. Rastav racionalne funkcije
RGO 2x?—3x—1
X)=——F-—
x3 —x

na parcijalne razlomke.
Prema teoremu o parcijalnim razlomcima postoje
jedinstveni brojevi 4, B, C € R takvi da je

2x2-3x—1_ A B ¢
x3—x  x+1 x-1 x
MnoZenjem jednakosti s x(x?—1) i nakon

sredivanja dobiva se:

2x?—=3x—1=x?>(A+B+C)+x(B—A) —_C.
U daljnjem racunu potreban je
Teorem o jednakosti polinoma. Polinomi P(x) =
Yiooax® i Q(x) =Y bxt, a,#0,by, # 0,
a;, bj € R su jednaki ako i samo ako je m=n i
aj =bj,zasvej=0,1,..,n.
Primjenom Teorema o jednakosti polinoma slijedi:

A+B+C=2
B—A=-3
—-C=-1,
aodavde je A=2,B=-1,C = 1.
Racionalna funkcija R(x) se tako moZe prikazati kao
zbroj parcijalnih razlomaka
2x?—3x—1 2 -1
x3—x _x+1+x—1 x

Matlab pomoc¢u naredbe residue bolje rjeSava ovaj
problem. Polinom u brojniku prikaZe se vektorom a, a
polinom u nazivniku vektorom b.
>>a=[2 -3 -1];
>>bh=[10-10];
>> >> [r,p,K]=residue(a,b)




r=2 -1 1
p=-1 1 0
k=1].
Znacenje:
2x?2=3x—1 2 -1 1 0
B—x  x+l x—1'x-0"

2.4. Sustav linearnih jednadzbi

Sustav m linearnih jednadZbi s n nepoznanica je
sustav oblika

a11x1 + -+ alnxn = b1
A12Xq + -+ AynXn = bz

apX, + -+ amx, = by (1)
A1 X1 + o+ QX = by

Skalaria;j,i = 1,2,..,m,j=1.2,..,n se zowu
koeficijenti sustava, skalari b;,i = 1,2, ..., m slobodni
¢lanovi, a x4, x5, ..., X, Nepoznanice sustava. RjeSenje
sustava je skup svih n-torki (xq,x,,..,x,) koje
uvrstene u sustav (1) zadovoljavaju svih m jednadzbi.
Sustav (1) se moZe zapisati u obliku matricne

Ay vt Qip
jednadzbe AX = B u kojojje A= . ]
Am1 Amn
X1
matrica sustava, X = | ! ] je matrica nepoznanica, a
xn
by
B=|: ] matrica slobodnih ¢lanova. Ako se matrici
by,
A doda stupac slobodnih ¢lanova, dobiva se proSirena
a1t Qun by
matrica sustava AP =| I ]
Am1 amnbm

Rang matrice A je broj linearno nezavisnih redaka
(stupaca) matrice A i oznacava se s r(A). Sustav (1)
moZe imati jedno rjeSenje, nijedno ili beskonacno
rjeSenja. Broj rjeSenja ovisi 0 odnosu ranga matrica A
i AP. U Matlabu funkcija rank(4) racuna rang
matrice A.

Kronecker-Capellijev teorem. Sustav linearnih
jednadZbi ima rjeSenje ako i samo ako je rang matrice
sustava jednak rangu proSirene matrice sustava, tj.
r(A) = r(AP).
Neposredna  posljedica
teorema je sljedeci
Korolar. Vrijedi:
i) Ako je r(A) = n, sustav je odreden (ima
jedinstveno rjeSenje),
ii) Ako je r(A) < n, sustav je neodreden
(ima beskonacno rjeSenja),

Kronecker-Capellijevog
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iii) Ako je r(A)>n, sustav je
kontradiktoran (nema rjesenja).

Primjer 4. Odrediti rjeSenje sustava
X1+ x; + x3=2
—2x1+3x,— x3=0
2x1 + x; —3x3 = 2.

Matrica sustava je matrica
>>A=[111;-23-1;21-3];
a proSirena matrica sustava je matrica
>>AP=[1112;-23-10;21-32];
Kako je rang matrice A
>> rank(A)
ans =

3
a rang proSirene matrice AP
>> rank(AP)
ans =

3
prema Kronecker-Capellijevom teoremu slijedi da
sustav ima jedinstveno rjeSenje.
Matrica slobodnih ¢lanova je matrica
>> B=[2;0;2];
RjeSenje sustava se dobiva tzv. lijevim dijeljenjem
X = A\B.
>> X=A\B
ans =

1

3/4

1/4
RjeSenje sustava je uredena trojka

(1,%2,%3) = (1,3/4,1/4).

Za rjeSavanje sustava koristi se i naredba solve.
>> [x1 x2 x3]=solve('x1+x2+x3=2",'-2*x1+3*x2-
x3=0","2*x1+x2-3*x3=2")
x1=

1
X2 =

3/4
X3 =

1/4

Primjer 5. Odrediti rjeSenje sustava
—x; + 2%, +3x3— x4, =2

x1+2x2+ x3_X4=_1
3x1+4x2+ X3_x4:2
2xq + 2x, =3.

>>A=[123-1:121-1;341-1;2200];
>> rank(A)
ans =

3
>>AP=[-123-12;121-1-1;341-12;22003];
>> rank(AP)
ans =

3



Kako je r(4) = r(AP) slijedi da sustav ima rjeSenje,
ali kako je r(A) < 4 slijedi da je sustav neodreden, tj.
ima beskonac¢no rjeSenja. Koriste¢i naredbu solve
dolazi se do parametarskog rjeSenja
>> [x1 x2 x3 x4]=solve(-x1+2*x2+3*x3-
X4=2''X1+2*x2+x3-x4=-1",'3*x1+4*x2+x3-
x4=2""2*x1+2*x2=3")
x1=

-3/2+x3
X2 =

3-x3
X3 =

x3
x4 =

11/2
RjeSenje sustava zapisuje se u obliku
(1,%2,%3,%4) = (= 2/3 + x3,3 — x3,%3,11/2),
x3 € R.

Primjer 6. Odrediti rjeSenje sustava
—x1+2x2+3X3—x4= 2

x1+2x2+ X3_x4=_1
3x1+4x, + x3—x, =2
2x1+2x2 =1

2x1+ x,+ X3 =1.
>>A=[-123-1;121-1;341-1;2200;2110];
>> rank(A)
ans =

4
>>AP=[-123-12;121-1-1;341-12;22001;21
101];
>> rank(AP)
ans =

5
Kako je r(4) <r(AP), slijedi da je sustav
kontradiktoran, tj. nema rjeSenja. Kada bi se rjeSenje
odredivalo bez prethodnog provjeravanja ranga
matrica, Matlab bi kao numeri¢ki program ponudio
neko rjeSenje. U tom sluc¢aju potrebno je provjeriti
dobiveno rjesenje.

>>A=[-123-1;121-1;341-1,2200;2110];
>> B=[2;-1;2;1;1];
Lijevim dijeljenjem matrica A i B dobiva se matrica X
>> X=A\B
ans =

-1/2

4/3

2/3

19/6
MnoZenjem matrica A i X dobiva se matrica
>>C= A*X
ans =

2

-1/3
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4/3
5/3
1
koja je razli¢ita od matrice B.

3. ZAKLJUCAK

Uporaba matematic¢kih softvera, posebice Matlaba,
bitho moZe olak3ati rjeSavanje matematickih
problema, uz odredeno znanje matematicke teorije.
Zbog jednostavnosti u ucenju i iznimno Sirokoj
primjeni, Matlab svoje mjesto nalazi ne samo u
visokom obrazovanju vec i u industriji.
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